Segédanyag az A3 targy gyakorlatahoz

Safar Orsolya

1 Szeparabilis differenciadlegyenletek

A megoldasrdl altalaban:
A szeparabilis differencidlegyenlet alatlanos alakja:

Y (x) = f(x)g(y).

Ebben az esetben g(y)-al (feltéve, hogy g(y) # 0, kiilonben esetvizsgélat sziik-
séges) atosztva, majd dz-el szorozva kapjuk:

@dy = f(z)dz.

Mindkeét oldalt integralva (vigyazat, a baloldalt y, a jobboldalt = szerint), ka-
punk egy
Gly)=F(x)+C

alakt implicit Osszefiiggést y-ra és x-re. Ebbdl sajnos nem mindig fejezhetd ki
y x fliggvényében. Ha a kezdeti feltétel adott (y(zo) = yo), akkor a C konstans
helyettesitéssel meghatarozhato.

Kidolgozott mintapélda:

yy =2ty +4y —2* — 4
yy' = (2 +4)(y - 1)
Ly =x?+4
y—1
Ha y = 1, akkor az y = 1 megoldas (egyensulyi helyzet), kiilonben atoszthatunk

vele:
/Ldy— /x2—|—4dm‘
y—1

/1—|—7dy—/x2+4dm
Y

3
y+ln(y):?+4:ﬂ+0

Tovabbi gyakorlofeladatok, végeredménnyel:

C
xy' +y=2 (y=2—T>

21—y +y? + 2y’ =0 <1n(y)+x+y :c)
x Ty




2 Szeparabilisra visszavezethets differencidlegyen-
letek

A megoldasrol altalaban: A tipikus példa az
r_ y)
vos (!

y' = flax + by + ¢)

és az

alaka egyenletek. Ekkor az

u(@) ==,

y
x
illetve az

u(x) = ax + by + ¢

helyettesitésekkel a differencidlegyenlet visszavezethets a szeparabilis esetre, de
létezhet méas alaku célszerd helyettesités is. Ha az y ismeretlen fliggvény helyett
bevezettiik az 1 u fliggvényt, akkor az y'-t is ki kell fejeznlink u segitségével.

Kidolgozott mintapélda:

y' = tan(y — x)

Ebben az esetben az u(x) = y — = helyettesitést célszerd hasznalnunk
wz)=y—r s y=utz =y =u +1
Az u-ra vonatkoz6 differencidlegyenlet ezek alapjan:
u' + 1 = tan(u)

v = tan(u) — 1
Feltéve, hogy tan(u) # 1

———du = ldx
tan(u) — 1

[ wmar—tu= [ 1

Az integral kiszamitasahoz célszerd a tan(u)-t v-vel helyettesiteni (itt v # 1).
Ekkor
1 dv 1

— s du=——=d
1+v2du Y 1+v21}

tan(u) = v — u = arctan(v) — 1=

Ezek alapjan az integral az Gj valtozoval:

1 1
—————dv= | 1d
/1}711)24*1” / v

Ezt az integralt parciélis tortekre bontéassal tudjuk meghatéarozni:

1 1 A +Bv+c
v—1v241 wv—-1 0241




Ebbél az egyenletbél kozos nevezdre hozassal, majd a v2, v és konstanstag egyiit-
thatoinak Osszehasonlitasaval adodik: A = %, B = —%, C= —%. Ezek alapjin

az integral:
11 1
/7— ”Hd—/ld:c
20—-1 2v2+1
11 1 2 1 1
- _= _Z dv= [ 1d
/21171 10241 202417 / v

1 1 1
3 In(v —1) — 1 In(v? +1) — B arctan(v) = + C

Vigszahelyettesitve u-t:

1 1 1
3 In(tan(u) — 1) — 1 In(tan(u)? + 1) — QU=2 +C
Visszahelyettesitve y-t:

%ln(tan(y —z)—1)— iln(tan(y —z)?+1) - %(y —z)=z+C

Tovabbi gyakorlofeladatok, végeredménnyel:

y =ax+by+c (In(abx +b*y + be+a) = b + C)

4 3y —3
3y =3(4x + 3y — 2)* — (4o + 3y +4) < T+ %Y —065”)

12049y —4
3 [Egzakt differencidlegyenletek
A megoldasrdl altalaban Az egzakt differencidlegyenlet altalanos alakja:
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0,ahol M, = N,
Ekkor taldlhato egy F(x,y) = ¢ potenciélfiiggvény, amely egy implicit 6sszefiig-

gést szolgéltat z-re és y-ra. Ezen F(z,y) a differencialegyenletbdl a kivetkezskép-
pen hatarozhatd meg:

F(x,y) = /nydy+/]V[Ly (/N’dy)dm

Kidolgozott mintapélda
(2% + 22y — y*)dz + (2 — 22y — y*)dy = 0
e ElGszor ellenérizniink kell, hogy valéban egzakt egyenletrdl van-e szoé:
N, = (2® =22y —y?), =22 — 2y
M, = (22 + 2y — y2); =22z — 2y,

azaz az egyenlet valéban egzakt.



e Meghatarozzuk a potencialfiiggvényt:

c:F(x,y):/N(x,y)dy+/M(x7y)— (/N;,dy> dr =

/z2721y7y2dy+/12+2zy7y27 (/2x2ydy>dz

3 .133 3 1,3

wzy—xyz—%+§+x2y—xy2—x2y+xy2=fc2y—xy2—y§+§

Tovabbi gyakorlofeladatok végeredménnyel

2 2 1 2
?ye? dy + xe¥ dr =0 (c = 53:2@?4 )

4 Egzaktra visszavezethet6 differencidlegyenletek

A megoldasroél altalaban Bizonyos egyenletek egy (integralo tényezdnek nevezett)
p fliggvénnyel beszorassal visszavezethetSek egzakttd. Legyen a differenciale-

gyenlet most is
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0

alalkd, r := M, — N;. Ha

r(z,y) N 20
7L csak x-t61 fiigg, akkor p = e/ ¥ @) dg,
N(x.y) 5
vagy ha
r(@,y) csak y-t6l fiigg, akkor p = e~ J Wy,
M(z,y)

Ezen p fiiggvénnyel beszorozva az eredeti egyenletet egzakttd valik.

Kidolgozott mintapélda

ydx — xdy =0
r=M,-N,=1-(-1)=2
Ebben az esetben mindkeét feltétel teljesiil, valasszuk most az

r(z,y) 1
p= ef N 9T — 6~f7%dw — e 2n(z) _

x2

esetet. Ekkor az egyenletet #—el beszorozva:

1
Lde—~dy=0
X X

Ez méar valéban egzakt, mert:



Mar csak a potencialfiiggvényt kell meghataroznunk:

F(x,y):/——dy—l—/ dx—// dydx—f—ﬁ—;—g:g:c

Tovabbi gyakorlofeladatok végeredménnyel

zycos(y)y +y =0 (c = xesm(y))

5 A szukcessziv approximacié

A megoldasrél altalaban. Most csak els6rendd egyenletrdl lesz sz6, de a mod-
szer Altalanosithaté magasabbrend( esetre is. Az elsérendd differencidlegyenlet
altalanos alakja:

Y (x) = F(z,y)
y(x0) = Yo 20,y € R

Ekkor a megoldas keresése szukcessziv approximaciéval valdjaban egy fliggvénysorozat
meghatarozasa, amely fiiggvénysorozat hatarfiiggvénye lesz a megoldas. Indul-
junk ki a kezdeti feltételbdl,

Yo(7) = o
Ezutén a sorozat kovetkezd elemét az alabbi képlettel kapjuk:

x

Yi+1(x) = vo +/ F(x,y;(z))dx i €N
zo
Ekkor a
lim y;(x)

17— 00

fiiggvény egyenlé a megoldéassal. Ezen hatarértéket viszont nem biztos, hogy
meg kell (lehet) hatarozni. Ha csak kozelité megoldasra van sziikség, akkor
megelégsziink a sorozat els6 néhany tagjaval (amelybdl a legutolsé a kozelitd
megoldas).

Kidolgozott mintapélda Tekintsiik az alabbi differencidlegyenletet:
y'(z) =y

y(0) =1



Yo = 1 miatt
yo(z) =1
yl(x):yo+/ yo(a:)dx—1+/ lde=1+=x

0
2

1+xdw—1—|—x+—

yr(x)de =14+ 5

22 72 23
ya(x dx—1+/ 1+x+?dx—1+x+?+f3
22 23
- d _
/ Thy ty s

X
1 oy
trt gty 3+2.3~4

Ekkor ezen y4(z) példaul egy jo kozelité megoldasa a differencidlegyenletnek.
Ebben az esetben viszont teljes indukciéval bizonyithato, hogy

n '3

yn(x) = Z %

=0

Ha n — oo akkor az adodéd végtelen sordsszeg éppen az e® fiiggvény 0 koriili
Taylor sora (Maclaurin sora), ami a pontos megoldas.

Tovabbi gyakorlofeladatok végeredménnyel Szukcessziv approximacio-
val adjuk meg a kovetkezd feladat kozelitd megoldasat n = 4-re.

6 8 9
foN o2 _ T x 16x
Y (z) = 2zy—22°4+1, y(0) =2 < TR )

6 Els6rendi linearis differencidlegyenletek
A megoldasrdl altalaban Az altalanos lineéris elsérendii differencidlegyenlet

Y + flx)y = g(x)

alaka. Létezik megoldoképlet ezen egyenlettipusra, de mi ezzel most nem foglalkozunk,
helyette olyan megoldéasi mddszert irok le, ami késébb is hasznos lesz. A megoldést
harom részletben végezziik:

e A homogén egyenlet altalanos megoldasa: y' + f(z)y = 0-t hivjuk az
egyenlet homogeén részének. ElGszor ezt oldjuk meg. Mivel szeparabilis,
igy az els6 fejezetben ismertetett modszerrel kapjuk:

Yha = CeF(m) s

ahol F(z) = [ —f(z)dz, c € R.

e Inhomogén egyenlet partikularis megoldasa: két modszert tanultunk. Az
els6 az dllandok varialasa, a masodik a probafiiggvények modszere.

Inhomogén egyenlet partikuldris megolddsdnak keresése az dllanddk var-
idldsdval:



Trjuk fel a keresett megoldast y, = c(z)e’’® alakban, (4ltaldnosabban:
tegyiik fel, hogy az Osszes paraméter z-t6l fiigg) majd behelyettesitéssel
hatarozzuk meg c(z)-et. Jelen esetben

Yy, — f(@)yp = g(z) —

(d(2)e" ™) + c(x)e" @ (= f(2))) + f(2)e(z)e" ™ = g(z) —
¢ () = g(z)

B @F(f) ’
Ebbdl a c(x) egy integralassal meghatarozhato.

Inhomogén egyenlet partikuldris megolddsdnak keresése probafiigguényekkel:

Ez a modszer akkor hasznéalhato, ha a g(z) fliggvény sin(z), cos(z), e*, poli-
nom, vagy ezek linedris kombinacitja. Legyen a € R tetsz6leges konstans,
k pedig a differencialegyenlet rendje (ebben a fejezetben 1, egyébként a
legmagasabb egyenletben szerepls derivalt hatarozza meg). Tegyiik fel
tovabba, hogy g(x) linearisan fiiggetlen a homogén altaldnos megoldasatol
(megoldasaitol, ha magasabb rendd differencidlegyenletet tekintek). A
lenti tablazatban szerepel néhany g(x) fiiggvényre a megfeleld probafiig-
gvény.

g(x) Prébafiiggvény
sin(ax) Asin(az) + B cos(az)
cos(ax) Asin(ax) + B cos(ax)
e(L.’I,’ Ae(L’I:
n-edfokd polinom altalanos n + k-ad fokid polinom
x sin(ax) Az sin(ax) + Bsin(ax) + Cx cos(az) + D cos(ax)
x cos(ax) Az sin(ax) + Bsin(ax) + Cz cos(ax) + D cos(ax)
xe®® Aze® + Be®

Ha g(x) és a homogén egyenlet megoldasa linearisan 6sszefiiggd (ezt hivjuk
rezonancianak), akkor a felsorolt probafiiggvényeket be kell szorozni egy
altalanos m-edfoku polinommal, ahol m a legkisebb olyan egész, amelyre
a probafiiggvény linearisan fliggetlen a homogén egyenlet megoldaséatol.

Az fent részletezett probafiiggvényt visszahelyettesitve az inhomogén egyen-
letbe, megkapjuk az ismeretlen A, B, ... konstansokat.

e Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa = homogén egyenlet altalanos
megoldasa + inhomogén egyenlet partikuléris megoldasa, azaz:

Yiha = Yha + Yp

Ez sokkal altalanosabban is igaz, minden linearis egyenletre (pl. nem
feltétlen differencislegyenletekre).

Kidolgozott mintapélda

_ajz

y + 2zy = —ze



e Homogén rész megolddsa
y 4+ 22y =0
—

Yy =2y
Ha y = 0, akkor az y = 0 megoldés (egyensulyi helyzet). Ha y # 0, akkor

atosztva vele: )
/*dy:—/—2l‘d$
Yy

In|y| = —2* + ¢, ahol c € R tetszéleges
lyl=e % e = e K ahol K € RT tetszoleges
Osszevetve a lehetséges eseteket azt kapjuk, hogy

Yha = Ce™" ahol C' € R tetszoleges

o Inhomogén rész megolddsa dllanddk varidldsdval:

2

yp = Cla)e™

Behelyettesitve az egyenletbe:

2

C'(z)e™™ + C(x)e ™ (—22) + 22C(x)e™ = —ze ™ —
2

C'(z)=-x — C(x) = -5

gy a keresett partikularis megoldas:

e Inhomogén rész megolddsa probafiigguvényel: Mivel a homogén rész megoldésa
linearisan fiiggetlen g(z) = ze™* -t6l, ezért a megfelels probafiiggvény:

Yp = Az?e™ + Bre .

Az egyenletbe behelyettesitve kapjuk: A = —1 B = 0, igy a keresett
partikularis megoldas:
.’L‘2 2
Yp = _?e

o Inhomogén egyenlet dltalinos megolddsa

Yiha = Yha T Yp

alapjan:

2 £U2 .2
Yina = Ce™ " — =€ *, ahol C € R tetszbleges

Tovabbi gyakorlofeladatok végeredménnyel:

y'sin(z) + cos(z) =1+y (y = (z +c¢)tan <g))

1 2
y/ + Y= sin2x (y =ce ¥ —+ g 51n(2x) — 5 COS(Z.TJ))



7 Magasabb rendi allandé egyiitthatos differen-
cidlegyenlet

A megoldasrél altalaban. Ha YV a,, - y™ = f(x) alaka az egyenlet, ahol
ay # 0,a; € R, akkor N-edrendi alland6 egytitthatos differencidlegyenletrsl
beszéliink. A megoldas itt is harom lépésbal 4ll.

Homogén egyenlet megoldasa: a differencidlegyenlet homogén részéhez tar-
tozo6 karakterisztikus egyenlet (3 an, A™ = 0) segitségével. Legyenek az egyenlet
gyokei A1, Ag,...,An. Ha csupa kiilénboz6 valds gyoke van, akkor a homogén
altalanos megoldas

yr = 1M 4 e ey e VT
alaki.
Ha t6bbszdros gydk van, pl. A\; t6bbszords gyok, akkor az Gsszegben a meg-
felel6 részletet ki kell cserélni c1e™® + coxe® 4 caz?eM® 4 .. .-ra, ahol annyi

tagot kell venni, ahanyszoros gyok A\i. Ezt hivjdk belss rezonancianak.
Ha komplex gyokpar is szerepel a gyokok kozott, pl. a+iS, akkor a megfelels
részletet ki kell cserélni cie®* cos S + coe®® sin Sx-re.

Inhomogén partikularis megoldés:
e Probafiiggvény modszerrel: hasonld az elsérendiihoz.
e Allanddk varidlasa: ha a partikularis megoldést

N

vy =3 cil@)yi(a)

i=1

alkaban keressiik, ahol y; = e ix, vagy esetleg annak moédositottja, akkor
a keresett ¢;(x)-ekre teljesiil, hogy:

-1

c Y Ys o Y 0
& vl Y Y
oy yVD oy (D v (@)

amelybdl integralassal kapunk egy partikularis megoldast.

e Az inhomogén dltaldnos megoldas ebben az esetben is a homogén dltalanos
megoldas és az inhomogén partikularis megoldés Gsszege.

Mintapélda. y”’ + 2y — 3y =3
Homogén megoldas: a karakterisztikus egyenlet A% + 2\ — 3 = 0, innen
A1 =1, Ay = —3, a homogén megoldas cie® + coe 3%,

Inhomogén egyenlet megoldéasa:



e Probafiiggvény modszerrel. Rezonancia van, igy a probafiiggvény legyen
Bze 3% alakd.

yp = DBuze 3
v, = Be "4 Bx-(=3)-e7
yy = (=3)Be™™ 4+ B-(=3)- e +Br-9-e %

—3x

Ezeket befrva az eredeti egyenletbe, 6sszehasonlitjuk ze =37 és e 3% egyiitt-

hatojat a két oldalon és ebbdl szamoljuk ki B értékét.

re 3 . —3B—6B+9B =0
e3* . 2B—3B-3B=1

1

L 1 _ 1 —3x
—7, €818y Yp = jT€ .

Az els6 egyenlet kiesik, a mésodikboél pedig B =

e allandok varidlasdaval. A megoldast c1(z)e® + ca(x)e 3 alakban keressiik.

Al e e _1. 0 _
ch | T et —3e73® e8| T

1 _3673ZE _6731 0 B 1 _ef6m B ieflla:
—fe—2a —e® e® : e—3;v - —de—22 6—21' - _i

6741 —3z

_ p S A . £ . e 1., —
Innen c¢; = — %5 és ca = — 7, és a partikularis megoldas — 55— — g we

16
Mivel a homogén megoldasban szerepel cie 3%, ezért az els6 tag igazabol
beolvaszthato abba.

3z

8 Allandé egyiitthatos linearis differenciilegyen-
let rendszer

A megoldasrél altalaban: A homogén egyenlet dltalanos alakja:
a'(t) = Ax(t),

ahol x az ismeretlen x1(t), z2(t), . .. fliggvényekbdl allé vektor, A pedig egy valds
szamokbol 4llé n x n-es matrix. Az egyenlet altalanos megoldésahoz meg kell
hataroznunk A sajatértékeit (A1, A2,...) és hozzdjuk tartozo sajatvektorokat
(v1,v2,...). Ekkor a megoldas az alabbi alakban &ll el&:

n
Y = Zcivie’\"’t, ahol ¢; e R
i=1

ha \; mind kiilonb6z6 valés. Kiilénben a magasabb rendd differencidlegyen-
leteknél targyalt modon e*if-t megvaltoztatni (pl. komplex gySkpar(=a + if3)
esetén cyv1e® sin(ft) 4 covae™ cos(St)).

Kidolgozott mintapélda:

2] = x1 + 319

xh = 3x1 + 1o

10



Ekkor az A méatrix:

| — |
W =
_ W
| IS

Ezen matrix sajatértékei:

[1—)\ 3

3 1_)\}(1/\)29)\22/\8(>\+2)(>\4),

Azaz a két sajatérték: A\ = —2, Ay = 4.
A 4-hez tartozé sajatvektor:

-3 3 . S1 .
3 -3 S92 o
egyenletbdl hatarozhato meg, itt (s1,s2) = (1,1),
A —2-hoz tartozd sajatvektor pedig:

=]

alapjan az (1,-1). Igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

1 1
01{1}64%{1}625

9 Differencidlegyenletek megoldasa Laplace-transzformaciéval

')

A Laplace-transzformaciorél altalaban: Legyen f(z) egy szakaszonként
folytonos fliggvény, amelyre |f(z)| < Me®*. Ekkor az

L) = [ fwyerds

improprius integral konvergens (0,00)-n. Ezt az integralt nevezziik az f(x)
fiiggvény Laplace-transzforméltjanak. Az alabbi nevezetes fiiggvények Laplace-
transzformaéltjait kell mindenképpen ismerniink:

cos(ax) raT
sin(ax) i
0T p%a
sinh(ax) oz
cosh(azx) o
et (=L
e sin(bx) m
e cos(bx) 7@_7; ;zaq_bZ

Tovabba fontos szabéaly a fiiggvény derivaltjainak Laplace-transzformaltja:

n—1

Ly (p) =p"Ly(p) = Y p" ' F fM(0),

=0

11



specidlis esetben a fliggvény elsé derivaltjanak Laplace-transzformaltja:

Ly (p) = pLs(p) — f(0)

Ezek ismeretében barmely differencidlegyenlet vagy rendszer atirhato a Laplace-
transzformaéltakat ismeretlenként tartalmazo algebrai egyenletté. Inverz Laplace-
transzforméciéval pedig megoldhatjuk egy eredeti egyenletet.

Kidolgozott mintapélda:

1

y' — 10y +25y = *" ' (0)=0 y(0)= 5

Jeloljiik az ismeretlen y figgvény Laplace-transzformaltjat Y-al. Ekkor:

1 1
2
Y — p— — 10pY +25Y = — —
P =Py~ HOPY p+3

11 10
Y(p?—10p+25)= —— + —p— —
(" = 10p+25) = =5+ 557~ 55

Y(p—5)2 = M
25(p + 3)
p*—Tp—5

~ 2B +3)(p -5
Innen parcialis tortekre bontassal kapjuk:

o039 1 3 1 +i 1
~ 1600p—5 40 (p—5)2 64s+3

Ezt a kifejezést kell inverz Laplace-transzformalni, azaz keressiik azon fiig-
gvényeket, amelynek ezek a Laplace-transzformaltjai, igy kapjuk:

39 53:_33765.%4_ 1 —3.76.

Y= 7600 ~ 40 64°

Tovabbi gyakorlofeladatok, végeredménnyel

Y =2y +y=—-1y(0) =2y (0) =3 (y=e**(1+2))—1)

12



