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1. Ivhossz és vonalmenti integral

Alapfogalmak: Legyen r(t), ahol ¢t € [t1, 2] egy paraméteresen adott gor-
be. Ekkor egy v(r) vektor-vektor fiiggvény r(¢)-n vett vonalintegraljan a
kovetkez6 mennyiséget értjik:

to

/v(r)dr = / < v(r(t))|r'(t) > dt,
t1

ahol < | > két vektor skalarszorzatat jeloli, v(r(t)) jelentése: bele kell he-

lyettesiteni a gorbe paraméteres megadasat a v(r) fliggvénybe, r/(t) az r(t)

t szerinti derivaltja koordinatanként. Egy r(t) gorbe t; és to pontjai kozti

ivhosszan az .
2
| W
t1

Kidolgozott mintapéldak
Szamoljuk ki v(r) = (z%y.zz, ) fiiggvény vonalmenti integraljat az xz
sikban 1év§ origdé kézépponti 3 sugart kor mentén! Ekkor a kor egyenlete:

mennyiséget értjiik.

x(t) = 3 cos(t)

y(t) =0
z(t) = 3sin(t),
ahol ¢ € [0, 27]. Igy az integral:

/27r < (0,9sin(t) cos(t), 3 cos(t))|(—3sin(t),0,3 cos(t)) > dt =
0

27 2 . o
1+ 2t t 2t
/ 0+0+9 cosQ(t)dt = / &()dt sin
0 0 2 2 4 |, =T




Szamoljuk ki a fenti kor keriiletét az ivhossz képlettel! Ivhossz—

21
V9sin(t)2 + 0 + 9cos(t)2dt = 27 -3 = 67
0

Tovabbi gyakorlofeladatok végeredménnyel.

Szamoljuk ki a v(r) = fliggvény vonalmenti integraljat az

—y y
x2+y2 9 332-‘1-:1/2
origo kozépponti, egység sugari kor mentén! (—2m)

2. Felszin és Feliileti integral

Alapfogalmak Nevezetes feliiletek a gombfelszin és a hengerfelszin tovabba
a sik. Ezek paraméteres egyenletét ismerni kell. Altalaban is elmondhato,
hogy a feliileteket két paraméterrel adjuk meg. Hogy a henger és a gémbfe-
liillet paraméterezését meg tudjuk adni, sziikség lesz a gémb- és hengerkoor-
dinéatakra.

e GoOmbkoordinatak

x(r, ¢,0) = rsin(f) cos(p) r e RS
y(r, p,0) = rsin(f) sin(p) v € [0,27]
z(r, ¢, 8) = rcos(0) 6 € [0, 7]
|J| = r%sin(0)

e Hengerkoordinatak

x(r,p, z) = rcos(p) r e ]RE)r

y(r,p,z) =rsin(p) ¢ €0,2n]
z2(ryp,2) = 2, zeR
Jl=r

A gombfeliiletet tigy paraméterezhetjiik, hogy gémbkoordinatakra attér-
ve r-t lerogzitjik a gobmb sugaranak, a feliilet két paramétere pedig a két szog
lesz. Ha nem az egész gombfeliiletre van sziikségilink, akkor természetesen
a paramétertartomanyt sziikiteniink kell. Példaul ha a déli félgémbre van
sziikségiink, azaz z < 0, akkor ¢ € [0,27] és 6 € [0, ] a megfelel6 paraméter
tartomany. Ezt konnyen kiszdmithatjuk, ha megvizsgaljuk a paraméteres

felirasban z(r, ¢, 0) eljelét.



Ha egy felszin paraméteres egyenlete r(u,v), ahol u € [uj,us] és v €
[v1,v9] a paraméterek, akkor ezen feliilet felszine az alabbi képlettel szamol-

hato ki:
V2 uo
/ /
/ / |, X 7 |dudv,
V1 u1

ahol |.| a vektor hosszat jelenti, x pedig két vektor vektorialis szorzatat
jeloli. Egy v(r) vektor-vektor fliggvénynek az r(u,v) felszinen vett felszini
integraljan az aldbbi mennyiséget értjiik:

vy pU2
/ / < v(r(u,v))|rl, x rl, > dudv.
v Jul

Kidolgozott mintapélda

Szamoljuk ki a v(r) = (zy,yz,xz) figgvény felilleti integraljat az xz
sikban 1év6 origd kozépponti, 2 sugara koérlapon, tovabba szamoljuk ki ezen
korlap felszinét, hasznalva a fenti képletet! A korlap egyenlete:

x(t) = tcos(yp)

y(t) =0
z(t) = tsin(yp),

ahol ¢t € [0,2], ¢ € [0, 27]
A feliileti integral: v(r(u,v)) = (0,0,t?sin(p) cos(p)). Sziikségiink van

' mennyiségre.

még az ry X 1,

i ik
rpxr, =| cos(p) 0 sin(p) | =(0,-t,0)
—tsin(p) 0 tcosy

Igy az integral:

2 2m
/ / < 0,0,t%sin(t) cos(t)|(0, —t,0) > dudv = 0.
0o Jo

2 2m
/ / |r:p X ry|dpdt =
0 JO

2 pom 92
/ / tdpdt = 21— =47
o Jo 2

Gyakorlé példak végeredményekkel

Szamoljuk ki a v(r) = (22, 32,0) fiiggvény integraljat az egy sugari, origd
kozépponti félgdmb északi féltekén. (—2I)
Széamoljuk ki azon r sugaru gombcikk teriiletét, amelyet a 0° és a 90°

hossziisagi kor hatarol. (”27”)

A felszin:



3. Gradiens, divergencia, rotaci6
Legyen f:R3 = R3 V = (8%, 6%’ %). Ekkor az f fliggvény
e divergenciija:

<f1<$,y,2), f?(xvyvz)v f3<l‘,y,Z)‘v> = aflgmyﬂ) + 8f2(g’y72) + 3f3(g/7y,2)_

z Yy z

o I'Oté,Ci()j&Z (fl(xvya Z)an(xvyaz)af3(x7yaz)) XV =

(afg(a:,y,z) _ 8f2(a:,y,z) 8f3($7y7z) _ 8f1($’y7 Z)

Oy 0z Ox 0z ’
afl(xvyaz) o 8f2($,y,2)
oy Ox

Egy fiiggvény gradiense az els6rendd parcialis derivaltjaibol all6 matrix.
Specialis esetben ha f : R? — R, akkor egy harom elemii vektor, méghozza

of (z,y,2) 0f(z,y,2) 3f(x,y,2)>
ox ' oy 0z

arad(f(2..9) =
Kidolgozott mintapélda

div(|r|r) =7
div(va? +y? + 22(x,y,2)) =
div(:z\/:zr2 +y2+ 22,y\/332 +y2+ 22,2\/3:2 +y2+22=

2 2 2 _ 2z 2 2 2 _ 2y
VIt +ys+z x2 . e+ Yy +z y2\/m+

$2+y2+22
$2+y2+2’2 $2+y2+22

/2 2 2 _ 2z
ety +z 22 Een - ~ - 1 1
5 2 22 ) =3V + Y+ 2 s = 3l
22+ y2+ 2 Vit + 2 7|

Gyakorlofeladatok

e grad(|r|) =7

o rot(|r|r) =7



4. Integralatalakito tételek

Ezen tételek gyakran lehet&séget adnak a szamitasok egyszertisitésére. Ha-
rom tételt vettiink ebben a témakorben:

e Gauss-Osztogradszkij tétel Legyen F regularis zart feliilet, V az
altala hatarolt térrész, kifelé mutat(’) normalvektorral, v(r) : R® — R3,
v(r) € C' (azaz elegendGen sima). Ekkor:

If o= e

e Stokes tétel Legyen F egy regularis feliiletdarab, v pedig az 6t haté-
rolo zart gorbe F-en, pozitiv irdnyitassal, v(r) mint el6bb. Ekkor:

j{v(r)dr = //Frot(v)dF

e Green-tétel a sikban Legyen L(x,y).M(x,y) két darab egyszer foly-
tonosan derivalhat6 fliggvény, v egy regularis zart gorbe, a ~ altal
hatarolt korlatos tartoményt jel6lje D. Ekkor:

(Ldz + Mdy) = OM 9L\
7 /1,5 %)

Az M = § &s az L = —§ vélasztassal ezen tétel alkalmas a D teriileté-
nek meghatarozasara egy vonalmenti integral segitségével.

Kidolgozott mintapéldak

a, Demonstraljuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt az alabbi esetben: v(r) =
(22 + %, y? + 22,22 + 22), V pedig az origd kozéppontt, 3 sugari gdmb.

Megoldas. A feliilet gobmbkoordinédtas alakja:

x(p,0) = 3sinfcosy
r(p,0) =< y(p,0) = 3sinfsing e l0,27]0 € [0,n]
z(p,0) = 3cosh
i j k
r;xré: —3sinfsingp 3sinfcosp 0 =

3cosfcosp 3cosfsing —3siné

= (9sin® A sin p, 9sin? O sin @, —9sin A cos 6)

#Fu(r)dA _



2 s
/ / <(32 sin? 0, 3% sin? @ sin? 4 3% sin? 0, 32 sin? A cos® o + 3% sin” 0)
[ 0=0

‘ (9sin” @ sin ¢, 9sin? O cos B, —9sin O cos 9)>d0dgp =

2m ™
/ / 81 sin? § cos? ¢ sin w481 sin®  cos 6 sin? p+81 sin® @ cos Adhdp =
=0 J6=0

1 1 sin20 1/1 1 cos4d\]™ T[cosdp]™”
81|~ —=- +-(=+= +
4 =0

12 2 272 1 )], 3
81 |:COS49:|TF [1 Ry sin2gp]27r +8l [sin‘l@}7T _
4 Jeol2 2 2 [ 4 Jo=o

=81 [3] 0+81-0+0=0
8 0

Maésrészt:
dive = 2z + 2y + 22
1 2m ™
/ / / (2-3sinfcosp+2-3sinfsing + 2 - 3cos p) sinfrdfddpdr =
r=0 Jp=0 J6=0

1 2m ™
6 / rdr - / / sin? 6 cos ¢ + sin? 0 sin ¢ + cos 0 sin dAdy =
r=0 ©=0J6=0

2T T o x
1 1 cos20 . 1 cos260

T e . 92T
/ 1d<p/ Smed@) =3 (0+0+27r [Sm 9} > ~0
=0 6=0 2 2 Jy=o

b, S: origd kézépponti, 2 sugaru északi félgomb, v(r) = (z + y,siny + z, x).
Demonstréaljuk a Stokes-tételt!

i j k

rotv=| x+y siny+z z |=(1,1,1)
9 9 9
ox dy 0z

6



A gombfeliilet paraméterezése:
x(p,0) = 2sinf cos
y(p,0) = 2sinfsin p

2(p,0) = 2cos ¥,
ahol ¢ € [0,27],0 € [0, 5]. Még meg kell hataroznunk a kifelé mutato
normaélist:

i j k
—2sinfsing 2sinfcosp 0
—2sinf

X ry =
2cosfcosp 2cosfsing

¢
= (—4sin? @ cos p, —4sin? § sin @, —4 sin A cos 6)

Helyettesitéssel meggy6zédhetiink rola, hogy a befelé mutaté normalist
sikeriilt meghataroznunk, ezért amikor beirjuk az integralban, akkor meg

kell szoroznunk —1-el a vektort. Ezek alapjan a feliileti integral:

z 2w
/2 / < (1,1,1)|(4sin? 0 cos p, 4 sin? § sin ¢, 4sin 0 cos 0) > dpdf =
0=0 J =0

2
4sin? 0 cos ¢ + 4sin? Osin o + 4sin 0 cos ) > dpdf =

I
=0 J =0
bl 2 3 )
2 — 2co0s20d0 + / lcpdgo/ 4 cosfsin6df =
© 6=0

2
/ sin ¢ 4+ cos godap/
=0 0=0 =0

[~ cos @ + sin |27 - [20 — 5in26]¢ + []2™ - [25in20]3 = Og +270=0

A vonalmenti integralhoz elGszor a hatarologorbe paraméteres egyenletét

kell felirnunk. Ez itt egy, az xy sikban 1év6 koérvonal, azaz

T = 2cos
Yy = 2siny
z=0
¢ €0, 27]

Ekkor 7(¢).,

= (—2sinp,2cos p,0), igy a keresett integral (a fliggvényt a
gorbe pontjaiban kell venni)

2m
/ < (2 cos p+2sin ¢, sin 2 sin 40, 2 cos p)|(—2sin ¢, 2 cos ¢, 0) > dp =
0

7



2m
/ —4 cos psin o — sin? @ + sin(2sin )2 cos ¢ + 0dy =
0

2

2 1 2
BV Dt R (p—cos(QSingo) =—-404+0-0—-0]=0
1 T2 2 .

¢, Szamoljuk ki a derékszogii haromszog teriiletét a Green-tétel teriiletkép-
lete segitségével!

Paraméterezve a harom hatéarolo gorbeszakaszt (iranyitast is figyelembe
véve):

Li:z(t)=t, yt)=0 tel0,d
Ly:a(t)=a—t, y(t)=2t te(0,q]
Ly:xz(t)=0, y(t)=t te[b]

Ezek alapjan az integral:

a @ 1p —tb 0
/0-1—|—1-0dt+/ B P P dt+/ 0-1+41-0dt =
0 0o 2 2 b

a a



