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A matrix definicija

A matrix definicidja

Matrixnak egy n sorbdl és k oszlopbdl allé (szam)tdblazatot
nevezzik, példaul:

25 4
B= 5 6
8 -7

esetén n = 3, k = 2. Ekkor az n, k paros a matrix mérete, ezt lgy
jeldljiik, hogy A € R™k. Késbbb latni fogjuk, hogy a tablizatunk
elemei nem csupdan valds szamok lehetnek.
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A matrix definicija

Indexelés

A matrixot tobbnyire nagy betiivel, az elemeit kisbetiivel jeloljiik.
A matrix elemeinek helyét a tablazaton beliil az adott elem
indexével jellemezziink. Az elsé szdm azt mondja meg, hogy
hdnyadik sorban, a masodik szam pedig azt, hogy hanyadik
oszlopban van. Ezeket a kisbetli alsé indexébe irjuk.

2 4 8172 31,2
A= 5 6 = a1 azp
8 7 8371 33’2

Ekkor a1 > elem az elsd sor mdsodik oszlopdban Iévé elem, itt 4.
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Miiveletek matrixokkal

Transzponalas

Az A, n x k méretli matrix transzponaltjan azon k X n-es matrixot
értjuk, amelynek els6 sora megegyezik az eredeti matrix elso

oszlopaval, a masodik sora a masodik oszloppal, ... . Jele: AT,
Példaul:
2 4
2 5 8
— T _
a-fse] wrapzee

Ha a matrix négyzetes (azaz sorainak szdma megegyezik az
oszlopainak szamdval), akkor a transzpondltjit gy kapjuk, hogy
az elemeit a féatléra (a1,1,a22, ..., ann elemek) tikrozziik.

Indexekkel kifejezve az AT matrix (i, j)-edik eleme megegyezik az
eredeti matrix (j, i/)-edik elemével.
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Miiveletek matrixokkal

Konstanssal szorzas

Egy matrix és egy valds szdm szorzatat Ugy képezziik, hogy a
matrix minden elemét megszorozzuk az adott szammal, példaul

2 4 1 2
A=|5 6|, 05A=|25 3
8 7 4 35

Séfar Orsolya Kalkulus



Miiveletek matrixokkal

Matrixok Osszeadasa

Két matrixot csak abban az esetben tudunk osszeadni, ha
megegyezik a méretiik, azaz a sorok és oszlopok szama kiilon-kiilon
is. Ekkor elemenként vessziik az Gsszeget (az azonos pozicidkban
lévéket adjuk Ossze). Példaul:

2 4 01 2 5
A=|56]|, B=|20 A+B=|7 6
8 7 00 8 7

Nem értelmezett viszont az A+ BT
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Miiveletek matrixokkal

A miveletek tulajdonsagai

P> Asszociativitas Az Osszeadds atzardjelezhetd, azaz
(A+B)+C=A+(B+0C)

» Kommutativitas Az 6sszeadas sorrendje felcserélhetd, azaz
A+B=B+A

> Zérus elem Létezik egy olyan matrix, amellyel tetszéleges A
matrixra A+0=0+A=A

» Ellentett Minden A matrixhoz van olyan —A-val jelolt
matrix, amelyre —A + A = A 4+ (—A) = 0 (itt a jobboldalon
egy matrix all, nem egy szdm!)

» Konstans kiemelhetd Ha c és d valds szamok és A és B
tetsz6leges matrixok, akkor (¢ + d)A = cA + dA,
c(A+B) =cA+cB, (cd)A = c(dA)
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Miiveletek matrixokkal

Matrixok szorzatanak definicidja

Definicié: Legyen A egy n x k méretli, mig B egy k x m méretii
matrix. Ekkor az AB mdtrix (a két matrix szorzata) azon n x m
méretii matrix, amelynek a; j-dik eleme az A matrix /. sordnak és a
B métrix j. oszlopanak (mint k elemii vektoroknak) a
skaldrszorzata.

Az AB matrixszorzas tehat csak akkor elvégezhetd, ha A-nak
ugyanannyi oszlopa van, mint ahdny sora B-nek (azaz ha egymas
mellé irjuk a méreteket, akkor a két belsének kell stimmelnie). Az
ilyen part kompatibilisnek nevezziik.
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Miiveletek matrixokkal

Példa

Vegylik az aldbbi két matrixot, és dontsiik el, hogy
osszeszorozhatdak-e.

2

4
6 78 9 1 3
A=|5 6 |, C=
8 7 5817 8 2
Az AC szorzés elvégezhetd, mert A-nak 2 oszlopa van, C-nek
pedig 2 sora. Ugyanakkor a CA szorzads nem végezhet6 el, mert

C-nek 6 oszlopa van, de A-nak csak 3 sora.
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Miiveletek matrixokkal

Példa- folyt.

Az AC szorzat kiszamitdsdhoz rendezzik el dtlésan a két matrixot.

6 78 91 3
58 1 7 8 2

co o1 N
~N o N
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Miiveletek matrixokkal

Példa- folyt.

A szorzat elsd sordnak elsé eleme az A matrix elsé sordnak, és a C
matrix elsé oszlopanak skaldrszorzata.

6 7 8 9 1 3
5 8 1 7 8 2

© G N
~N o N~

Most (2, 4)-nek és (6,5)-nek kell a skaldrszorzata. Két vektor
skaldrszorzata lgy szdmithatd ki, hogy az azonos pozicidkban 1évé
elemeket O0sszeszorozzuk, majd a szorzatokat osszeadjuk. Itt:
<(2,4)(6,5) >=2-6+4-5=232.
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Miiveletek matrixokkal

Példa folyt.

A tobbi elemen végighaladva:

6 7 8 9 1 3
5 8 1 7 8 2
32 46 20 46 34 14
83 46 87 53 27
83 112 71 121 64 38

~ o N
o
o

2
5
8

A kapott 3 x 6-0os matrix az AC szorzat.
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Miiveletek matrixokkal

Nincs kommutativitas

Ha AB elvégezhetd, attdl még lehet, hogy BA nem végezheté el.
Ha mindkettd értelmezett és egyforma méretii is lenne (ez sem
biztos), altaldban akkor sem igaz, hogy AB = BA. Péld3ul:

5 6 7 3
RIS P
59 27 38 48
AB_[15 7}’ BA‘[zz 28]
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Miiveletek matrixokkal

A matrixszorzas tulajdonsagai

> Asszociativitas Ha a matrixok kompatibilisek, akkor a
matrixok szorzdsa atzardjelezhetd, azaz A(BC) = (AB)C

» Disztributivitas(ok)! Ha a megfelel6 matrixok
kompatibilisek, akkor A(B + C) = AB + AC, és
(A+B)C=AC+BC

> Konstans kiemelheté Ha a megfelel6 matrixok
kompatibilisek, akkor d(AB) = (dA)B = A(dB)

> Egységelem Az n x n-es matrixok korében egyértelmiien
létezik egy olyan I matrix (egységmatrix), amellyel
Al =1A = A. Ez a matrix egyébként a féatléjdban csupa
egyest, egyébként nullakat tartalmazé matrix.
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Miiveletek matrixokkal

Inverz

Kérdés, hogy taldlunk-e minden négyzetes matrixhoz olyan masik
matrixot, amellyel megszorozva az egységmatrixot kapjuk. Ha
létezik ilyen matrix, akkor az a A mdtrix inverzének nevezziik, és
A~ Lel jeldljiik.

Nem biztos azonban, hogy minden matrixnak létezik inverze.
Példaul a csupa 0 elemekbdl 4llé6 matrix minden mas matrixszal
megszorozva csupa 0-t ad, igy ez biztosan nem invertdlhaté.
Kérdés, hogy rajta kivil van-e még mas nem invertalhaté matrix
is? Ennek a kérdésnek a megvalaszoldasdhoz sziikségiink lesz a
determinans fogalmara.
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Miiveletek matrixokkal

A determinans definiciéja

Legyen A egy négyzetes n X n-es matrix. Az A matrix
determinansa egy valds szdm, amelyet a kovetkez6képpen
definidlhatunk.

Vdlasszunk ki n elemet a matrixbdl gy, hogy minden oszlopbdl, és
minden sorbdl pontosan egyet vesziink. Ezeket a szdmokat
szorozzuk Ossze, és a szorzatot lassuk el egy eldjellel.

Egy szorzat el6jelét Ugy kapjuk, hogy megnézziik, hogy az elso
sorbdl hanyadik oszlopbeli elem kertil a szorzatba, ennek felirjuk a
szamat. Aztan a masodik sorbeli elem oszlopanak a szamat is
leirjuk, igy haladva az utolsé sorig.
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Miiveletek matrixokkal

A determinans definicidja - folyt.

Amikor megkaptunk n darab oszlopindexet (oszlopok sorszamit),
ami nem mas mint az 1-t6l n-ig szdmok egy sorrendje
(permutacidja), megszamoljuk, hogy ebben a permuticidban hiny
olyan par van, ahol egy nagyobb szamot kovet egy kisebb. Ha
paros sok ilyen pdr van, akkor a szorzatunk el6jele pozitiv lesz, ha
paratlan sok, akkor negativ.

Végiil adjuk Ossze az Osszes lehetséges elGjeles szorzatot, ez a szam
lesz a matrix determindnsa.
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Miiveletek matrixokkal

Kétszer kettes eset

a a
A— 1,1 312
a1 a2

Ehhez a matrixhoz két kiilonboz6 médon tudjuk eléallitani a
kéttényezOs szorzatokat.

Elsd esetben az elsd sorbdl az elsd elemet valasztjuk, a; 1-t. A
masodik sorbdl akkor csak a masodik oszlopbeli elem johet széba,
az. Ekkor az oszlopok sorrendje 1 2, ebben nincs (0 darab)
forditott par van, igy az eldjel pozitiv.

A masodik lehetdség, hogy az elsé sorbdl a mésodik oszlopbeli
elemet valasztjuk ki, a; o-t. Ekkor a mdsodik sorbdl csak az els6
oszlopbeli tudjuk, ap 1-t. Itt az oszlopok sorrendje 2 1, ebben egy
forditott pdr taldlhatd, azaz a szorzat el6jele negativ.
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Miiveletek matrixokkal

Kétszer kettes eset -folyt.

a a
A | 911 912
a1 a2
Végiil tehat a determindns: aj 1a22 — a1 2a2 1 (azaz a féatldban
lévs elemek szorzata minusz a mellékatléban 1évé elemek szorzata).

Altaldban nem a definicié alapjan szdmitjuk ki a métrix
determinansat. Két gyakran hasznalt médszer a determinans
meghatdrozdsira a kifejtési tétel (ezt nézziik meg most) és a
Gauss-elimindci6 (ez kovetkezd eldaddson fog szerepelni).
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Miiveletek matrixokkal

A determinans kiszdmitasa kifejtési tétellel

Kifejtési tétel

Ez egy rekurziv mdédszer, amelynek segitségével egy n x n-es
determindns kiszamitasat visszavezethetjiik n db (n — 1) x (n — 1)
determinans kiszdmitaséra.

Ehhez kivalasztjuk a matrix egy tetszbleges sorat (ez szerint fogjuk
kifejteni a determindnst). Minden poziciét elldtunk egy elgjellel a
sakktdbla-szabdly szerint: a bal felsé elem pozitiv (fehér mezd), a
tobbi elem eljele pozitiv, ha a sakktablan fehér mez6, negativ, ha
fekete.

Indexekkel ezt Ugy fejezhetjiik ki, hogy az (i,j) indexii pozicié
el8jele (—1)'"/ lesz.
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Miiveletek matrixokkal

A determinans kiszdmitdsa - folyt.

Az eredeti matrix determindnsa meg fog egyezni egy Osszeggel:
sorban megyiink a kivalasztott sor (= amely szerint ki szeretnénk
fejteni a determindnst) elemein.

Minden tagban egy hdromtényezGs szorzat szerepel: a
sakktabla-szabaly szerinti el6jel, az aktudlis elem és az az
(n—1) x (n— 1)-es determindns, amelyet tgy kapunk, hogy a
matrixbdl kitakarjuk az aktudlis elem sordt és oszlopat.

Ezen eljards alkalmazhaté nem csupan sorokra, hanem oszlopokra
is. Azaz oszlop szerint is kifejtheté a determinans. llyenkor az
eléjelek megéllapitasa szintén a sakktdblaszabdly szerint torténik.

Séfar Orsolya Kalkulus



Miiveletek matrixokkal

Példa

Szamitsuk ki az aldbbi determindnst!

1 -1 2
1 1 0
3 -2

Ezt a determinans a masodik sor szerint célszer(i kifejteni, mert az
abban szerepl6 0 miatt egy taggal kevesebbet kell kiszamolnunk.

L 3__1]—1 2] 2
3 L 0 -2 3 -2

Most alkalmazhatjuk a 2 x 2-es determinans kiszamitdsanak
szabalyat.
—-1-2+1-(-8)=-10.
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Miiveletek matrixokkal

Példa

Szamoljuk végig ugyanezen példat gy, hogy a harmadik oszlop
szerint fejtjik ki a determindnst!

1
1 1 0 :2'
3
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Miiveletek matrixokkal

A determinans tulajdonsagai

> Ha egy sorhoz hozzdadjuk egy masik sor \-szorosat, akkor a
determinans nem véltozik.

> Ha a f6atlé alatt minden elem O (ezeket a matrixokat
haromszogmatrixoknak nevezziik), akkor a determinans a
féatléban 1évo elemek szorzata.

» Ha valamelyik sor vagy oszlop minden eleme 0, akkor a
determinans is 0.

> Ha két sort felcseréliink, akkor a determindns (-1)-szeresére
véltozik
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Miiveletek matrixokkal

A determinans tulajdonsagai - folyt

» Ha valamelyik sor minden elemét A\-val megszorozzuk, akkor a
determinans is A-val szorzédik. Ugyanez oszlopra is igaz.

> Ha két sor megegyezik, akkor a determinans 0. Ugyanez
oszlopra is igaz.

> Ha egyik sor a masik A-szorosa, akkor a determindns 0.
P> A matrix transzponaltjanak determindnsa megegyezik az
eredeti matrixéval.

Szorzastétel Az AB matrixszorzat determindnsa megegyezik az A
és B matrixok determinansdnak szorzataval, azaz
det(AB) = det(A) det(B).
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Miiveletek matrixokkal

A determinans és az inverz kapcsolata

Pontosan azon matrixoknak létezik inverze, amelyeknek a
determindnsa nem 0. Ez onnan is kdvetkezik, hogy AA™! =1, és
det(I) = 1 (mert hdromszogmatrix), ezért A determindnsa nem
lehet 0, hiszen akkor a baloldal is O lenne.

Az invertalhaté matrixokat mds széval reguldrisnak nevezziik. Azon
mdatrixokat, amelyek nem invertdlhatdak szinguldrisnak hivjuk.

Séfar Orsolya Kalkulus



Miiveletek matrixokkal

A matrixmiiveletek kapcsolata

Amennyiben valamennyi mivelet értelmezett, akkor az alabbi
szabdlyok érvényesek:

> det(A™) = detl(A)
> (AB)T = BTAT

> (AB)"' =B 1A~
> (A7) = (AT
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