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Valds szamsorozatok

Egy valds szamsorozat voltaképpen egy hozzarendelési szabaly,
azaz egy olyan fliggvény, amely a pozitiv egész szimokhoz rendel
valés szdmokat.

Példaul (an) = (1) az a sorozat melynek els8 eleme 1, masodik
eleme % harmadik eleme % ... . Vigydzzunk, az elsé par elem

nem adja meg egyértelmiien a sorozatot, csakis a szabdly!
Példaul 1,3,3,1,3,3,1,3,3,... médon is folytathattunk volna a
fenti sorozatot, ha csak az elsé harom elemet ismerjiik.

A sorozat elemeit a,-el jeloljiik, az n szdmot az adott elem
indexének nevezziik.
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Valds szdmsorozatok tulajdonsagai

Korlatossag: Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat korltos, ha
taldlunk olyan K pozitiv valds szamot, amelyre teljesiil, hogy
|an| < K az osszes n indexre.

Példa: (a,) = ((—1)"). Ekkor a K =1 jé vélasztas, hiszen

(-1 =1<1,

Példa 2: (a,) = (sin(n)). A K =1 erre is j6 valasztas, hiszen
|sin(n)| < 1, mert minden valés szdm szinusza legfeljebb 1.
Vildgos, hogy nem csak egy korldt van. Ha ugyanis K korlat, akkor
minden nala nagyobb szdm is korlat. Nem is lesz fontos minden

esetben megtaldlni a legjobb korlatot. Példaul a fenti sorozatokra a
K = 2 is j6 korlat.
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Valds szdmsorozatok tulajdonsagai

Példa 3: (an) = (n) nem korldtos, mert barmilyen valdés szamndl
létezik nagyobb természetes szdm (ezt az allitast Archimédeszi
axiémanak nevezik).

Indirekt bizonyitassal konnyen ellentmonddsra jutunk: ha lenne
valamilyen K valds korldtja a sorozatnak, akkor vegylink egy olyan
természetes szamot ami nagyobb K-nal. Az ennyiedik index( tagja
a sorozatnak pedig nem lenne kisebb a korlatnal.
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Valds szdmsorozatok tulajdonsagai

Monotonitas: Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat monoton nd, ha
minden n indexre teljesiil, hogy a1 > a,. A sorozat szigor(
monoton nd, ha > helyett > is igaz.

Példa: A konstans sorozat (amelynek minden egyes eleme ugyanaz
a szam) monoton nd, de nem szigordan monoton né. Emellett ez a
sorozat monoton csokken is.

Példa 2: Az (a,) = (n) sorozat monoton né és szigordian monoton
is n6, hiszen ap41 =n+1>n=a,.

Hasonléan definidlhaté a monoton csokkend sorozat is. Ha
valamilyen sorozatra az mondjuk, hogy monoton, akkor arra
gondolunk, hogy vagy monoton nd, vagy monoton csokken.
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Alapvet6 egyenlotlenségek - Haromszog egyenlotlenség

A sorozatok tulajdonsdgainak vizsgdlatdhoz sziikségiink lesz négy
alapveté egyenlGtlenségre.

Legyenek a és b tetszbleges valds szamok, ekkor az
la+b| < a| +[b]

egyenl6tlenséget nevezik hdromszog egyenlStlenségnek. Az dllitas
példaul ugy igazolhatd, ha feloldjuk az abszolit értéket esetekre
bontva a és b el6jele szerint.
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Alapvet6 egyenl6tlenségek - Szamtani-mértani

Legyenek aj, a, ..., a, nemnegativ valdés szimok. Ekkor a mértani
kozepiik legfeljebb annyi lehet, mint a szdmtani kozepiik, azaz

ar+ax)+...an
n

aiay...ap <

Az egyenldtlenséget teljes indukcidval tudjuk bizonyitani, bar
meglehetdsen hosszadalmas.
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Alapveto egyenlotlenségek: n < 2"
Legyen n egy pozitiv természetes szdm, ekkor

2" > n.

Az egyenldtlenség igazolasa teljes indukcidval torténik.

n = 1-re igaz az allitds, mert 2 > 1.

Indukcids 1épés: tfh n-ig igaz, hogy 2”7 > n. Ekkor azt kell
belatnunk , hogy n+ 1-re is teljesiil. Ehhez felhasznaljuk az
indukcids feltételt, azaz, hogy 2" > n:

2™ =2.2">2.n=n+n>n+1.
Osszeolvasva az egyenldtlenséglanc két végét:
2™ > n 1

Azaz megmutattuk, hogy ha n-re igaz, akkor n+ 1-re is az,
tovabba azt is, hogy n = 1-re igaz. Ezzel igazoltuk minden
természetes szamra.
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Alapvet6 egyenlotlenségek - Bernoulli

Legyen a tetszOleges pozitiv valés szam, n tetszéleges természetes

szam. Az
(1+a)">1+na

egyenl6tlenség a Bernoulli-egyenl6tlenség. Bizonyitdsa példaul
teljes indukcidval torténhet.
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Miveletek sorozatokkal

> Ertelmezziik egy sorozat konstansszorosdt, amely maga is egy
sorozat, jele c(a,). A c(a,) sorozat minden eleme az eredeti
sorozat elemeinek c-szerese.
Példa: Az (n?), azaz a a (1,4,9,...) kezdetii sorozat
kétszerese a (2n?) sorozat, azaz a (2,8,18,...) kezdetii
sorozat.

P> Két sorozat osszegét lgy kapjuk, hogy vessziik az elemek
Osszegét.
Példa: Az (n?) és az (n) sorozat dsszege az (n? + n) sorozat,
azaz a (2,6,12,...) kezdetii sorozat.

Az Osszeghez hasonléan értelmezhetjiik a sorozatok kiilonbségét és
a szorzatat. Hényadost csak akkor tudunk definidlni, ha azon
sorozat, amellyel osztani szeretnék, egyik eleme sem 0.
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Miveletek és korlatossag

Vizsgdljuk meg, hogy az elébb definialt miveletek megorzik-e a
korlatossagot!

Allitas: Két korlatos sorozat Osszege is korlatos.

Nevezziik az elsd sorozatot (ap)-nek, a korlatjat K,-nak, a masodik
sorozatot (bp)-nek, az 6 korldtjat Kp-nek. Az allitas igazolasdhoz
tekintsiik egy tetszbleges elemet az 0sszegsorozathdl! A

‘an + bn| < |3n| + ‘bn‘ < K,+ Kp

egyenl6tlenség mutatja, hogy az osszeg is korlatos, mert a K; + Kp
j6 korlat lesz (a, + bp)-re.
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Miveletek és korlatossag

Hasonléképpen igazolhatd, hogy az (a, — by) és az (a,, - by)
sorozat is korldtos marad.

Sajnos a hanyadosra viszont nem feltétlen teljesuil a korldtossag.

Példa: (an) = (1) és (bn) = (%). Mindkét sorozat korl4tos,
méghozza az 1 mindkettonek korldtja. Viszont a hdnyadosra nem
teljesul a korlatossag, hiszen:

an

L
b, 1

amely mutatja, hogy a hanyadossorozatnak nincsen felsé korlatja.
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Miveletek és monotonitas

Vizsgaljuk meg, hogy az elobb definidlt miveletek megdrzik-e a
monotonitdst!

Allitds: Két monoton nové sorozat Osszege is monoton novo.

Nevezziik az elsé sorozatot (a,)-nek, a masodik sorozatot
(bn)-nek. Az allitas igazoldsdhoz adjuk Gssze az a, < a4+ és a
b < bpy1 egyenlStlenségeket!
A

an+ bn S an+1 + bn+1

egyenldtlenség mutatja, hogy az 6sszeg is monoton nd.
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Miveletek és monotonitas

Sajnos a kiilonbség mar nem &rzi meg a monotonitdst. Meglepd
médon a szorzas sem.

Példa: Legyen (a,) = n?, (by) = . Mindkét sorozat szigoru

monoton nd, a szorzatuk, (a,b,) = (—n) viszont szigord monoton
csokken!
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Példa az egyenlotlenségek alkalmazasara
Allités: Az (e;) = ((1+1)") sorozat korldtos és monoton né.

A bizonyitdshoz alakitsuk 4t a sorozat elemeit.

<1+1>”: <n+1>”:1'n+1n+1”.n+1
n n n n n

" 1+1 n_n+</1.n—|—ln—|—1 n+1
n) n n " n

Azaz a kifejezés felfoghaté n+ 1 darab szdm mértani kozepének.
Ugyanezen szamok szamtani kozepe:

Innen:

n+1 n+1 n+1
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Példa az egyenlotlenségek alkalmazasdra - folyt.

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenl6tlenség miatt:

1\" 1
1<1+> <1+ )
n n+1

Mindkét oldalt n + 1l-edik hatvanyra emelve:

1 n 1 n+1
(2) <)
n n+1

ami mutatja, hogy a sorozat monoton né.

T=1.1.mtl ol
Ha az els6 Iépésben az 3 (1 + ) =53 ... == atirdsbdl

indulunk ki, akkor hasonlé 1épésekkel |gazo|hatJuk hogy e, < 4.
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Sorozat hatarértéke

Szeretnénk jellemezni a sorozat viselkedését nagy indexek esetén,
erre szolgal a kovetkezd két definicid.

Definicié: Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke oo ha
barmilyen nagy pozitiv P szamhoz taldlahaté olyan N(P)
kliszobindex, hogy a sorozat Osszes kiiszobnél nagyobb indexii
eleme a P szamndl nagyobb. Jele: n||_>n(1>O anp = Q.

Ugyanez a definicié kvantorokkal és képletekkel megfogalmazva:

Definicié (az igazi): Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatdrértéke
oo ha VP € R*-ra AN(P) € N, hogy a, > P teljesll
Vn > N(P)-re.

Séfar Orsolya Kalkulus



Példak

Példa: Az (a,) = (n) sorozat végtelenbe tart, mert az
an=n>P
egyenlStlenség teljesiil minden n > [P] indexre.

Példa 2: Az (b,) = (2") sorozat végtelenbe tart, mert felhaszndlva
a 2" > n (minden n pozitiv természetes szdmra) egyenl6tlenséget:

ah,=2">n>"P

az egyenl6tlenség mutatja, hogy N(P) = [P] kiiszob itt is alkalmas.

Séfar Orsolya Kalkulus



Sorozat hatarértéke

Masfajta viselkedés jellemzi a véges hatarértékkel rendelkez6
sorozatokat.

Definicié: Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke a A € R
valés szdm, ha barmilyen kicsi pozitiv £ tdvolsdghoz taldlahaté
olyan N(e) kiiszdbindex, hogy a sorozat Gsszes kiiszobnél nagyobb
indexii eleme az ¢ tavolsagnal kozelebb esnek A-hoz. Jele:

lim a, = A.
n—o00

Ugyanez a definicié kvantorokkal és képletekkel megfogalmazva:

Definicié (az igazi): Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat hatarértéke
a A€ R szédm ha Ve € RT-ra AN(e) € N, hogy |a, — Al < ¢
teljesiil Vn > N(e)-ra.

Azon sorozatokat, amelyeknek létezik véges hatarértéke
konvergensnek nevezziik.
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Példa

Példa: Legyen (ap) = (%) Bizonyitsuk be a definicié szerint, hogy

lim a, = 0!
n—o0

Ehhez a sorozat elemeinek és a hatarértéknek a tdvolsagardl kell
megmutatnunk, hogy kicsi lesz, ha az index elég nagy. Azaz:

1
la, — Al = |= — 0| = —-r6l kell megmutatnunk, hogy kicsi, minden
n n

e-nal kisebb. gy az kell beltnunk, hogy

1

- <g,

n
ha n elég nagy. Szorozzuk be mindkét oldalt n > 0-val és osszuk el
g > 0-val! )

-<n

€

: 1
Ez az egyenl6tlenség mutatja, hogy |a, — A| <& ha n> —. Innen
€

megfelelé kiiszobindex N(e) = |—|.
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Példa

Példa 2: Legyen (bn) = (3 ). Bizonyitsuk be a definicié szerint,
hogy lim b, = 0!
n—oo

1 .
—-r0l kell megmutatnunk, minden
2n

e-nal kisebb. Igy azt kell igazolnunk, hogy

Most |b, — A| = ——0

59

? <eg,
ha n elég nagy. Ehhez felhasznaljuk, hogy 2" > n, ha n pozitiv

egész. Innen:

1 1
§<*<€

1
igy az el6bbi N(e) = L] kiiszob ehhez a sorozathoz is j6.
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Konvergencia és korlatossag kapcsolata

Allitds: Minden konvergens sorozat korlatos.

Ennek az allitdsnak az igazoldsa a konvergens sorozatok
definiciéjanak kozvetlen felhasznaldsival torténik.

Az allitds megforditdasa nem igaz, korlatos sorozatok nem feltétlen
konvergensek, példdul a ((—1)") sorozat korlatos, de nem kerdil
kozel egyetlen szamhoz, barmilyen nagy indexet tekintek is.

A két tulajdonsag kozotti kapcsolatot tgy fogalmazhatjuk meg,
hogy a korldtossdg sziikséges, de nem elégséges feltétele a
konvergencianak.
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Konvergencia elégséges feltétele

A monotonitds onmagdban nem kovetkezik a konvergencidbdl, sem
a monotonitasbdl a konvergencia.

Erre két példa a ((—1)”%)) sorozat, amely nem monoton, de
konvergens.

llletve a (n) sorozat, amely monoton, viszont nem konvergens.
Ugyanakkor:

Allitas: Ha sorozat korldtos és monoton akkor konvergens.
Ezek szerint az (e,) = ((1 4 %)") sorozat konvergens.

Ugyanakkor az allitds nem megfordithatd, mint lattuk nem minden
konvergens sorozat monoton!
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