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Részsorozat

Legyen (an) egy tetszdleges sorozat (ny) pedig egy szigoru
monoton novekedd, pozitiv egészekbdl 4ll6 sorozat (indexsorozat).
Ekkor az (a,,) sorozatot az (a,) sorozat részsoroztanak nevezziik.

Példa: Az (—1)" péros indexii részsorozata a konstans 1 sorozat, a
paratlan index(i részsorozata a konstans —1.

Ezt dgy jeldljik, hogy (azx) = (1), illetve (azk+1) = (—1).
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Konvergens sorozatok részsorozata

Allitds: Konvergens sorozat minden részsorozata is konvergens, és
ha az eredeti sorozat hatarértéke A, akkor a részsorozaté is A.

Ezt az allitast egyrészt hasznalhatjuk arra, hogy kiszdmitsunk
hatarértéket. Mdsrészt viszont azt is lehet részsorozatok
segitségével igazolni, hogy egy sorozatnak nincsen hatdrértéke.

3k2+6
3k? 4 6 indexsorozatli részsorozata, ezért 6 is 0-hoz tart.

Példa: Tekintsiik az ( > sorozatot. Ez a (1) sorozat

Példa 2: Tekintsiik az (cos(nm)) sorozatot, indirekt tegyiik fel,
hogy konvgergens, ekkor minden részsorozatdnak ugyanoda kell
tartania.

Viszont a paros indexii részsorozat a konstans 1, igy a hatarértéke
is 1. A pdratlan indexii részsorozata a konstans —1, és 1 = —1, igy
ellentmonddsra jutottunk, azaz (cos(nm)) nem konvergens.
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Végtelenhez tartd sorozatok részsorozata

Allitds: Ha a sorozat végtelenbe tart, sorozat minden részsorozata
is a végtelenbe tart.

Allitas 2: Ha egy monoton nové sorozat valamelyik részsorozata
végtelenhez tart, akkor az eredeti sorozat is végtelenhez tart.

Ezen éllitas felhaszndlasaval elég egy részsorozat hatarértékét
kiszamolni, ha tudjuk, hogy az eredeti sorozat monoton.
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Példa

n

Példa: Bizonyitsuk be, hogy lim = = oco! (Megj.: a sorozat
n—o0
n = 2-t6l értelmezett csak, elsé eleme legyen mondjuk 1).

El6sz6r megmutatjuk, hogy (;>-) monoton nd, azaz ( +1) > -t
kell igazolnunk. Ekvivalens atalakitasokat fogunk végezni.

n+1 S n
In(n+1) " Inn

Szorozzunk be a (nemnegativ) nevezékkel:
(n+1)Inn>nin(n+1)
A logaritmus azonossagat felhasznalva:

In(n" ™) > In((n + 1))
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Példa - folyt.

Mivel a In fliiggvény szigord monoton nd, igy
"> (n41)"
Osszuk le mindkét oldalt n"-el:
() - (+3)
n> =(1+-
n n

Tudjuk, hogy az Euler-sorozat fels6 korlatja 4 igy, igy a 4. elemtdl
kezdve biztosan igaz a monotonitas.

Masrészt a 2% indexii részsorozat végtelenbe tart, hiszen:

2k 1 2k

2T T 2k

amirdl gyakorlaton I4ttuk, hogy végtelenbe tart.
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Nagysagrendek

Definicié: Azt mondjuk, hogy (a,) nagysagrendileg nagyobb
(bn)-nél, ha lim 22 = oco. Jele: a, >> by,
n—oo -n

Osszefoglalva az eddigi ismereteinket:

n">nl>2">n>Inn

Ennél er6sebb 4llitds is igaz: ha a > 1 és p > 0 tetszOleges valds
konstansok, akkor

n" > nl > a" > nP > log,n
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Miveletek konvergens sorozatokkal - Alapmiiveletek

Tth (an) és (b,) konvergens sorozatok és ILm ap = A,
lim b, = B! Ekkor:

n—oo
» (an + bp) is konvergens és lim a, + b, = A+ B.
n—oo
» (a, — bp) is konvergens és lim a, — b, = A— B.
n—oo
» (apbp) is konvergens és lim a,b, = AB.
n—o0o

» Ha b, # 0 semmilyen n-re és B # 0 akkkor (a,/by) is
konvergens és lim a,/b, = A/B.
n—oo
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Miveletek konvergens sorozatokkal - Hatvanyozds

Tfh (an) konvergens sorozat és lim a, = A, ekkor:
n—o00
» Ha p > 0 tetsz8leges pozitiv egész konstans akkor (ah) is
konvergens és lim ap = AP.
n—oo

» Ha a, > 0 minden n-re akkor és g tetszdleges valds konstans
és A # 0, akkor (ap) is konvergens és lim aj = A9.
n—o0

Az viszont sajnos nem igaz, hogy ha (a,) és (b,) is konvergensek,
akkor (a,°) hatarértéke AP lenne. Erre az (e,) = (14 %)" sorozat
ellenpélda, hiszen az alap 1-hez tart, egynek pedig minden
hatvanya 1. De a hatarérték biztosan nem lehet 1, hiszen a sorozat
els6 eleme 2, és tudjuk, hogy monoton novekszik. Ezért a konstans
sz6 nem elhagyhaté az allitasokbdl.
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Miveletek konvergens sorozatokkal - Abszolttérték

Allités: Ha (a,) konvergens, és lim a, = A, akkor (|an|) is
n—oo

konvergens és lim |a,| = |A|.
n—o00

Az 3llitds nem megfordithatd, elég csak a (—1)" sorozatra
gondolnunk. Béar a (|(—1)"|) a konstans 1 sorozat, azaz
konvergens, de a (—1)" sorozat nem konvergens.
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Miveletek 0-hoz tartd sorozatokkal

Van azonban egy specidlis eset, amikor (|a,|) konvergencidjdbdl
mégis kovetkezik (a,)-é, akkor ha lim |a,| = 0. llyenkor ugyanis
n—o0

egy |an| elem tévolsdga a hatdrértéktdl, azaz 0-tdl, megegyezik az
a, elem tavolsdgaval.

A 0-hoz tarté sorozatoknak van még egy specialis tulajdonsaga: ha
lim a, =0 és (b,) egy tetszbleges korldtos sorozat, akkor
n—oo

lim a,b, = 0. Ehhez az sem sziikséges, hogy (b,) konvergens

n—oo
legyen.
Py . . sinn
Innen lehet példdul tudni, hogy lim =0.
n—oco N
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Rendor-elv

Renddr-elv: Tfh (a,) és (b,) konvergens sorozatok és lim a, = A,
n—o0

lim b, = A, tovdbba (c,) egy olyan sorozat, amelynek elemeire
n—o0

teljesiil, hogy a, < ¢, < b, minden olyan n indexre, amely nagyobb
mint valamilyen kiiszob. Ekkor (c,) is konvergens, és a hatarértéke
A.

A rendér-elvet alkalmazhatjuk sorozatok hatarértékének
meghatadrozasira, amennyiben ismeriink néhdny nevezetes
hatdrértéket.
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Rendor-elv alkalmazasa

Legyen (a,) = <ﬁ) Ekkor:

1 1 1 1
. — < < —
n n+n~" n+1 n

Az alsé és felsd becslés is 0-hoz tart, mert lim L = 0 és az alsé
n
n—o00
becslés az % sorozat %—szerese, ezért az O hatdrértéke is 0. Azaz a
v . . 1
rendorelv miatt nI|_>n(”|>o = 0.
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Nevezetes hatarértékek - Euler-féle sorozat

Euler-féle sorozat lim (1 + %)n =e
n—oo

Azt mar lattuk, hogy (e,) = (1 + %)n korlatos és monoton nd,
azaz van hatarértéke. A hatarértékét e-nek jeloljik. Errdl a
konstansrél meg lehet mutatni, hogy irraciondlis szam, értéke
megkozelitdleg 2.718281 . . ..

Ha x tetsz8leges valds, akkor lim (1+ %)" = ¢~
n—oo

Ennek indoklasdhoz atirjuk a sorozatot:

(1+%) = (<1+j)/)

n/x
Majd felhaszndlva, hogy az (1 + #) az eredeti (e,) sorozat

egy-egy részsorozataval alulrdl és felilrdl is becsiilheto a
rendor-elvbol kovetkezik az allitds.
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Nevezetes hatarértékek - Exponencidlis sorozat

Ha a > 1 valds konstans, akkor lim a" = co
n—00

Ennek igazolasdhoz irjuk fel a-t 1 4 r alakban. Mivel a > 1, igy
r > 0. Innen a Bernoulli egyenl6tlenség miatt:

(L+r)">1+r-n,

ami a specidlis rend6relv miatt végtelenhez tart, igy a” is.

Ha |a|] < 1 valés konstans, akkor lim a" =0
n—o0

irjuk fel |al-t i alakban. Mivel |a| <1, igy b>1,azazb=1+r
valamilyen pozitiv r-el. Ismét Bernoulli-val:
1 1

<7
1+ nr rn

1
0< —<
=pn =

Séfar Orsolya Kalkulus



Nevezetes hatarértékek - Exponencidlis sorozat

Mivel % hatdrértéke 0, a felsé becslés pedig ennek konstansszorosa,
igy a renddrelv miatt |a|” tart 0-hoz, igy a” is tart 0-hoz.

Ha |a| < 1 valds konstans, és k tetszéleges egész, akkor
lim nka” =0
n—oo

Ezt az allitast nem bizonyitjuk.
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Nevezetes hatarértékek - n-edik gyok
i, V=1

A szamtani-mértani kozép kozti egyenlStlenséget hasznaljuk az
vn,\/n,1,...,1 6sszesen n darab szdmra.

Mértani kozepiik: /n.

Szémtani kézepiik: VY2

Innen:

<1+ —.

NG

fgy az +/n sorozatot alulrdl-feliilr8l becsiilhetjiik egy-egy 1-hez
tartd sorozattal, azaz a rendor-elvbol kovetkezik az allitas.

B - n

Legyen p tetszbleges pozitiv valés szam, lim y/p =1 (Nem
n—oo
bizonyitjuk.)
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Miveletek végtelenhez tarté sorozatokkal

Tth (a,) és (bn) olyan sorozatok, hogy Ii_}m ap = 00,

lim b, = oo! Ekkor:
n—oo

» |lim a,+ b, = c0.
n—oo

» |lim a,b, = 0.
n—o0

> Ha p > 0 tetszlleges pozitiv egész konstans akkor
lim af = .
n—oo

» Ha a, > 0 minden n-re akkor és g tetszéleges pozitiv valds

konstans, akkor lim a; = oo.
n—-o00
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Hatarozatlan hatarértékek: oo — oo

Tth (a,) és (bn) olyan sorozatok, hogy Ii_}m ap = 00,

lim b, = oo! Ekkor (a, — bp) hatdrértéke barmi lehet, példaul:
n—oo

lim n®> —n= oo,
n—oo
. n 2 n? , IeT 1 P
ugyanis n" —n > n° — %, ha n > 2, igy a specidlis renddr-elvbdl

kovetkezik az allitas.
lim n®> —(n®> —1) =1,
n—o0o
és
2

lim n—n° = —o00
n—oo

(akkor mondjuk, hogy (a,) hatarértéke minusz végtelen, ha (—a,)
hatarértéke végtelen).
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Hatdrozatlan hatarértékek: oo/

Tth (a,) és (bn) olyan sorozatok, hogy Ii_}m ap = 00,

Ii_}m b, = co! Ekkor (a,/bn) hatdrértéke barmi lehet, példdul:

. n?
lim = 00,
n—oon-+1

1
im 22—,
n—oo N

1
im 2L g

)
n—oco N

Ezen hatarértékek igazolds gy torténik, hogy kiilon-kilon
kiemeljik a legnagyobb nagysagrendii tagot a szamlalébdl és

nevezobdl is, majd alkalmazzuk a konvergens sorozatok kozotti
miiveletek szabdlyait.
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Hatarozatlan hatarértékek: barmi/0

Bér az igaz, hogy ha lim a, = oo, akkor lim 1/a, =0, de ez
n—oo n—00

nem megfordithatd.

Vegyiik példaul a (a,) = ((—1)"%) sorozatot. Egyrészt (a,)
hatarértéke 0, mert egy korldtos és egy 0-hoz tarté sorozat
szorzata.

Masrészt viszont (ain) = (—1)"n. Ez nem tart a végtelenhez, hiszen
minden masodik eleme negativ, igy nem fog teljesul a feltétel, hogy
egy bizonyos kiiszob utdn az elemei nagyobbak lennenék egy (sét,
barmelyik) pozitiv szdmnal.
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Hatarozatlan hatarértékek: oo - 0

Tth (a,) és (bn) olyan sorozatok, hogy Ii_}m ap =00, lim b, =0!

n—oo
Ekkor (anb,) hatdrértéke barmi lehet, péld3ul:
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