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Komplex szamsik

A komplex szamok a valds szdmok természetes kiterjesztése, annak
érdekében, hogy a gyokvonds miivelete elvégezhetd legyen a
negativ szamok korében is.

Vegylik tehat hozzad az eddig megszokott valés szamokhoz a
v —1-et, és jeloljuk el ezt az 0j szdmot i-vel. A komplex szamok a
valds szamok és ezen i valahanyszorosdnak Osszegei.

A komplex szamokat legegyszeriibben a komplex szamsikon
képzelhetjlk el, mint vektorokat. Minden komplex szam megfelel
egy az origdbdl az adott pontba mutaté vektornak.

A komplex szamsik két tengelyét valds, illetve képzetes tengelynek
nevezzik, egy z komplex szam koordinatdit pedig a komplex szam
valds illetve képzetes részének (jeldlésiik: Rez = a, illetve

Imz = b).
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Komplex szdmok algebrai alakja

Im“

\]

Ezek alapjan minden szdm megegyezik a tengelyekre es6
vetiileteinek osszegével: z = a + ib. Ezt az alakot nevezziik
algebrai alaknak.
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Alapmiveletek komplex szamokkal

A komplex szamok korében értelmezett a négy alapmiivelet.
Legyenek z; = a1 + iby illetve zp = ap + iby két tetszOleges
komplex szam. Ekkor definicié szerint:

71+ 2zp=a1+iby+ ax+ ibp = (a1 + az) + i(b1 + b2)
21*22:al+ib1*32*ib2:(31*82)+I’(b1*b2)

A szorzas elvégzéséhez kicsit szamolnunk kell:
z1 -2z = (a1 + ib1) - (a2 + ib2) = @132 + i*biby + iay by + iz by

= (a1ay — bibp) + i(a1ba + azb1)
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Osztas

Az osztas elvégzése algebrai alakban kicsit nehézkes, de ki lehet

szedni a nevez6bol a képzetes szamot a gyoktelenitéshez hasonld
médon.

a1+ iby _a+t ibi a» — ibs _a1ax — i2b1b2 + —ia1by + ibraz _

ar + iby - a +iby a» — iby - 322 — (ib2)2
aiay + bi1by + f(—albz + blaz) a2+ b1 by i—albz + bias
a2 + b22 a2 + b22 a2 + b22
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Példak

Példa: Szamitsuk ki a 3+ 6/ és a 4 4+ 7/ szdmok szorzatdt!

(3+6i)(4+7i) = 12 + 42/ + 24i + 21/ = —30 + 45/

Példa 2: Szamitsuk ki a 2+ 3/ és a 4 — 2/ szdmok hanyadosat!

243 _2+30 4421 _8-6+i(4+12) 2+16i 1 .4
— = = = — 1=

4-2i 4—2i 4+2i 42 1 22 20 105
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Komplex szdm trigonometrikus alakja

Egy komplex szam origétdl vett tavolsagat nevezziik a szam
abszoldtértékének (jele r vagy |z|), a valds tengely pozitiv felével
bezart szogét pedig a komplex szam szogének (jele: ). Ezen
mennyiség segitségével a fenti z = a + ib alak helyett
hasznalhatjuk az

z = r(cosy + isinp)

b

. . : . _a .
trigonometrikus alakot is, mivel cosp = £ illetve sinp = 2

definicié szerint.

Egy z = a + ib komplex szdm konjugaltjan a a — ib komplex
szamot értjiik. Jele: Z. A konjugalttal kifejezve zz = r?, illetve
z+4+Zz =2Rez
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Szorzas

A szorzds és osztds miivelete sokkal egyszeriibben elvégezhetd a
trigonometrikus alakban. Legyenek z; = ri(cos 1 + isin ¢1) illetve
75 = r(cos pa + isinpy) két tetszbleges komplex szam.

7122 = r1(cos w1 + isin@1)ra(cos pa + isin o) =

r1r2(Cos 1 COS Y2 —Ssin 1 SiN Yo+ SiN Y1 COS Y2 COS Yo+ COS P71 SiN ) =

rira(cos(p1 + w2) + isin(p1 + p2))
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Osztas

71 n(cosepr +isingy)  ricosr 4+ isin gy cospz — isinp:

zo rm(cospy +isingy)  racos@a + isinpa cos@s — isinp;

1 COS 1 COS w2 + Sin (1 SiN Y2 + 1SiN Y1 COS Yo — COS Y1 SiN P2
r cos2 3 + sin? 3

I ..
é(cos(m — 2) + isin(p1 — ¢2))
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Példa

Szdmitsuk ki a 2 (cos (%) + isin (%)) és a4 (cos (%) + isin (%))
szamok szorzatat!

2 (s (3) 190 (5)) s (3) 4 1) -
(s (3) 140 (3)) =5
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Hatvanyozas

A hatvanyozas nem szokds a + ib alakban végezni, ugyanis mig a
z"=(a+ib)"
kifejezés csak a binomialis tétellel bonthaté ki, addig
z" = r"(cos(ny) + isin(ny))

igen konnyen szamolhaté.
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Példa

Szamitsuk ki az 1 — / szdm 16-ik hatvdnyat, a végeredményt
algebrai alakban adjuk meg!

frjuk at trigonometrikus alakra a szamot.

7
Izl =r=V12412=V2 é o= il

4
Ezutan

112 112
Z16 \f216 <cos ( 47r> + isin <47T>> =

28(cos(287) + isin(287)) = 28(cos(0) + isin(0)) = 256
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Alapmiiveletek komplex szamokkal - Gyokvonas

A gyokvonds pedig nem is végezhetd el a trigonometrikus alak
nélkiil. Legyen z = r(cos(y) + isin(y)). Ekkor a szam (komplex
értelemben vett) n-edik gyokei:

2k 2k
\’ﬁ:\W(cos<¢+ 7r>+isin <SO+ W))
n n n n

ahol k=0,1,...n—1.

Ezt a képletet gy kell érteni, hogy minden komplex szamnak n
darab n-edik gyoke van, és ezeket lgy kell kiszamolni, hogy a fenti
képletbe be kell helyettesiteni a k értékeket (mind az n darabot),
és ami kijon, az az n db n-edik gyok.
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Példa

Szamitsuk ki az 1 — j szdm harmadik gyokeit!

Mar tudjuk, hogy a trigonometrikus alak

\/i(cos( )+/sm(4)). Innen:

T 2kmw T 2kmw
3 6 .
ﬁ—\@(cos<12+3 )+15|n(12+3 )),

ahol k =0,1,2, azaz a hdrom gyok:
> k=0-re: v/2(cos (75) + isin (1)
> k=1-re: V2 (cos (£F) + isin (13
> k=2-re: v/2 (cos (£F) +isin (£F))
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Masodfoku egyenletek megoldésa

A jé hir, hogy miikddik a masodfoki egyenlet mar megismert

megolddképlete, azaz a
—b+/b% — dac

2a

z12 =

megoldja az az? + bz + ¢ = 0 egyenletet. Ennek a komplex szamok
korében mindig 2 gyoke van (multiplicitdssal szamolva). Csak a
szorzast, osztdst és gyokvonas komplex értelemben kell venniink.

A gyokok ismeretében a gyoktényezé alak:
az’? + bz +c=a(z— z1)(z — z).
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Példa

Oldjuk meg az x? 4+ 2x + 2 = 0 egyenletet a komplex szamok
korében!

z12 =

—2i\/éi8 24,/ -4
- — 14+, -1
2 2

Azaz a gyokok x; = =14/ ésxp = —1— 1.

A gyokok felhasznaldsdval a gyoktényezés alak:
(x+1—=0)(x+1+1).

Es valéban a masodfokd kifejezés egy felbontasat kapjuk, hiszen
(x+1=0)(x+147) = x®+x(1+i+1—0)+(1—i)(1+i) = x>+ 2x+2.
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Komplex szdmokra vonatkozd egyenletek

Példa: Oldjuk meg a z3 = 8 egyenletet!

A valés szamok korében ennek az egyenletnek csak egy megolddsa
volt. Komplex szamok korében viszont harom, ugyanis v/8
komplex értelemben 3 szam.

Ezek meghatdrozdsihoz irjuk at 8-at trigonometrikus alakba:
8 = 8(cos(0) + isin(0)). Innen a kobgyokok:

2k 2k
\3/§:2<cos <0+37T> + isin (04—;)),

ahol Kk =10,1,2. Innen a megoldasok:

Z1 = 2

2, =2 (cos () +isin (%)) =—-14+iV3
z3 =2 (cos (%) 4+ isin (%)) =—1—iV3.

INERTN)
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Komplex szdmokra vonatkozd egyenletek
Példa 2: Oldjuk meg a z + |z| = 3 + i egyenletet!

Két komplex szam pontosan akkor egyenlé ha kulon-kilon a valds
és a képzetesrésziik egyenlé. Az egyenlet megolddsdhoz tehat irjuk
ki a z szam algebrai alakjat.

a+ib+4/a%2+b2=3+i

Innen a valds részekre vonatkozd egyenlet: a+ (/a2 + b2 =3, a
képzetes részre vonatkozd egyenlet b = 1. Ezt visszairva a valds

részre vonatkozé egyenletbe: a + /1 + a2 = 3. Innen:

V1+a2=3-a

A megoldashoz nincs mas vélasztasunk, mint mindkét oldalt
négyzetre emelni.
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Példa - folyt.

Vigyazunk, ekkor keletkezhet hamis gyok, ezért a kapott gyokoket

ellenériznink kell!
V1+a2=3-a

1+a°=9—6a+a°

6a =38
Ellenorizzik a a = 3 gyokot!
4 16 4 5
- 1 =4+ =
3 + + 9 3 + 3 3,

.4 . ,
azaz nem hamis gyok a 3 Innen az eredeti egyenlet megoldasa:

A
3+
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