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Kornyezet

Definicié: Legyen a € R és r > 0 tetszbleges. Ekkor az a szdm r
sugarli kornyezete a (a — r,a+ r) intervallum, jele K.(a).

Koznapi nyelven megfogalmazva: Az r sugari kornyezet az a-hoz
r-nél is kozelebb 1évé szamok.

Definicié: Legyen a € R és r > 0 tetszOleges. Ekkor az a szdm r
sugarl kipontozott kornyezete a (a —r,a) U (a,a + r) halmaz, jele

K:(a).

Masképpen: minden a-hoz r-nél kozelebb 1évé szam, kivéve magat
a-t.
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A torlédasi pont

Definicié: Legyen H C R és a € R tetszlleges. Azt mondjuk, hogy
az a szam a H halmaz torlédasi pontja, ha Vr > 0-ra
K.(a) N H # 0.

Masképpen megfogalmazva akkor lesz egy a szam egy H valds
szdmokbdl 4llé halmaz torlédasi pontja, ha H-nak tetszélegesen
kozel van a-hoz eleme (de ez a kozeli elem nem lehet maga a).

Példa: Az H = [1, 2] intervallum torl6dési pontja az a = 1.5 szam.
Példa 2: Az H = (1,2) intervallum torlédasi pontja az a = 2 szam.

Példa 3: Az H = (1,2) intervallumnak nem torlédasi pontja az
a = 2.0000000000000000000000001 szam.
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Fuggvény hatarértéke

Definicié: Legyen a € R az f(x) fliggvény értelmezési
tartomanyanak, Ds-nek torldédasi pontja. Azt mondjuk hogy az
f(x) fuggvény hatarértéke az a pontban a A € R szdm, ha

Ve > 0-ra 36 > 0 hogy ha x € Df és x € Kj(a) akkor

f(x) € K(A). Jele: )I(lna f(x)=A.

Kornyezetek helyett abszolit értékkel megfogalmazva a fenti
definiciot:

Definicié (ugyanaz pepitdban): Legyen a € R az f(x) fuggvény
értelmezési tartomanydnak, Ds-nek torlédasi pontja. Azt mondjuk
hogy az f(x) fiiggvény hatarértéke az a pontban a A € R szadm, ha
Ve > 0-ra 30 > 0 hogy ha x € Df és 0 < |x — a| < § akkor

[f(x) — Al <e.
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Példa

Példa: Legyen f(x) = % Ez a fiiggvény az x = 0 kivételével

mindeniitt definidlt, azaz D = R\ {0}. igy a 0 Dy torlédasi
pontja, azaz vizsgilhatom, hogy van-e a fliggvénynek 0-ban
hatarértéke.

Masrészt ha a = 0, akkor a fliggvény értékeknek kozel kell esnitik
valamilyen fix A szdmhoz, ha 0-hoz kozeli értékeket helyettesitek
be f-be. Ez nem teljesiil, mert a fliggvény 0-hoz tetszdlegesen
kozeli helyen felvesz 1-et (ha pozitiv szamot helyettesitek be),
illetve -1-et, ha negativ szdmot. I,gy nem keriilok kozel egyetlen
rogzitett A-hoz sem, azaz a fiiggvénynek nincs hatdrértéke 0-ban.
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Példa

Példa 2: Legyen f(x) = X; Ez a fiiggvén/y az x = 0 kivételével
mindentitt definidlt, azaz D = R \ {0}. Igy a 0 Dr torl6dési
pontja, azaz vizsgalhatom, hogy van-e a fv-nek 0-ban hatarértéke.

Masrészt ha a = 0, akkor a fiiggvény értékeknek kozel kell esnilik
valamilyen fix A szdmhoz, ha 0-hoz kozeli értékeket helyettesitek
be. Ez most teljesiil, mert a fliggvény 0-hoz tetszOlegesen kozeli is
értelmezett, és f(x) = x mindeniitt, ha x #0. Itt a=0és A=0,
igy ha 0 < |x — a] < J ebben az esetben 0 < |x| < ¢ és ha § = &-t
valasztok, akkor |f(x) — A| = ||x| — 0] = |x| tényleg kisebb lesz
e-nal.
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Példa

Példa 3: Legyen f(x) = —2x + 4. Igazoljuk definicié szerint, hogy
f(x) hatarértéke az 1 pontban 2!

Azt kell tehat beldtnunk, hogy |f(x) — 2| < e valahanyszor
0 < |x — 1| < d. Nekiink kell megkeresniink azt a § mennyiséget,
Ugy, hogy € értéke mar ismert.

If(x) =2|=|—-2x4+4—-2|=|—2x+2| =2|x — 1]

Azt kaptunk tehdt, hogy |f(x) — 2| = 2|x — 1]-nek kell kicsinek
lennie, e-ndl is kisebbnek, ha |x — 1] kicsi. Innen latszik, hogy a
§ = €/2 j6 vélasztas lesz, hiszen ha 0 < [x — 1| < 5, akkor
If(x)—2| <e.
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A végtelen kornyezete

Definicié: Legyen r > 0 tetszbleges. Ekkor az oo r sugard

(kipontozott) kornyezete alatt az (%, oo) intervallumot értjik, jele:

K (c0).

.. . . . 1 ,
Koznapi nyelven megfogalmazva: ez a kornyezet az --nél nagyobb
lév6 szamok.

Definicié: Legyen r > 0 tetszOleges. Ekkor az —oo r sugart
(kipontozott) kérnyezete alatt az (—oo, —%) intervallumot értjiik,
jeler Ky(—o0).
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Fluggvény hatarértéke végtelenben

Definicié: Legyen a = 0o az f(x) fiiggvény értelmezési
tartomanyanak, D¢-nek torléddsi pontja. Azt mondjuk hogy az
f(x) fuggvény hatdrértéke az a-ban a A € R szdm, ha Ve > 0-ra
35 > 0 hogy ha x € Dy és x € Kj(a) akkor f(x) € K.(A). Jele:
lim f(x) = A.

X—>00

Kornyezetek helyett abszolit értékkel megfogalmazva a fenti
definiciot:

Definicié (ugyanaz pepitaban): Legyen oo az f(x) fiiggvény
értelmezési tartomdnyanak, D¢-nek torldddsi pontja. Azt mondjuk

hogy az f(x) fliggvény hatarértéke a végtelenben a A € R szdm, ha
Ve > 0-ra 32 > 0 hogy ha x € Dr és x > % akkor |f(x) — A| < e.

1
(Szokas 5 helyett P-t irni a konnyebb olvashatdsdg kedvéért.)
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Példa

2
5
Példa: Igazoljuk, hogy az f(x) = % fiiggvény hatarértéke
) 1

végtelenben —!

3

() 1 3(x2+5) — (3x2 +2) 13
X)—=| = =
3 3(3x%2 + 2) 9x2 + 6
Masrészt:
13 13 131 -
9246 " 9x2  9x2 7

ha x > \/ Igy P = 1/ _]O vélasztas.
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Példa

Prébaljuk meg kitaldlni az eddigiek alapjan, hogy mi lehet a

lim f(x) = oo definicidjal

x—1

Definicié: Legyen a =1 az f(x) fiiggvény értelmezési
tartomanyanak, D¢-nek torlédési pontja. Azt mondjuk hogy az
f(x) fliggvény hatarértéke az 1-ben oo, ha V% > 0-ra 36 > 0 hogy
ha x € Dr és x € Ks(1) akkor f(x) > 1. (Ittis lehet 1 helyett

P > 0-t irni.)
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Példa
Tekintsiik az f(x) = L és a g(x) = % fiiggvényeket. Mi lehet a

~ X Ix]

hatarértékiik a 0-ban?

100 fix) 100 9(x)

80 1 90

60 1 80

40 170

20 L 160

0 50

-20 j 1 a0

.40 1 30

-60 120

-80 110 J l
=100, 0 2 03 0 2
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Jobboldali hatarérték

Noha g(x)-nek van hatarértéke 0-ban, f(x)-nek nincsen.
Valdjaban teljesen masképp viselkedik a fliggvény a negativ
szamokra, mint a pozitivakra. Hogy jellemezni tudjuk f(x)
viselkedését bevezetjik a féloldali hatarérték fogalmat:

Definicié: Legyen a € R az f(x) fliggvény értelmezési

tartomanyanak, Dr-nek torlédasi pontja. Azt mondjuk hogy az

f(x) figgvény jobboldali hatdrértéke az a pontban a A € R szam,

ha Ve > 0-ra 36 > 0 hogy ha x € Df és 0 < x — a < & akkor

f(x) € K:(A). Jele: xI—I>T+ f(x)=A.

A megfeleld definiciébdl latjuk, hogy lim f(x) = oo és
x—0+

lim f(x) = —o0.

x—0—
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Atviteli elv

Egy fuggvény hatarértékék hasonléan szamithatjuk ki, mint egy
sorozatét. Sét,

Atviteli elv: Iil;n f(x) = A akkor és csakis akkor ha minden
X—a

(xn) C Ds sorozatra, amelyre x, # a és x, — a esetén f(x,) — A.

Ebben a tételben mind a mind A lehet tetszdleges valds szdm, oo
és —o0 is.

Ennek az allitdsnak egyenes kovetkezménye, hogy a fliggvény
hatarértéke egyértelmi, és minden miivelet elvégezhetd vele, ami a
sorozatok hatarértékével elvégezhetd volt.
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Példa

Igazoljuk, hogy 7 Ii_>m sin(x)!
X—00

Tekintstik az x, = nm sorozatot. Ezen sorozat mentén vizsgalva a
fliggvényértékeket f(x,) = sin(nm) = 0. Azaz f(x,) — 0.

Vegylink egy mdsik sorozatot, legyen X, = 5 + 2nm. Ekkor

f(Xn) = sin(5 + 2nm) = 1. Emiatt ezen sorozat mentén f(X,) — 1.

A hatdrérték egyértelmi, igy minden végtelenhez tarté sorozat
mentén a fliggvényértékeknek ugyanoda kellene tartaniuk. Mivel ez
nem teljesiil, ezért nem létezik hatarértéke sin(x)-nek a
végtelenben.
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Folytonossag

Definicié: Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény folytonos az
a € Dr pontban, ha 3 IiLn f(x)=AcRés f(a) = A.
X—a

Ha f(x) és g(x) folytonos a-ban, akkor
(x) +&(x),
(x) —&(x),

> f(x)g(x),

» Ha még g(a) # 0, akkor f(x)/g(x)
is folytonos a-ban.

> f
> f

Ezen tdl folytonos fiiggvény inverze is folytonos (ha létezik) az
f(a) pontban.

Ha g(x) folytonos a-ban és f(x) folytonos g(a)-ban, akkor f(g(x))
kompozicié is folytonos a-ban.
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Nevezetes hatarértékek

Az alabbi fliggvény hatarértékek a sorozatok hatarértékébdl
kovetkezik atviteli elvvel és a fiiggvények folytonossdganak
felhasznalasaval: )

lim xx =1

X—00

im x*=1
x—0+

Ha p,c>0,c#1ésa>1

Séfar Orsolya Kalkulus



Nevezetes hatarértékek - folyt.

Az alabbi fuggvény hatarértékek a sorozatok hatarértékébdl
kovetkezik atviteli elvvel és a fiiggvények folytonossaganak
felhaszndldsaval:

In(1
lim M -1
x—0 X
-1
lim £ —1
x—0 X
im sin(x) _1
x—0 X
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Nevezetes folytonos fliggvények

Nevezetes folytonos fiiggvények (n € N) a teljes R-en:
» X"

sin

cos

exp

arctan

vVvYyyvyy

x|
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Nevezetes folytonos fliggvények

Nevezetes folytonos fliggvények (n € N) a teljes értelezési
tartomanyukon:

> log,(x)
tan(x)
arcsin(x)
arccos(x)

\’V;(

>
>
>
| 2
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