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Folytonossag

Definicié Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény folytonos az a € Dr
pontban, ha EIXIi_r>na f(x) =A€Rés f(a) = A. Azon pontok
halmaza, ahol folytonos a fliggvény a folytonossagi pontok. A Dy
azon torldédasi pontjait, ahol nem folytonos a fliggvény szakaddasi
pontnak nevezziik. Ezeket harom csoportba soroljuk:

» megsziintethetd szakadas 3 lim f(x) = A € R de a ¢ Dr vagy

X—a
f(a) # A.
> véges ugras 3 lim f(x) € Rés 3 lim f(x) € R de nem
X—a+ X—a—
egyenldek.

P |ényeges szakadds Osszes tobbi eset, azaz nem létezik
barmelyik oldali limesz, vagy létezik, de nem véges
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Példa

Hatadrozzuk meg az alabbi fuggvény szakadasi pontjait és azok

tipusat!
5 ha x < -1
3 25
— — ha -1 0
x+1 8 B TrsXS
0= L h 0
—= ax=
8
cos(x) — 1
™ ha x >0
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Bolzano-tétel és alkalmazasa

Tétel /Bolzano/ Ha az f(x) fliggvény folytonos az [a, b]
intervallum Osszes pontjdban és C egy tetszbleges olyan szam
amely f(a) és f(b) kozé esik, akkor létezik olyan ¢ € (a, b) amelyre
f(c)=C.

Kovetkezmény: Ha f(x) folytonos az [a, b]-n és f(a)f(b) <O,
akkor f(x)-nek van gyoke (a, b)-n.

Ezt a kovetkezményt haszndlja egy tetszbleges fliggvény gyokének
meghatdrozasara az intervallumfelez6 algoritmus. Ez, bar a tobbi
gyokkeres6 mddszerhez viszonyitva lasst, de igen robosztus eljaras
egy gyok megkeresésére.
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Intervallumfelezo algoritmus

Az algoritmus kiindul egy olyan [a, b] kezdintervallumbdl amelyre
f(a)f(b) < 0, majd meghatdrozza az intervallum felez8pontjat,
jeloljik c-vel. Harom eset lehetséges:
» f(c) =0, ekkor készen vagyunk
» f(c)f(a) <0, ekkor az [a, c] egy fele olyan hosszi intervallum
mint [a, b] és biztosan tartalmaz gyokat, elég tehat ezt a
sziikebb intervallumot vizsgélni
» f(c)f(a) > 0, ekkor viszont biztos, hogy f(c)f(b) < 0, mert
f(a) és f(b) ellentétes eléjeliiek, ekkor a [c, b] intervallumot
elég tovabb vizsgalni.
Egy Iépésben tehat az algoritmus el tudja dobni az intervallum
. " b—a . . .
felét, a k. Iépésben —— hosszii lesz azon intervallum, ahol a gyok
lehet. Akkor allitjuk meg az iterdciét, ha ez mar elegendden kicsi.
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A derivalt fogalma

Alapfeladat: villamossint épitlink Utkeresztezédésbe. Jé lenne a
mer0legesen forduld sin?

12

1

0.8 -

0.6 -

0.4 r

0.2 F

or

-02 -

-1 -0.5 0 0.5 1

Nem az igazi, mert a sebességvektor a forduldnal ugrana. De
hogyan mérhetjik egy fliggvény 'simasagat’?
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Erintd
Legyen x € Dy tetszbleges rogzitett. Rajzoljuk meg azt a hirt a
fuggvényhez, amelynek egyik végpontja a fuggvény grafikonjan van
az x pont felett, a masik pedig valamilyen h-val arrébb. Az el6bbi
példdban ha x = 0 akkor igy néznek ki a hdrok.

A hirok meredeksége jellemzi a fliggvényértékek valtozdsanak
gyorsasagat x kozelében.
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A formalis definicio

Definicié: Legyen x € Df a Dr torlédasi pontja. Ha létezik a

i f(x+ h)—f(x)
hino h

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fliggvény x
pontbeli derivaltjdnak. Jele: f'(x).

Valéjadban a limesz belsejében 1évo kifejezés nem mds, mint a
hirok meredeksége. Ha h-t egyre kisebbre veszem, akkor jellemzeni
tudom, hogy viselkedik a fuiggvény xo kozelében.

Ha létezik a hidrok meredekségének hatdrértéke az lesz az
érintGegyenes meredeksége.

A fenti példaban nem létezik a limesz x = 0-ban, mert
O 1l | 11y
h|—|>r(7)1+ = 1, mig h|_|>r’(r)1_ = —1. De persze 3f'(1) = 1.
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Erintéegyenes

Ha ismerjiik az érint6 egyenes meredekségét és tudunk egy pontot
ami rajta fekszik (jelen esetben (xo, f(xp))), akkor fel tudjuk irni az
érint6 egyenes egyenletét.

Induljunk ki a egyenes y = mx + b alaki egyenletébél (itt m az
meredekség)! Az eddigiek alapjan m = f’(xp) és ha (xo, f(x0)))
rajta van, akkor kielégiti az egyenes egyenletét, azaz:

f(Xo) = f/(Xo)Xo + b,

innen kifejezve b-t: b = f'(xp)xo — f(xp). Majd visszairva az
eredeti egyenletbe:

y = f'(x0)x + f'(x0)x0 — f(x0) = ' (x0)(x — x0) + f(x0)
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Néhany nevezetes derivalt
Allitas: sin’(x) = cos(x), ugyanis

sin(x + h) — sin(x) sin(x) cos(h) + sin(h) cos(x) — sin(x)

/Llno h - flyf'o h -
h)—1 in(h
ll7ii)n0 sin(x)cos(h) + cos(x)smls) = cos(x),
mert h)—1 h)—1 h)+1
im cos(h) -1 _ i cos(h) —Lcos(h) +1 _
h—0 h h—0 h cos(h) +1
- 2 .
. —sin“(h) . . sin(h)
lim ——————— = |lim — h)y————— =0
M heos(h) £ 1) — A SN fcosth) + 1)
Allftas: cos'(x) = — sin(x), hasonlé szamolassal.
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Példa

Ezek alapjan a sin fliggvényhez az xp = 0 pont felett hizott
érintGegyenes:

Yérints = COS(O)(X - 0) + Sln(O) = X.
Ugyanakkor az xg = g pont felett:

m m . (T
Yérintg = COS (5) (X — E) + sin <§) =1,

azaz itt az érintd vizszintes. Gondoljuk meg, mit jelent a derivaltra
nézve, ha egy fliggvény érintéje fliggbleges!
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Néhany nevezetes derivalt Il

Allités: (a¥) = In(a) - 2%, spec. (&¥)' = € ugyanis

h—0 h 0 h
Allitas: Legyen n € N tetsz8leges, ekkor (x") = nx"~1), ugyanis

(Zn: Xnihi> _ XN
i=0

T G ) e S -
h—0 h ) h o

),imo (X”h0 + nx""1h+ ('2;7)X”_2h2 +.. ) — x" _ -1
_)

Ezt a képlet igaz tetszbleges valds kitevore is ha x pozitiv, de ezt
nem bizonyitjuk.
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Derivalasi szabalyok

> (f(x)+ g(x)) = f'(x)+ g'(x), ugyanis

(f(x+ h) + g(x + h)) = (F(x) + &(x))

lim =
h—0 h

iy T ) — () +g(x+h) —g(x) _

h—0 h

. f(x+h)—f(x) . g(x+h)—g(x)
f!ino h + f|1[>n0 h

» Ha c € R tetszbleges, akkor (cf(x)) = cf’(x

), ugyanis
f(x+ h)—f(x )




Derivalasi szabalyok - folytatas

(f(x)g(x))" = f'(x)g(x) + f(x)g'(x). ugyanis

im f(x+ h)g(x+ h) — f(x)g(x) _
h—0 h
f(x+ h)g(x+ h)—f(x)g(x+ h)+ f(x)g(x + h) — f(x)g(x)
h—0 h
(F(x+ h) = f(x)g(x + h)
h—0 h h—0 h

At m) = ) Bt h) 809

lim g(x + h) lim

h—0 h—0 h h—0 h
F'(x)g(x) + f(x)g'(x)




Derivalasi szabalyok - folytatas

> Reciprok: ( 1))/ —g'(x)

g(x g2(x
‘ ) £\ B f(x)g(x) — f(x)g'(x)
» Hanyados: g(x)) 2200
» Kompozicié: (f




Példak

Példa: Szamitsuk ki tan(x) derivaltjat!

sin(x) )/ _ cos(x) cos(x) — sin(x)(—sin(x))

cos(x) cos?(x)

tan’(x) = <

1

— =1+ tan?

cos?(x) + tan"(x)

Példa: Szamitsuk ki In(x) derivaltjat!

Az inverz fliggvény derivaldsi szabdlyabdl:
1

1
In(X) = e|n(X) = ;
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Példak az inverz szabdlyra

Példa: Szamitsuk ki arctan(x) derivaltjat!

1 1
~ 1+tan?(arctan(x)) 1+ x2

arctan’(x)

Példa: Szamitsuk ki arcsin(x) derivaltjat!

1 1
arcsin’(x) = =

cos(arcsin(x)) /1 — x2

Hasonléképpen:

1 -1
arccos’(x) = =

—sin(arccos(x)) /1 — x2

Itt azért érdemes elgondolkodni a derivalt értelmezési tartomanyan.
Mi torténik, ha |x| = 17
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Példa a derivalasi szabdlyok egytittes alkalmazasara

2023
sin“(3x°) _. o
Hatdrozzuk meg a ——— fliggvény derivaltjat!
<sin2(3x3)>/ B
Vex—2)
25sin(3x?) cos(3x3)9x%/6x — 2 — sin2(3x3)3#6
2/bx —2

6x — 2
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