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Derivalhatésag és folytonossag
Definicié: Legyen x € Df a Dr torlddasi pontja. Ha létezik a

i f(x+ h) —f(x)
h@o h

hatarérték és véges, akkor ezen hatarértéket nevezziik a fliggvény x
pontbeli derivaltjdnak. Jele: f'(x).

Mivel a tortben a nevez6 0-hoz tart, igy a hatarérték csak akkor
lehet véges, ha a szdmlalé is 0-hoz tart, azaz i|7im0 f(x+ h) = f(x),
_)

igy a fuggvény mindenképpen folytonos kell legyen x-ben, ha
létezik derivalt.

Masrészrol viszont az allitds nem megfordithaté: lattuk, hogy az
|x| fliggvény nem derivalhaté 0-ban, hidba folytonos.

Ezt dgy fogalmazhatjuk meg, hogy a folytonossag a derivalhatdsag
sziikséges feltétele.
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Hatarozatlan hatarértékek

Tétel: /L'Hospital/ Tegyiik fel, hogy 3 IiLn f(x)=04és

/
3 lim g(x) =0és 3 lim f (X) Ekkor 3 lim ) és

x—a x—a g’(x) x—a g(x)
/
fim L) _ i £
x—a (x) x—a g’(x)
2
Példa: lim 2rN0) _;

x=0 eX—1

Mivel ha x = O-t helyettesitiink mind a szdmldlé mind a nevez6
0-hoz tart, igy teljestil a L'Hospital-szabdly feltétele, azaz:

2x
5 ==
. arctan(x . 4
lim 7() — lim 1+x* -0
x—0 ex —1 x—0 eX
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Példa

Megjegyzés: A L'Hostipal szabdly alkalmazhaté akkor is, ha =
alakd a hatdrozatlan hatarérték.

2
Példa 2: lim

x—o0 eX — 1
Mivel a végtelenben a szamlald és a nevezé is co-hez tart, igy

alkalmazhaté a L'Hospital-szabély, azaz

=7

. x2 . 2x
lim = lim —
x—o00 eX — 1 x—o00 eX

Ez még mindig s alakd, igy még egyszer alkalmazhatjuk a
00

szabalyt:
. 2x .2
[m — = lim — =0.
x—o00 eX x—o00 eX

Megjegyzés: Csak a % és a > alakd hatdrértékekre alkalmazhaté

kozvetleniil a szabdly, semmilyen mas hatdrértékre (legaldbbis
atalakitas nélkil).
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Monotonitas

Definicié: Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény valamely /
intervallumon monoton nd, ha barmely x3 < xo, ahol x1,xy € /-re
teljesil, hogy f(x1) < f(x2). Ha a < helyett f(x1) < f(x2) is igaz,
akkor szigortian monoton né a fiiggvény.

Allitas: Ha az f(x) derivélhaté és szigord monoton né /-n, akkor
f'(x) > 0 I-n. Ennek oka, hogy ilyenkor a hirok meredeksége
pozitiv, igy a meredekségek hatadrértéke pozitiv vagy 0 lehet.

Példa: Az x3 fiiggvény szigori monoton né. Ugyanakkor
(x3)/ = 3x? az x = 0 pontban nem pozitiv. Igy az allitssban a >
nem cserélhetd >-ra.
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Monotonitas

Allitds: Ha az f(x) derivalhaté és monoton né I-n, akkor f'(x) >0
I-n. Ha az f(x) derivdlhaté és monoton csokken /-n, akkor
f'(x) <0 I-n.

Bar a szigorti monotonitasbdl nem tudjuk meg f’ elgjelét (mert 0
még lehet), de érdekes médon forditva miikodik a kovetkeztetés.

Allités: Ha az f(x) derivalhaté és f/(x) > 0 /-n, akkor £ monoton
né /-n.

Ha az f(x) derivdlhat6 és f/(x) > 0 I-n, akkor f szigortian
monoton nd /-n.
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Lokalis szélsoérték

Definicié: Ha egy xp pontnak van egy olyan kornyezete, amelyben
f(x0) < f(x) minden olyan x pontra amely ebbe a kdrnyezetbe
esik, akkor azt mondjuk, hogy f-nek lokalis minimuma van xp-ban.

A lokdlis maximumot vagy minimumot osszefoglalé néven
szélsGértéknek nevezik.

Példa: Az f(x) = sin(x) fiiggvénynek lokalis maximuma van

x = 5-ben és x = 57”—ben is, mert példaul a w sugari kornyezetben
itt veszi fel a legnagyobb fliggvényértéket, egyet.

Allitas: Ha egy derivalhaté f(x)-nek lokélis szélséértéke van
xo-ban, akkor f'(xg) = 0. (Ellenkez& esetben szigorti monoton
lenne a fliggvény xp kozelében és akkor nem lehetne szélséérték).

Példa: Az x3 fliggvény szigorti monoton nd, igy nincs lokalis
szélséértéke. Ugyanakkor '(0) = 0. Ez mutatja, hogy az &llitas
nem megfordithatd.
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Lokalis szélsoérték

Eddig az derilt ki, hogy lokalis széls6értéke csak olyan pontban
lehet egy fliggvénynek, ahol a derivéltja 0. Ugyanakkor a derivalt
gyokeinek egy része nem lokilis szélsGérték.

Elégséges feltételt tudunk adni a lokdlis szélsGérték létezésére az

elsé derivalt segitségével.

Allités: Ha derivalhaté f(x) derivaltja eléjelet valt xo-ban, és
pozitivbdl negativba fordul, akkor lokalis maximum van xg-ban, mig
ha negativbdl pozitivba fordul, akkor lokdlis minimum van xg-ban.
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Példa

Adjuk meg azon legb6vebb intervallumokat, ahol az
f(x) = (x — 1)*(x + 2)° fiiggvény monoton! Hol van lokilis
szélsGértéke?

f/(x) = 4(x —1)3(x +2)° + (x — 1)*6(x +2)° =
(x —1)3(x + 2)%(4x + 8 4 6x — 6) = (x — 1)3(x +2)%(10x + 2)

-1
Innen f/(x) > 0 ha x € <—2, 5) vagy (1,00), ezen

intervallumokon f(x) szigorii monoton né.

1
f'(x) < 0 ha (o0, —2) vagy (5, 1>, ezen intervallumokon f(x)

szigorti monoton csokken.
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Példa - folytatds

Mivel x = —2-ben és x = 1-ben a derivalt negativbdl pozitivba
valt, ezekben a pontokban lokalis minimum van.

X = —%—ben a derivalt pozitivbdl negativba valt itt lokalis
maximum van.

Ennyi informacié még kevés, hogy lerajzoljuk a fliggvényt. Még két
dolgot nem tudunk: hogyan viselkedik a filiggvény nagy x-re (ezt
megtudjuk a hatarértékbdl +oo-ben). Es hogy merre " gorbul” két
pont kozott. Ennek vizsgalatdhoz bevezetjiik a konvexitas
fogalmat.
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Konvexitas

Definicié: Azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény konvex egy /
intervallumon, ha barmely két pontban megrajzolva a hurjat a
fuggvény gorbéje a hir alatt halad. Ha mindig felette halad, akkor
konkavnak nevezzik a fliggvényt.

Azt, hogy a fliggvény konvex, formdlisan lgy definidlhatjuk, hogy
ha ¢ € [0,1], akkor f(ca+ (1 —c)b) < cf(a) + (1 — c)f(b) teljesiil
minden a, b € [-re.

Allités: Ha az f(x) derivélhaté fliggvény konvex, akkor elsé
derivéltja monoton nd, mig ha konkav, akkor monoton csokken.

Ennek kovetkezményeként a konvex fliggvény az érintGje felett
halad. Ugyanakkor a konkav fliggvény az érintdje alatt halad.

Definicié: Azon pontot ahol a fliggvény konvexitast valt inflexids
pontnak nevezziik.
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Masodik derivalt

Mivel a fuiggvény derivaltjanak monotonitasanak vizsgalataval
tudjuk a konvexitast vizsgalni, és pedig a monotonitdst a derivalt
el6jelébdl, igy érdekes szamunkra egy fliggvény derivaltjanak a
derivaltja.

Ezt a mennyiséget masodik derivéltnak nevezziik, és ”(x)-el
jeloljik. Ha létezik, akkor azt mondjuk, hogy f(x) kétszer
derivdlhatd, vagy kétszeresen sima.
Allitas: Ha f(x) kétszer derivalhaté, és

> f'(x0) =0 és f"(xp) > 0, akkor xg lokalis minimum

> f'(x0) =0 és f"(xp) < 0, akkor xg lokalis maximum

> f"(x)

> (x)

> 0 /-n, akkor f konvex [-n.
< 0 I-n, akkor f konkav [-n.
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Teljes fuggvényvizsgalat |épései

» Hatarozzuk meg f értelmezési tartomanyat.

> Hatdrozzunk meg a hatdrértékeket az értelmezési tartomany
hatdrain.

» Szamitsuk ki az elsd derivaltat, ennek vizsgalatdval megtudjuk
hol monoton a fliggvény, és hol lehetnek lokalis szélsGértékei.

» Szimitsuk ki a masodik derivaltat. Ebbdl megtudjuk a
konvexitast és a szélsGértékek tipusait.

P Innen mar tudjuk az értékkészletet és meg tudjuk rajzolni a
fuggvény grafikonjat.
» Ha indokolt ellenérizhetiink paritast és periodicitast.

A fliggvényvizsgalatnak nem része a gyokok megkeresése!
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Példa

2
.. - e xc—1
Végezziink teljes fliggvényvizsgélatot az f(x) = arctan < . 1>
X
fuggvényen!
A nevezd sosem O, illetve az arctan a teljes szamegyenesen
értelmezett, igy D = R, azaz hatarértéket csak +oo-ben kell

szamolni.
1
) x?—1 . 1 2 T
lim arctan { —— ) = lim arctan = arctan(l) = —
X—00 x2 +1 X—00 1 4
1+
X

. <x2 — 1) T
lim arctan 5 = —
X——00 xc+1 4
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Példa - folytatds

F1(x) = 1 2x(x* +1) = (x* —1)2x _
TR (1+x2)?
“(55%)
4x 2x

GZH12+(x2—12 x4+1
Innen f/(x) = 0, csak akkor, ha x = 0 csak itt lehet szélséérték.

f'(x) < 0 ha x <0, itt a fiiggvény szigorii monoton csokken,
f'(x) > 0, ha x > 0, itt a fliggvény szigori monoton né.

fgy x = 0 lokalis minimum, mert a derivélt el6jele negativbdl
pozitivba valt.
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Példa - folytatds

2(x* +1) —2x4x3  —6x* 42

() (1+x*)2 (1+x4)2’
1
innen f’(x) =0 ha x=4+——
> 7
1 1
f"(x) >0haxe (—, ) itt a fliggvény konvex.
(x) B ggvény
1 1
f’(x) <0haxe <—oo,—> U (,oo) itt a fuggvén
(x) 7 7 ggvény
konkav.

1
Ezek szerint x = +—— inflexidés pontok.

V3
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Példa - folytatds

Innen az értékkészlet: [f(O), %)

I
| — |
(5]
=
(9}
—t
O
>
—~~
|
[
\'\/
~1 3
N———
I
|
a3
I
N———

—x)2 -1
Tovédbba f(—x) = arctan <E_232+1> = f(x), azaz f péros.

Nem lehet periddikus, mert az egész pozitiv félegyenesen szigori
monoton.
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Magasabbrendii derivéltak

Hasonléan az elébbiekhez definidlhatjuk f(x) harmadik derivaltjat,
mint ”(x) derivéltjat, sét...

Definicié: f(k+t1)(x) := f(K)(x) médon f akdrhanyadik derivéltjat
értelmezni tudjuk. Azt mondjuk, hogy f akdrhanyszor derivalthatd,
ha minden derivaltja létezik.

Lattuk, hogy ha f(x) egyszer derivdlhaté az xp pontban, akkor
hizhaté hozzd érintéegyenes, amelynek egyenlete:

Ye(x) = f'(x0)(x — x0) + f(x0)
S6t, még az is teljesiil, hogy erre az egyenesre

RO yel) () — Fe)(x = %) — Flx0)

X—>X0 X — X0 X—>X0 X — X0

0,

azaz az y.(x) jol kozeliti a fiiggvényt, ha x kozel van xp-hoz. A
magasabbrend( derivéltakkal még jobb kozelitést adhatunk.
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Taylor-polinom

Egy n-szer derivalthaté fliggvény xp koriili, n-edrendii
Taylor-polinomja:

(x —x0)"

n!

B 2
(Xz!xou. ) (x0)

To(x) = f(x0)+f (x0)(x—x0)+f"(x0)
Ez a képlet n = 1-re pont az érintdegyenest adja, egyébként egy
n-edfoki polinomot. Ez xg kozelében j6 kozelitése lesz a
fliggvénynek, egészen pontosan ha f(x) legaldbb n + 1-szer
derivélthatd, akkor valamely ¢ € (x, xp)-ra:

(X _ Xo)n+1

f(X) - Tn(X) = f(n+1)(c) (n n 1)|

A jobboldalon all6 kifejezést nevezik Lagrange-féle maradéktagnak.
Ezt az allitast nem bizonyitjuk.
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Példa

Hatdrozzuk meg a sin(x) negyedrendii, 0 koriili Taylor-polinomjat!
Mekkora hibat vétiink, ha sin(0.1)-t ezzel a polinommal kozelitjiik?

f(x) = sin(x) sin(0) =0
sin’(x) = cos(x) cos(0) =1
cos'(x) = —sin(x) —sin(0) =0
—sin’(x) = —cos(x) —cos(0) = -1
—cos'(x) = sin(x) sin(0) =0
Innen
Ta(x) = 041(x—0)+ 0 _20)2 X _60)3 Lot ;40)4 - x—)i
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Példa - folytatds

Mdsrészt
cos(c)

5!
ahol ¢ € (0,0.1) Mivel |cos(x)| < 1, igy a hiba becsiilheté:

sin(0.1) — T4(0.1) = (0.1 -0),

cos(c) 1. 5
51 12070

—0)°| <
(0.1 -0) < 120

igy 7 jegyre pontos kozelitést kaptunk.

A Taylor-polinomok felhaszndldsaval minden sima fliggvény
kozelitését meg tudjuk hatarozni csak alapmiiveletek segitségével.
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