1. (15 p) Szamitsa ki az alabbi sorozat hatarértékét!
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2. (15 p) Szamitsa ki az f(z) = In(2? + 22 + 2) fliggvény minimumét és maximumat a
[—2, 2] intervallumon, amennyiben ezek léteznek!
Megoldas
f(x) folytonos, ugyanis f(z) = In(z? + 2z + 2) = In((z + 1)? + 1) mutatja, hogy a

logaritmus belsejében szerepld kifejezés mindig pozitiv, igy f(x) pozitiv. Weierstrass
tétele szerint korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi a minimumat és

a maximumat.

A vizsgélando pontok: az intervallum széle és a lokalis szélsGértékek. A lokalis szél-
s6értékek megkereséséhez derivaljuk a fliggvényt!
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A derivalt minden x-re értelmezett mert 22 + 2z + 2 # 0. Egy tort pontosan akkor
0, ha a szamléloja 0, igy 2x 4+ 2 = 0-bol csak x = —1-ben lehet lokalis szélsGérték.
Itt a derivalt negativbol pozitivba valt, tehat lokalis minimum van, és f(—1) =
In(1-2+2)=1In(1) =0.
Masrészt az intervallum szélein f(—2) = In(4—4+2) = 1n(2) é¢s f(2) = In(4+4+2) =
In(10). Mivel az In(y) fiiggvény szigort monoton ng, igy In(2) < In(10), tehat f(x)
maximuméat a 2-ben veszi fel, értéke In(10), minimumat pedig a —1-ben, értéke 0.

3. (20 p) Hatérozza meg az alabbi hatarértékeket amennyiben léteznek!
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Egyrészt lim |z + 1] = 2.
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Masrészt viszont mivel |z| = —x, ha z < 0 és |z| = x, ha > 0 igy
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Mivel cosh(0) = 1 és tan(0) = 0 ez egy g alakd hatarérték, igy alkalmazhato a
L’Hospital-szabdaly, igy:
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hiszen sinh(0) = 0.
. (15 p) Szamitsa ki az alabbi fliggvények derivaltjat!
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Mivel 2% + 1 = (22 + 1), igy
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5. (20 p) Hatérozza meg az f(x) = 2% — bz + 5 és a g(x) = x fiiggvények gorbéje altal
hatarolt korlatos sikidom tertiletét!

Megoldas

A felss hatarolo fiiggvény az g(x) = x, az als6 az f(z) = v* —5x+5. A metszéspontok
az f(x) = g(x) megoldasabol x?—5x+5 = z, azaz 2> —6x+5 = 0, igy (z—5)(x—1) = 0.
A két metszéspont tehat az © = 1 és az = 5. Igy a keresett teriilet az alabbi integral
kiszamitasaval kaphatd meg:
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6. (15 p) Szamitsa ki az alabbi integralokat!
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Megoldas Parcialis integralassal dolgozunk. Legyen f = 2z, innen f = a2 és
g = arctan(z), innen ¢’ = . Azaz:
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ahol C' € R tetsz6leges konstans.



A Newton-Leibniz formula szerint
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. (+15 p) Szamitsa ki az alabbi integralt!
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Megoldas Parciélis tortekre bontassal:
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Ko6z06s nevezdre hozva:
*+1 A B Cex+D  Ax(a®+1)+ B(@* +1) + (Ca + D)2’
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A két oldalon a nevezdk megegyeznek, igy kibontva a szamlalot:
A+ C)+2*(B+ D)+ z(A)+B=2*+1
adodik, ezt megoldva A =0, B=1,C =1, D = —1, azaz
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ahol C' € R tetszdleges konstans.

. (15 p) Oldja meg az alabbi egyenletrendszert!

Tr+2z2= 9
-4 +4y -3z = —13
2l +8y + 8z = 37
Megoldas
Felirva a kibdvitett egyiitthatomatrixot majd Gauss-eliminécioval:
7T 0 2 9 70 2|9 70 2|9
—14 4 -3|-13|~]04 1,5 |~|04 1|5
21 8 8 | 37 0 8 210 00 00
A harmadik sorbol z = t tetszbleges ¢ € R paraméter, aztdn a méasodik sorbol:

b—1 9—2t
4y 41 =5, innen y = I végil az els6 sorbdl 7x + 2t =9, innen x = —




