1. (15p) Szamitsa ki az alabbi sorozat hatarértékét!
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Megoldas:

Csak renddr-elvvel lehet kiszamitani ezt a hatarértéket. Ehhez also és felsG becslésre
van sziikség:
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Mivel minden p € R* konstansra /p — 1, tovabba {/n — 1, igy az also és felsé
becslés is 1-hez tart, azaz a renddér-elv miatt az eredeti hatarérték is 1.
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2. (20 p) Adja meg azon leghdvebb nyilt intervallumokat, amelyeken az f(z) = = + —
x

fiiggvény szigori monoton! Van-e a fliggvénynek inflexiés pontja?
Megoldas:
Ehhez elgszor is a fiiggvény értelmezési tartomanyét kell meghatéaroznunk. f(z) a

nevezd gyokeinek kivételével értelmezett, azaz R\ {0}-n. A monotonitast az elsé
derivalt segitségével vizsgalhatjuk, ehhez:
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Mivel — > 0 minden x € Dj-re, igy csak z? — 16 elGjelén mulik a derivalt elGjele.
Ez egy felefele nyilé parabola, amely a két gyoke kozott negativ, igy
2?2 — 16 = (x — 4)(x + 4)-b6l, f'(x) > 0 ha z € (—oo, —4) illetve = € (4,00), ezen két
intervallumon a fiiggvény szigor monoton né. Masrészt a két gyok kozott negativ a
derivalt, igy a fliggvény szigori monoton csokken (—4,0)-n és (0,4)-en

Inflexiés pontja csak ott lehet a fiiggvénynek ahol konvexitast valt, ehhez f”(z) =0
sziikséges feltétel (ha kétszer derivalthato a fiiggvény). lgy

F= e

Mivel egy tort csak akkor lehet 0, ha a szamlaloja 0, igy a méasodik derivalt sehol
sem 0, tehat a fiiggvénynek nincsen inflexioés pontja.

3. (15 p) Szamitsa ki az alabbi hatarértéket, amennyiben létezik!
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Megoldas:

lim Sin(m)tan(:ﬂ) — lim eln(Sin(x)tan(I)) — lim etan(x) In(sin(z))

z—0+ x—0+ z—0+
Az e” fiiggvény folytonossaga miatt elegendd a kitevs hatarértékét kiszamitani, majd
a kapott hatarértéket visszahelyettesiteni a kitevébe. A kitevs egy 0- oo alaku szorzat
a 0-ban, igy atalakitva:
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lim tan(z)In(sin(x)) = lim In(sin()) =L im sin(z) _ lim — cos(x)sin(z) = 0,
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innen az eredeti hatarérték: e = 1.

. (15 p) Hatarozza meg az alabbi fiiggvény érintGegyenesének egyenletét az zp = 1
pontban!
f(z) =3arcsin(l — z) + 8

Megoldas: Az érintGegyenes egyenlete xg-ban:
ye = f'(xo)(x — 20) + f(0)
Ehhez f(zo) = f(1) = 3arcsin(l — 1) + 8 = 3arcsin(0) + 8 = 8, illetve
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fi(x) =3

Innen f'(1) = —3, azaz a keresett egyenes egyenlete: y, = —3(x —1)+8 = =3z + 11.

. (15 p) Hatarozza meg az f(x) = 2> — 1 és a g(x) = —x? + 1 fiiggvények gorbéje altal
hatarolt korlatos sikidom teriiletét!

Megoldas:



A fels6 hatarolo fiiggvény az g(x) = —z% + 1, az als6 az f(x) = 22 — 1. A met-
széspontok az f(z) = g(x) megoldasabol 22 — 1 = —z% + 1, azaz 22% — 2 = 0, igy
(x —1)(z 4+ 1) = 0. A két metszéspont tehat az x; = —1 és az x5 = 1. Igy a keresett
tertilet az alabbi integral kiszdmitasaval kaphatd meg:
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. (20 p) Szamitsa ki az alabbi integralokat (tipp: az egyik integral kiszdmitasahoz
alkalmazza az t = e” helyettesitést)!
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Az els6 integral — alaku, itt nem sziikséges helyettesiteni, hanem kozvetlentil
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Megoldas:

/ ¢ =In|e®+1| + C,
e’ +1

ahol C' € R tetsz6leges valos konstans.

A maésodikhoz alkalmazzuk a t = e* helyettesitést! Ekkor e?* = ¢2, illetve e* = t-bdl
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x = In(t), innen i —, azaz

dat t

2z t? 1 t t+1-—1 -1
/ ¢ dx:/ St = —dt:/+—dt:/1+—dt:
11 11tt Pl Pl P

3




t—Injt+1]+C =¢"—Inle® + 1|+ C,
ahol C' € R tetszbleges valos konstans.

. (+15 p) (Ezen feladat megolddsa nem szikséges a mazximum pontszam eléréséhez.)
Oldja meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan!

2422 +72°=0

Megoldas:
Irjuk fel z-t z = a + ib algebrai alakban, ekkor:

2
(a+ib)* + 2 <\/a2+62> + (a—ib)* =0
a® + 2aib — b* + 2(a® + b*) + a* — 2aib — b* = 0

Ekkor a képzetes rész a baloldalon kiesik, igy minden a, b péarra igaz lesz a képzetes
részekre vonatkozo 0 = 0 egyenlet. A valds részre vonatkozo egyenlet:

AA(1+2+ 1)+ (-1+2-1)=4a>=0

Ennek egyetlen valés megoldésa az a = 0. Igy azt kapjuk, hogy az egyenletet kielégiti
minden olyan komplex szam, amelynek valos része 0, képzetes része pedig tetszéle-
ges, azaz ha t € R tetszbleges valos paraméter, akkor z = it megoldasa az eredeti
egyenletnek.

Az alabbi feladatot csak a 40% eléréséhez javitjuk ki.

. (15 p) Dontse el, hogy van-e az alabbi matrixnak inverze! (Ha van, akkor sem kell
kiszamolnia, hogy melyik matrix az).

7 0 2 3
-14 4 -3 0
21 8 10 20
-7 -4 -5 —-13

Megoldas:

Egy matrix pontosan akkor invertalhatd, ha a determinansa nem nulla, igy ennek
kiszamitasahoz a fenti matrixot Gauss-eliminaljuk (mivel nincs benne sok 0 a kifejtési
tétel itt nem célszert).

70 2 3 70 2 3 70 2 3
—14 4 =3 0 | |0 4 1 6 | (04 1 6|
21 8 10 20 | |0 8 4 11 00 2 -1
-7 —4 -5 -13 0 —4 -3 -10 00 —2 —4



702 3
041 6
00 2 -1
000 =5

Fels6 haromszogmaétrix determinansa a féatloban 1évé elemek szorzata, azaz
7-4-2-(=5)#0,

tehat invertalhaté a matrix.



