Segédanyag az A3 targy mésodik zarthelyi
dolgozatahoz

Safar Orsolya

1 Komplex szadmok fogalma

A komplex szamok a valos szdmok természetes kiterjesztése, annak érdekében,
hogy a gyokvonas miuvelete elvégezhetd legyen a negativ szdmok korében
is. Vegyiik tehat hozza az eddig megszokott valés szamokhoz a /—1-et, és
jeloljik el ezt az 4j szamot i-vel. A komplex szamok igazabdl a valos szamok és
ezen ¢ valahényszorosanak Osszegei. A komplex szédmokat legegyszertibben
a komplex szamsikon képzelhetjiik el, mint vektorokat. Minden komplex
szam megfelel egy az origdbbdl az adott pontba mutaté vektornak. A kom-
plex szamsik két tengelyét valds, illetve tengelynek nevezziik, egy z kom-
plex szam koordinatait pedig a komplex szam valos illetve képzetes részének
(jelolesiik: Rz = a, illetve Iz = b). Ezek alapjan minden szam megegyezik
a tengelyekre eso vetiileteinek osszegével: z = a + ib. (Hasonléan mint ah-
ogy sfkvektoroknal megszoktuk az xi + yj jelolést, ahol i, j a két tengelyen
1évo egység hosszt vektorok. Itt annyi a kiilonbség, hogy a valos tengely
egységvektoranak nincs kiilon jele, a képzetes tengelyé pedig 7).

Im“

Egy komplex szam origbotol vett tavolsagat nevezziik a szam abszolutértékének

(jele r), a valos tengely pozitiv felével bezart szogét pedig a komplex szam
szogének (jele: ). Ezen mennyiség segitségével a fenti z = a+1ib alak helyett
hasznalhatjuk az



z =r(cos¢ + isinp)

trigonometrikus alakot is (mivel cos p = %, sinp = % definicio szerint). Végiil
a trigonometrikus alakot révidithetjiik:

z=re¥

Euler-alakra. Annak indoklasa, hogy ez utobbi két alak ugyanaz, Taylor-
sorfejtés segitségével torténik. Ugyanis

k=0

Figyelembe véve, hogy %% = 1, i#F+1 = 4, 4k+2 = 1 443 =

hogy a fenti sor megegyezik a

—1, kapjuk,

0 52k+1
isinz =1 -1
k:o( ) (2k + 1)!
7 0 L 22k
cosz = kz_o(l) k)

sorok Gsszegével.)

2 Alapmiuveletek a komplex szamok korében

Koénnyen értelmezhetjiik egy komplex szam és egy valos szam szorzatét, és
Osszegét, legyen z = a + b, ¢ € R. Ekkor
c+z=(c+a)+ib
c-z=c-a+ic-b
A komplex szamok korében értelmezett a négy alapmivelet. Legyenek
z1 = ay + iby, illetve zo = a9 + iby két tetszoleges komplex szdm. Ekkor
definici6 szerint:
z1+ 290 = a1 +1by + ag + iby = (a1 +a2)+i(b1+b2)
z1 — 2o = a1 +1by —ag — iby = (a1 —az)—i-i(bl _bQ)
2129 = (a1 +iby) - (ag + ibs) = ayas + i*byby + ia1by + iash
= (arag — b1ba) + i(aiba + agby)

Az osztéas kicsit triikkosebb, de ki lehet szedni a nevezobol a képzetes
szamot a kovetkezo triikkel:



ai + by a1 +1iby  ag — iby aras — i2b1by + —iaiby + ibias

as +1iby  ag +iby ag —iby as? — (iby)?
araz + bibs +i(—a1ba + braz)  ayas + biby Z.—alb2 + bras
as? + bQ2 as? + 522 as? + b22

A szorzas és osztas miuvelete sokkal egyszertibben elvégezheto az Euler-
alak segitségével, ugyanis:

2129 = r1€'¥lree’?? = 7“17“26’(“"1+“’2),

tovabba

i1
A_TNeT T ooi—pr
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A hatvanyozas és gyokvonést nem szokés a + ib alakban végezni, ugyanis
mig a
2" = (a+1ib)"

kifejezés csak a binomiéls tétellel bonthaté ki, addig

pr— (reitp)n — rneingo

igen konnyen szamolhato. A gyokvonas pedig nem is végezheto el a trigonometrikus
vagy Euler-alak nélkiil:

Vz= freit,
ahol k =0,1,...n — 1. Ezt a képletet ugy kell érteni, hogy minden komplex
szamnak n darab n-edik gyoke van, és ezeket tugy kell kiszdmolni, hogy a

fenti képletbe be kell helyettesiteni a k értékeket (mind az n darabot), és
ami kijon, az az n db n-edik gyok.

Kidolgozott mintapéldak

Végezziik el a kijelolt miiveleteket!
1. (2419)(1—19)

2. (34 6i)(4 + 7i)

2431
3. 4-21

4. (1-19)®

5. v/—1
Megoldasok:

L 2+i)(1—-i)=2-i®—-2i+i=2+1—-i=3—1



2. (34 66)(4+ Ti) = 12 + 4242 + 24i + 21i = —30 + 45i

3. 2430 _ 2430 4420 _ 8—6+i(4+12) _ 2416i __

1, .4
© 4-2i T 4-2i 4f2i — 42422 0 — 10 T!5

4. (1-)P = (V2 +127)5 = 525 i25ms /525 idm

5. \4/': S Vlem=1- e s = 'Y agaz e, ela e eta T
e'aT"2 a négy keresett gyok.

3 Komplex elemii szaAmsorozatok és szamsorok

3.1 A konvergencia definici6ja

Komplex szédmsorozat konvergenciajan ugyanazt kell érteniink, mint valds
szamsorozatok esetén: az elemek egy bizonyos kiiszobindex utan egyre kézelebb
kertilnek a hatarértékhez (amely egy komplex szam). A tavolsédgot ebben az
esetben a két szam kiilonbségének abszolutértékével mérjiik. Ebbol a defini-
ci6bol kévetkezik, hogy egy komplex szdmsorozat pontosan akkor konvergens,
ha az elemeinek valos része és képzetes része is konvergens.

Kidolgozott mintapélda
Mi az alabbi sorozat hatarértéke?

n—+1 2y/n—1
Zn = —}-zf
n3—3 vVn+1

Ebben az esetben kiilon megvizsgaljuk a valds részt, ami:

n+l 0¥ S+ 040

nd—1 nd 1-3 1-0

0,

illetve a képzetes részt, amire:

2/n—1 2—%_}2—0_2
v+l yn 14+yn 140 7

Ezek alapjan a keresett hatarérték: 0 + 2.

3.2 A Cauchy-tulajdonsag

Hasznos fogalom a szamsorozatok vizsgalatanal a Cauchy-sorozat. Akkor
mondjuk egy sorozatrél, hogy az Cauchy-sorozat, ha minden ¢ > 0-hoz
létezik N(g), hogy minden n,m > N(e) esetén |z, — z;,| < &. Mag-
yaran szolva elég nagy indext tagjai a sorozatnak tetszolegesen kézel vannak
egymashoz. Ha z, egy komplex szamsorozat, akkor a konvergencia ekvivalens
a Cauchy-tulajdonsaggal, azaz egy sorozat konvergens akkor és csak akkor,



ha Cauchy-sorozat. Ezt a tényt felhasznalhatjuk, hogy bebizonyitsuk egy
sorozat konvergens vagy divergens voltat.

Kidolgozott mintapélda
Konvergens-e az alabbi sorozat?

zn, = cos(ny) + isin(ny)
Nem konvergens, mert nem Cauchy. Euler-alakban felirva:
zn, = cos(nyp) + isin(ny) = ™.

Ebbol latszik, hogy a sorozat elemei a komplex egységkoron helyezkednek el,
és a szogiik fix mennyiséget, 1-et valtozik minden lépésben (radidnban sza-
molva). Ez azt jelenti, hogy barmely két szomszédos elem tavolsaga allando,
pozitiv mennyiség. Igy nem teljesiilhet a Cauchy-feltétel olyan e-ra, amely
ennél a fix tavolsagnal kisebb, emiatt a sorozat nem lehet konvergens.

3.3 0-hoz tart6é sorozatok

A konvergencia fenti definici6jabol az is kovetkezik, hogyha egy z, sorozat
konvergens, és z, = r,e’?, akkor az r, és ¢, sorozatok is konvergensek, és
ha z, — z = re'?, akkor r, — r és ppmod2m — ¢, kivéve, ha r = 0. Ha
0-hoz tartd sorozatrdl van szé, akkor r, altalaban kénnyen becsiilheto, és ha
rn, — 0, akkor a szoget nem kell vizsgalnunk (ez konnyen belathatoé pl. a
Cauchy-tulajdonsag segitségével).

Kidolgozott mintapélda
Konvergens-e az alabbi sozozat?

Igen, mert
1

Yn+4

igy az egész sozozat tart a 0 (komplex) szamhoz.

|2n| =m0 = — 0,

3.4 Veégtelenhez tartd sorozatok

Itt van a legnagyobb kiilonség a valés szamoknal megszokott definicibhoz
képest. Akkor mondjuk, hogy egy komplex szamsorozat tart a végtelenbe,
ha az abszolutértéke tart a végtelenbe. A szog itt egyaltalan nem érdekes. Igy
példaul mig a valos szamoknal a (—1)™n sorozatot divergensnek neveztiik, a
komplex szamok kérében ez a végtelenbe tart. Erdemes tigy gondolni, hogy
a komplex szadmoknél csak egy oo van, nem ugy mint a valésoknal, ahol volt
400 és —o0.



Kidolgozott mintapéldak
Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi sorozatok a végtelenbe tartanak:

a, 2z, = (n4 — 1)(3“"‘*‘”2_1
b, z, =n? —10n + i(cos(v'n — n3))
Megoldasok:

a, Tn = |2n| = n* — 1 = oo, igy a definicié alapjan z, — oc.

b, 7n = |2a] = /(n2 — 10n)2 + (cos(n — n3))2 > /(n? — 10n)2 + 0 >

> n? — 10n >* %nz — 00, a >* elég nagy n-re teljesiil. Ezzel bebizonyi-
tottuk, hogy a masodik sorozat is végtelenbe tart.

Gyakorlé példak
Vizsgaljuk meg az aldbbi komplex elemi sorozatokat konvergencia szem-
pontjabol!

a, zZp = %i \/ﬁem
b, = YU+ in
c, Q—Sem
d, i—?em
e, e’iﬂ'TL
Megoldasok:
a, 0-hoz tart

b, 1—%i—hez tart
¢, 0-hoz tart
d, oo-hez tart

e, nem konvergens, mert nem Cauchy



3.5 Komplex szamsorok

A komplex szamsorok 0sszegét hasonloan definialhatjuk a valés esethez, azaz

00 N

Zp = lim E Zn.
Z " N—o0 4 "
=0 1=0

Emiatt igaz marad a komplex szamsorozatokra kimodott tulajdonsag: a
részosszegek valos és képzetes része tart az Osszeg valos illetve képzetes
részéhez. Igaz tovabba két fontos tétel, amelyekkel mar talalkoztunk a valos
szamoknal is: ha a sor konvergens (létezik az Osszeg), akkor z, — 0 (vi-
gyazat, ez forditva nem igaz, ha z, — 0, attél még nem feltétlen konvergens
a sor).

A masik pedig: ha |z,|-bol képzett sor konvergens, akkor a z,-ekbol
képzett sor is konvergens, ezt neveztiik abszolit konvergencianak. Vigyazat,
ez az allitas sem igaz forditva, Y z, konvergenciajabol nem kovetkezik > |z, |
konvergenciaja.

Kidolgozott mintapéldak
Konvergensek-e az alabbi végtelen Gsszegek?

a, Z?LOZO (% + Z3%”)
b? Z;.Lo:]. #einQ
¢, ZZO:O ((1 + %) + ZnQL-H)

d, >0 ,(z—1)", ahol z egy tetszoleges komplex szam
a, Konvergens, és ebben az esetben a sorosszeget is meg tudjuk hatarozni: a
valos részé: o7 % = e. Ezt az e” fiiggvény Taylor-sorfejtésébol tudjuk,

' 11

ha behelyettesitiink « = 1-et. Mésrészt a képzetes rész: ) >~ = T =
3

%,a geometriai sor Osszegképlete miatt. Igy kérdezett sorosszeg: e + Z%

b, Konvergens, mert abszolit konvergens. Ugyanis

(o] o0 1
D lml =) — <o
n=1 i:ln

¢, Nem konvergens, mert az altalanos tag nem tart 0-hoz, mivel

1 2 2
) ) v




d, A valasz most z értékétol fiigg. Ha |z — 1| < 1, akkor hasznalhatjuk azt
a tételt, amely szerint abszolut konvergens sor konvergens. Tehat ilyen
z-kre a sor konvergens. Ha viszont |z — 1| > 1, akkor az 4ltalanos tag nem
tart 0-hoz, mivel az abszolatértéke nem tart O-hoz (hiszen egy egynél
nagyobb szam hatvéanyai a végtelenhez tartanak, mig ha |z| = 1, akkor z
hatvanyainak abszolutértéke 1). Ezen z-kre tehat a sor divergens.

Osszefoglalva: ezen sor konvergenciatartomanya, azaz azon z-k halmaza,
amelyekre a sor konvergens, az 1 + 0i kozépponti, 1 sugari nyilt korlap.

Gyakorlé feladatok Vizsgaljuk meg az alabbi sorokat konvergencia
szempontjabol!
1, 20
a, Z’ZOZ]. (W + Z@)
n .
b, 300 (L+3)" +i3)

00 ™ in?
C, Dot n341¢

d, >0 (22 — 3i)™, ahol z egy tetszoleges komplex szam
Megoldasok:

a, a sor konvergens, a sorosszeg é + 24

b, a sor divergens az altalanos tag e® + 0i-hez tart, nem 0-hoz

¢, a sor konvergens, mert abszolit konvergens

d, a sor konvergenciatartomanya a 0+ %z kozépponti, % sugart nyilt korlap

4 Komplex szamokon értelmezett komplex értéka
fliggvények
4.1 Fiiggvények hatarértéke

Egy komplex szamokon értelmezett komplex fiiggvényt

f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
alakban eloallitva a zg pontban a fiiggvény hatarértéke:

) = e MO T e VY
Ha egy fliggvénynek minden pontban létezik hatarértéke, akkor a fiiggvényt
folytonosnak nevezziik. Folytonos fliggvényekre igaz, hogy a hatarértékiik
egy zo pontban egyszertien f(z9). Ha viszont a fliggvény nem folytonos



(példaul 0-val osztas miatt), akkor a kétvaltozos fiiggvények tanult modon
kell eljarnunk.

A megoldast a legtobb esetben tgy célszerti kezdeni, hogy felirjuk az
z = x + iy Osszefiiggést. Néha célszert az f(z,y) fliggvényt is két részre
bontani (u + iv), de nem minden esetben.

Altalaban konnyebb azt belatni, hogy nem létezik a hatarérték. Erre
az az altalanos moédszer, hogy megmutatjuk, hogy a fiiggvény hatarértéke
fligg az irdanytol, amelybol kozelitjiik zg-t. Viszont ez nem lehetséges, mivel
a hatarérték egyértelmi, azaz ebben az esetben nem létezhet. A maésik
lehetGség, ha belatjuk, hogy a hatarérték valamilyen iranybol oco.

Kidolgozott mintapéldak
Hatarozzuk meg a kovetkezo hatarértékeket!

. e?
a, hmz—)O z

b, li lz2
, UMz —0 —
B

¢, hmz—>0 Z

Megoldasok:

a, A kérdéses hatarérték nem létezik. Legegyszertibben ezt ugy lathatjuk be,
ha megvizsgéljuk, hogy mi torténik ha a valds tengely pozitiv fele mentén
kozelitjiik meg az origot. Ekkor a keresett hatarérték a kovetkezo alakot
Olti:

x

lim — = 400,
r—0+ X

ugyanis €’ = 1, amit egy nagyon kicsi pozitiv mennyiséggel osztunk.

Mivel van olyan irdny, amelybol nem létezik, igy biztos nem létezik a
fliggvény hatarétéke.

b, Ennek a fiiggvénynek létezik a hatarértéke az origbban. Alakitsuk at a
fliggvényt!
= lim — = lim : =
z—0 2z z—0,y—0 T + 1y z—=0,y—0 T + 1y T — 1Y

o @G
x—0,y—0 x +y2

=z —1y,
aminek a hatarértéke az origéban 0 4+ 03.

¢, Ezen fiiggvénynek nem létezik hatartértéke az origbban, mert

2 2 2 20 _ 4
fm A g VOV, VO EGr iy

2—0 z z—0y—0 =+ 1y z—=0y—0 T +1y T — 1y




. V(@) (@ —dy) : T — iy
lim 3 = lim —
z—0,y—0 x4 4+ y2 z—0,y—0 /12 + yQ

. xz . )
1
00 SR E g P L
az utolso6 alakot felhasznalva kozelitsiik az origbt a valos illetve a képzetes
tengely pozitiv fele mentén. Elso esetben x — 0+, y = O:

0
lim — =1.

x .
x—0+ \/3;-2 +Z\/x2 N

A masodik esetben x =0, y — 0+:

lim ——

y—0+ \f o \/7
Mivel 1 # —i, igy a hatarérték fiigg a kozelités irdnyatol, ami nem
lehetséges. Igy belattuk, hogy a fiiggvénynek nem létezik hatarértéke
az origdban.

Gyakorlé feladatok

4
a, hmz—>0| d

=

1imz—>0 T2]

¢, Szamoljuk ki a fenti ¢, feladatban a tengelyeken negativ iranybol kozelités
esetén a hatarértéket.

Megoldasok:
a, 0
b, nem létezik
¢, —1 illetve ¢
4.2 A komplex derivalt fogalma, Cauchy—Riemann egyen-
letek, harmonikus fiiggvények

A komplex fiiggvények adott pontbeli derivalhatésagahoz két dolog kell (ez
egy sziikséges és elégséges feltétel): egyrészt az u(x,y) és v(x,y) mint valos
kétvaltozos fiiggvények totéalisan derivalhatoak legyenek, masrészrol teljesiteniiik
kell a Cauchy—Riemann egyenleteket:

Uy (2,) = vy (,y)

10



U;(l’,y) = _U;:(:Ea y)

Ha egy fiiggvény egy pont kis kérnyezetében mindeniitt derivalhat6, akkor
regulérisnak nevezziik az adott pontban.

A Cauchy—Riemann egyenletekbol kévetkezik, hogyha egy komplex fiig-

gvény derivalhato, akkor a valés és képzetes része is harmonikus, azaz

u”:m:(l‘a y) + u”yy(fv?/) = 0

V" 22 (,Y) + 0" yy(z,y) = 0.

Egy u(x,y) harmonikus fiiggvény harmonikus tarsanak nevezziik azt a v(zx, y)
fliggvényt, amivel egylitt kielégiti a Cauchy—Riemann egyenleteket. Ennek
meghatarozasahoz magukat az egyenleteket kell felhasznélnunk.

Kidolgozott mintapéldak
Milyen ¢ esetén reguléris az f(x,y) = ¢(2x — 3y) + i(6x + 4y) fiiggvény?
Lehet-e 23 — y egy regularis fiiggvény valos része?

Bizonyitsuk be, hogy a u(x,y) = 223 — 6xy? + 5x — 2y fiiggvény har-
monikus, és keressiik meg a harmonikus tarsat!

Akkor reguléris, ha valés derivalhato (ami itt teljesiil), tovabba eleget
tesz a Cauchy-Riemann egyenleteknek, azaz c(2x — 3y),, = (6x + 4y);, és
c(2z — 3y), = —(6x + 4y),. Elvégezve a derivalasokat, kapjuk: 2¢ = 4,
illetve —3c = —6. Ezek alapjan az egyetlen megoldas ¢ = 2.

Csakis akkor lehet, ha harmonikus, azaz (x3 — ), + (2% — y);y—nek kell
0-nak lennie. Viszont elvégezve a derivalasokat 6z-et kapunk, ami nem
azonosan 0, igy ez nem lehet egy egész sikon reguléris fliggvény valds része
(egyébként képzetes része sem).

Mivel (22° — 6y + 52 —2y),, + (22° — 62y® + 52— 2y),,, = 120 — 122 = 0,
igy ez a fliggvény harmonikus. Jeloljiik a harmonikus tarsat v(x,y)-al.
Ekkor teljesiilnie kell, hogy u), = v!, és u! = —v!,, azaz:

Y’ y
(22° — 6zy® + 5x — 2y); = 62% — 6y +5 = vy (z,y)
Ezen egyenletekbol a megfelelo valtozo szerinti integralassal kapjuk:
v(z,y) = /6$2 — 6y® + 5dy = 62°y — 2y° + 5y + 1 (x)

v(z,y) = / 122y + 2dx = 62%y + 2 + ca(y).

11



c1(z) egy olyan konstanst jelol, amely még fiigghet x-tol, de y-t6l mar
nem. Ez azért jelenik meg, mert ha v(z,y)-t y szerint derivaljuk, akkor
azon tagok, amelyek csak z-t0l fliggnek elttinnek, és oket nem hozza vissza
az y szerinti integralas. A két egyenletet Osszevetve kapjuk: v(z,y) =
622y — 2y> + 5y + 2x + ¢, ahol a ¢ ténylegesen konstans, nem fiigg egyik
valtozotol sem.

Gyakorlé feladatok
a, Milyen c esetén lesz regularis a c(x — y) + i(x? + y) fiiggvény?
b, Milyen c esetén lesz reguléris a 3c(2yx — y) + i(cx + cy?) fiiggvény?

¢, Lehet-e az u(z,y) = 322y — y> egy regularis fiiggvény képzetes része? Ha
igen, hatarozzuk meg a harmonikus tarsat.

Megoldésok:
a, semmilyen c-re sem
b, minden c-re

¢, igen, a harmonikus téarsa: 3zy% — 23 + c.

4.3 Elemi fiiggvények kiterjesztése, azonossagok

Az elemi fiiggvények koziil legkbnnyebben az exponencialis fliggvényt tudjuk
komplex szadmokra értelmezni az Euler-alak segitségével:

e = "t = e = ¢%(cos(y) +isin(y)).

c stz

e regularis az egész komplex szamsikon
° (€Z)/ — €Z

e ¢ # 0, semmilyen zre, de minden mas értéket felvesz (pl. negativ
valos szamokat is)

e ef1T22 — 2122

A trigonometrikus és hiperbolikus fliggvények definicidja:

. eiz _ e—iz eiz + e—iz
sin(z) = — cos(z) = —s
z_ -z z —z

sinh(z) = %, cosh(z) = %

Ezen definiciokbol kovetkeznek az alabbi tulajdonsagok:

12



e valamennyi fliggvény reguléris az egész komplex szdmsikon
e sin(z)’ = cos(z)

e cos(z) = —sin(z)

e sinh(z)’ = cosh(z)

e cosh(z) = sinh(z)

o ’ sin(iz) = isinh(z) ‘

o ’ cos(iz) = cosh(z) ‘

e sin(z + iy) = sin(z) cosh(y) + i cos(z) sinh(y)

e cos(x + iy) = cos(x) cosh(y) — isin(z) sinh(y)

e sin(z)% +cos(2)? =1

e cosh(z)? —sinh(z2)? =1

A logaritmus fiiggvény: egy szam logaritmusa a komplex szamok korében
sajnos nem egyértelma. Mi lenne példaul In(1) komplex értelemben? Minden
olyan szam, amelyre e = 1. Na de ilyen szambol végtelen sok van, hiszen
minden ¢2k7 alakt szadm jo, ahol k € Z tetszoleges. Ennek oka az, hogy a

komplex szamok szoge csak mod27 egyértelmt. Ezért a logaritmust komplex
értelemben a kévetkezoképpen kell definialni:

In(z) = In|z| + i(arc(z) + 2kn), ha z € C\ (—o0,0],

ahol k € Z tetszoleges. Ez azt jelenti, hogy a nempozitiv valés szdmoknak
nem értelmezett a logaritmusa (ez késobb amugyis gondot okozna).

Ezen definicioval elveszik a logaritmus azonossagainak nagy része. Mindig
legyiink 6vatosak, ha logaritmus fliggvényt kell atalakitani!

Kidolgozott mintapéldak
a, Bizonyitsuk be a definici6 alapjan, hogy sin(iz) = isinh(z).

b, Bizonyitsuk be a regularitas felhasznalasa nélkiil, hogy cos(z) valds része
harmonikus.

¢, Bizonyitsuk be, hogy |sin(z + iy)| = \/SiIlQ(:L‘) + sinh?(y)
d, Bizonyitsuk be, hogy sin(z) nem korlatos.
e, Igaz-e, hogy In(z2) = 21In(2)?

f, Hozzuk z + iy alakra: sin(3 + 47)
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g,

tan(1l +14) =7
In(104) =

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a komplex szamok korében: sin(z) = 5.

cosh(iz) =3

ef=—-1+1

Megoldasok

sin(iz) = eiiz_zz‘ffm =€ = &€ = €= = jsinh(2)

R(cos(z)) = cos(z) cosh(y) alapjan, (cos(z) cosh(y))n,+(cos(z) cosh(y ))yy

— cos(x) cosh(y) + cos(z) cosh(y) = 0, azaz a fliggvény harmonikus.

|sin( + iy)| = /(sin(x) cosh(y))? + (cos(x) sinh(y))? =
V/sin(x)2 cosh(y)2 4 (1 — sin(z))2 sinh(y)2 =

\/sin(x)2 cosh(y)? + sinh(y)? — sin?(z) sinh(y)2 =
V/sin()2(cosh(y)? — sinh(y)?2) + sinh(y)? =
\/sinz(m) + sinh?(y)

Az elozo feladat eredményét felhasznalva lathatjuk, hogy a sin(z) fiig-
gvény abszolatértéke a szam komplex részétol egy végtelenbe tarté moédon
fligg, ha y tart a végtelenbe, igy nem lehet korlatos.

Ez nem igaz, mivel definici6 szerint
In(2%) = In(r?e%) = In(r?) 4 i(2¢ + 2k7) = 21n(r) + i(2p + 2k7)
21n(z) = 2(In(re™?)) = 2(In(r) + i(p + 2kn)) = 21In(r) + i(2p + 4kn)

sin(3 4 44) = sin(3) cosh(4) 4 i cos(3) sinh(4)

. sin(—1)cosh(1) +dcos(—1)sinh(1)
tan(=1+1) = cos(—1) cosh(1) — isin(—1) sinh(1)
—sin(1) cosh(1) 4 i cos(1) sinh(l)
cos(1) cosh(1) + isin(1) sinh(1)

—sin(1) cosh(1) 4 i cos(1) sinh(1) cos(1)cosh(1) — isin(1)sinh(1)

cos(1) cosh(1) + isin(1)sinh(1)  cos(1)cosh(1) — isin(1)sinh(1)
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h,

i,

J

—sin(1) cos(1) cosh(1)? + sin(1) cos(1) sinh(1)?
cos(1)2 cosh(1)? + sin(1)2 sinh(1)?
i (cos(1)? cosh(1) sinh(1)) + sin(1)? cosh(1) sinh(1)
cos(1)2 cosh(1)2 + sin(1)2 sinh(1)?2
—sin(1) cos(1) + isinh(1) cosh(1)

In(10i) = In(10) + i(% + 2k7), k € Z
sin(z) = 5 megoldasahoz irjuk at a sin-t!
sin(z + iy) = sin(z) + cosh(y) + i cos(z) sinh(y) = 5 + 01,
ami két egyenlet:
sin(x) cosh(y) =5
cos(z) sinh(y) = 0

A maésodik egyenlet miatt vagy cos(z) vagy sinh(y) = 0. Ha ez utoébbi
lenne, akkor y = 0 miatt cosh(y) = cosh(0) = 1 miatt sin(x) = 5 kéne
legyen, de ez a valos szamok korében ellentmondas. Emiatt csak cos(x) =
0 lehet.

Ekkor z = § + km, ami miatt sin(z) = sin(§ + k7) = 1 vagy —1 k
paritasatol fliggden. De ha —1 lenne akkor az elso szorzat csak agy lehetne

5, ha cosh(y) = —5 lenne, ami ellentmondés a valés szamok korében, igy
cos(x) = 1 lehet csak, azaz x = § + 2km.

Emiatt az elso egyenletbol y = arcosh(5).

cosh(iz) = cos(iiz) = cos(—z). Azaz —z = x + y-re kell megoldanunk egy
teljesen hasonld egyenletrendszert, jelestil:

cos(z) cosh(y) = 3

sin(z) sinh(y) = 0

Az sinh(y) = 0 itt is ellentmondéshoz vezet, mert akkor cos(z) = 3 kéne
legyen, igy itt is sin(x) = 0 miatt x = kn. Hasonloan a fenti esethez,
cos(z) csak +1 lehet a cosh(y) miatt, igy x-re 2km adodik, y-ra pedig
areacosh(3). Igy az egyenlet megoldasai a —2km—arcosh(3) alakt szamok.

¢? = —1 41, mindkét oldal logaritmusat véve: z = In(—1+14) = In(v/2) +
(3T + 2km).
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4.4 A komplex vonalintegral

Egy f(z) komplex értéki fliggvény az L iranyitott gorbe menti integraljan a
kovetkezo mennyiséget értjiik:

t2
[ sz = [ s
L t

ahol a z(t) az L gorbe paraméterezése t; kezdoponttal és to végponttal,
f(z2(t)) pedig azt jelenti, hogy az f(z) fliggvény valtozoja helyébe be kell
irnunk a gorbe paraméteres egyenletét (ez a fliggvény lokalizaltja).

Az alabbi gérbék paraméterezését kell mindenképpen ismerniink:

A z1 kezddpontu, zo végpontu iranyitott szakasz paraméteres egyenlete:
z(t) = (za—z1)t+21, t€[0,1]. Ezt kell majd behelyettesiteni a fiiggvénybe,
illetve 2(t) = z9 — 21, ezzel kell majd a fiiggvény lokalizaltjat szorozni.

Az origd kozéppontt, rg sugart teljes korvonal paraméteres alakja (poz-
itfv irdnyitassal): z(t) = roe', t € [0,27]. Ennek a derivaltja ¢ szerint:
roiet.

Amennyiben az integralandé f(z) fiiggvény regularis, akkor az z; kezdopont,
zo végpontd irdnyitott L gorbe mentén vett integréljanak kiszamitésakor
hasznalhatjuk a Newton-Leibniz formulat. A formula szerint ha F'(z) =
f(2), (azaz az integrandus primitiv fiiggvénye F'), akkor

/ F(2)dz = F(z) — F(z)
L

Nem regularis fliggvény esetén viszont csak a paraméterezéssel tudjuk meghatéarozni
az intgralt.

Kidolgozott mintapélda

Szamoljuk ki az [, f(z)dz integrélt, ha

a, L: origo kozéppont, 2 sugart, elso siknegyedbe eso negyedkoriv, f(z) = z
b, L: az 2 pontbdl az 2i pontba mutato szakasz, f(z) = z

, L origo kézépponti, 2 sugart, elso siknegyedbe eso negyedkoriv, f(z) =
sin(z)

O

d, L: az 2 pontbdl az 2i pontba mutato szakasz, f(z) = sin(z)
Megoldasok:

a, Jelen esetben mivel z nem reguléris, ezért csak paraméterezéssel dolgo-
zhatunk. Ekkor z(t) = 2¢”, ¢t € [0, Z], tovabba f(z(t)) = z(t) = 2 =
2e " igy

/ F(2)dz = / * e~ ieitdt = [4it)d = 2mi.
L 0
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b, Most z(t) = (2i—2)t+2, t € [0, 1], tovabba f(z(t)) = 2(t) = (20 —2)t +2 =
(=21 —2)t + 2 igy
! 1
/ f(2)dz = / ((—2i-2)t+2)(2i—2)dt = —2(2i—2) [(i + 1)t*/2 — t] , = 4i
L 0
Erdemes megfigyelni, hogy noha a két gorbe kezdd és végpontja azonos,

az integralok értéke mégis kiilonbozik (nem reguléris fiiggvényekre nem
érvényes a Newton-Leibniz formula).

¢, Mivel most f(z) = sin(z) regularis fliggvény, ezért

/Lsin(z)dz = [ cos(2)]3 = cos(2i) — cos(2) = cosh(2) — cos(2)

d, Mivel regularis fiiggvény esetén az integral értéke nem fiigg a gérbe alakjatol,
csak a kezdo és végpontjatol, ezért most is az elo6zo eredményt kapjuk.

Elcadéason szerepelt a Newton-Leibniz formula trivialis kovetkezménye
Cauchy-Goursat tétel néven: ha f(z) reguléaris fiigvvény, akkor az 6 zart
gorbe menti integralja nulla (zart gérbe azt jelenti, hogy a kezdopontja meg-
egyezik a végpontjaval).

Ha a fliggvény nem reguléris, egy specialis esetben mégis ki tudjuk sza-
molni az integraljat. Erre valéak a Cauchy integralformulék, amely szerint
ha L egy egyszeri zart gorbe amely egyszer keriili meg pozitiv iranyitassal
a zg pontot, akkor

(2) dz = 27if(20)

L%~ %0
illetve )
y{ f(2) Qs — 27m.f (20)‘
1 (z = z)" Tt n!

példék jonnek késobb

4.5 A Laurent-sorfejtés

Egy f(z): C — C fiiggvény zp koriili Laurent-soran a kovetkezo végtelen
Osszeget értjik:

[e.9]

Z an(z — 20)" = Z an(z — 20)" + Za—n(z —2) "
n=0 n=1

n=—oo

Ez egy két irdnyban végtelen Osszeg, két részre bontva kapjuk a pozitiv
hatvanykitevoket tartalmazo részt (regularis rész), illetve a negativ kitevoket
tartalmazo részt (forész).
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Ezen Laurent-sorrél ismert, hogy egy korgytrt belsejében abszolut kon-
vergens, kiilso pontokban pedig divergens. A korgytri belso sugarat r-el, a
kiilso sugarat R-el jeloljiik, és az alabbi képlettel szamithatjuk ki:

r = limsup V/|a_n| L limsup v/|ay,|
n—oo R n—oo
Ha a fiiggvény regularis a zg kozéppontt R sugart kor belsejében, akkor
ott a Laurent-sora megegyezik a Taylor-soraval. Altalaban ezt a tényt hasznaljuk
a Laurent-sor kiszamitdsahoz, de ehhez ismerni kell a nevezetes fliggvények
Taylor-sorat, ezek a kovetkezok:

f(x) 0 koriili Taylor-sor
sin(x) Eﬁo(‘l)k (2k}|-1)! (53%“)
cos() S (D gy )
e’ > heo %xk
n-edfokd polinom onmaga
sinh(z) Py m:v%ﬂ
cosh(z) Y oreo @x%
ﬁ > o z*

[lletve altalanos esetben a Taylor-sorban (ami ugyanaz mint a Laurent-sor
reguléris része) az a, egylitthato képlete:

f(n) ($O)‘

an — |
n.

Laurent sor egyiitthatdinak ismerete segit az alabbi problémék megoldasaban:

1. Milyen tipusi szingularitdsa van a fliggvénynek a 0-ban?
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2. Bizonyos tipustu integrilok kiszdmitésa
3. fiiggvények magasabbrendt derivaltjanak meghatarozasa

Az f(z) fiiggvénynek izolat szingularitdsa van zp-ban, ha zp-ban nem
regularis ugyan (pl mert nem értelmezett 0-val osztas miatt), de van zp-nak
egy olyan kis kornyezete (azaz zy kozéppontu kis sugart pontozott (azaz zp-t
kiveszem a korlapbol, a tobbi pont marad) korlap amiben regularis). Ezen
izolalt szingularitas harom tipusu lehet:

1. A fliggvénynek megsziintetheto szakadésa van zp-ban, ha létezik a
lim,_,,, f(z) hatarérték. Ez a Laurent-sorbo6l onnan latszik, hogy min-
dena_, =0,n=1,2,... (azaz a forész 0).

L)k alakban

(z—20)

felirhato, ahol g(z) regularis zp-ban, és ott nem 0. Ez a Laurent-sorbol

tgy allapithaté meg, hogy a negativ indexi tagok koziil (a forészben)
van egy legutols6 (a k-adik) ami # 0 a nagyobb indexiiek méar mind

0-k.

2. A fiiggvénynek k-edrendi polusa van zg-ban, ha f(z) =

3. Minden egyéb esetben lényeges szingularitasa van a fliggvénynek, ekkor
a Laurent-sorban végtelen sok # 0 negativ indext tag van.

Az integralok kiszamitasahoz, pedig azt a tétel hasznalhatjuk fel, hogy
RO O
n — . )
2mi Jp, (2 — zo)"HL

ahol az L gorbe a korgytrt belsejében haladva egyszer keriili meg pozitiv
iranybol a zg-t.

Kidolgozott mintapélda

Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények Laurent sorat a megadott zy koriil!
Hol lesz konvergens a sor? Allapitsuk meg a sor egyiitthatoibol, hogy van-e
f(2)-nek szingularitasa zp-ban, és ha igen, akkor milyen tipusa?

a, f(2) = 5, 20 =0
b, f(2) =15, 20 =1

¢, f(2) =52, 2=0

z

e, flz) == =0
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a, Ebben az esetben egy geometria sor sorOsszegére hasonlit a fliggvényiik,

igy
1 1
T+z 1-— (—2) - Z(_Z)n - Z(_l)nzn

n=0 n=0

ekkor a, = (—1)" ha n pozitiv, a_, = 0. Emiatt csak megsziintetheto
szakadés lehetne, de mivel ez a fliggvény reguléris fliggvények hanyadosa,
és a nevezd z = l-ben nem 0, igy még az sincs, a fliggvény regularis
zo = 0-ban. Konvergenciatartomany:

r = limsup {/|a_,| = limsup V0 =0
n—oo n—oo

1 n
— =limsup {/|a,| = limsup V1 =1
R n—o0 n—o0
ezért a Laurent-sor (ami egyben Taylor-sor is, hiszen a fliggvény regularis

zp-ban) a 0 koriili egy sugara korlapon konvergens.

b, Azt szeretnénk, hogy a hatvanysor ne z, hanem z — 1 hatvanyai szerint
haladjon, ezért atalakitjuk a fliggvényiinket:

1 1 1 Il z—1" & "
f(z):1+z:2—|—(z—1) 21_21 52(2 :Z::< )2—1)

(=2) n=0
itt szintén

r = limsup ¥/|a_y| = limsup V0 = 0
n—oo n—oo

illetve

— = limsup {/|a,| = limsup { \/>
R n—o0 n—oo

Igy a Laurent-sor az 1 koriili, kettd sugara korlapon lesz konvergens, a fv
pedig regularis zp-ban.

¢, Felhasznélva az e® Taylor-sorat
er—1 (ZkOklz) 1_ lzkl i 1 n
z (

z
[ !
z klk On—i—l).

emiatt a fliggvénynek megsziintetheto szakadasa van 0-ban, hiszen nincsen
negativ hatvanykitevos tag. A konvergenciasugar pedig:

r = limsup ¥/|a_p| = limsup Y0 =0

n—oo n—oo

1
E = limsup V/|an| = hm sup =0,

n—o00 ( + 1)

emiatt a Laurent-sor az egész komplex szamsikon konvergens.
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d, Ezen Laurent-sor legegyszeriibben derivéilassal hatarozhatjuk meg:
1 oo
/ _ _ _
£ = s = 2

ekkor integralva mindkét oldalt

Zn+1

f(z) = f(20) /Z ””dz—Z/ "”dz—Z( )n—i—l

n=0

f(2) regularis O-ban, hiszen reguléris fliggvények hényadosa, a nevezo
pedig nem 0. A konvergeciasugarak:

r = limsup {/|a_y| = limsup V0 = 0

n—o0 n—oo

1
E = limsup V/|a,| = hmsup \/7 1,

n—oo

igy a 0 koriili 1 sugart korlapon konvergens a Laurent-sor.

e, Felhasznalva a cos(z) Taylor-sorat:

0 1 .
cos(z) =1 (Zkzo(_l)k(gk)gx%) -1 B " 1 gy 22 1 22
1 _kz(_ Pam® Tttt
=1

azaz f(z)-nek masodredi polusa van a 0-ban. Itt mivel csak egy darab
nemnulla tag van az a_,-nek kozott, ezért:

r = limsup {/|a_p| =0

n—o0

z4 z

illetve

1
E = limsup V/|a,| = limsup ¢ (2 wy =0,

n—o0 n—oo

igy a Laurent-sor konvergens lesz a 0 kivételével a teljes komplex szam-
sikon.
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4.6

Residuum-tétel

A Laurent-sorban az % tag egytitthatojat, azaz a_1-et nevezziik a fliggvény zq
pontbeli residuumanak, és Res(zp)-al jeloljiik. A residuum-tétel azt mondja
ki, hogyha egy L pozitiv irdnyitasa egyszert gorbe korbevesz végessok izolélt
szingularitast (z1, z2, ..., 2x), akkor

?if(z)dz = 2mi(Res(z1) + Res(z2) + -+ - + Res(z))

Ez nem més, mint a Cauhy-tétel altalanositasa.
A residuumot kiszamithatjuk a Laurent-sor egytitthatojabol, illetve

1.

ha a fiiggvény regularis vagy megsziintethetdo szakadésa van zg-ban,
akkor
Res(z9) =0

ha f(z)-nek elsorenda pélusa van zp-ban, akkor

Res(zp) = lim (z — z0) f(z2)

Z—20

ha f(z)-nek k-adrenda renda poélusa van zp-ban, akkor

Res(za) = =gy lim (= = 20)* /()"
. ha f(z) = }ng;, ahol g(2), h(z) regularisak, g(z9) # 0, h/(z9) # 0, akkor
_ g(20)
Res(z) = e
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