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Elmélet

Cholesky-felbontas

Definicié: Az A € R™"™ matrix Cholesky-felbontdsdnak nevezziik
az A = UTU szorzatot, ahol U egy olyan felsé haromszog-matrix,
amelynek minden diagonalisbeli eleme pozitiv.

Tétel: Egy matrixnak pontosan akkor létezik Cholesky-felbontésa,
ha szimmetrikus és pozitiv definit. Ha létezik a Cholesky-felbontds,
akkor egyértelmii és az alabbi képlettel lehet kiszdmitani U elemeit:

1 = +/ai,aztén i =2,..., nre: (1)

j—1
uj = <a,-j—g U,'kUjk>/uJ'j, jZl,...,i—l
k=1
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Bizonyitas

A létezés igazoldsahoz teljes indukcidval dolgozunk a matrix
mértére.

» j=1-re A = [a11], ahol a1 > 0 ha A pozitiv definit, és ekkor
[\/a11] = [u11] tényleg a Cholesky-felbontést adja.

> Tegylik fel tehat, hogy i-ig igaz az allitas.
» Ekkor i 4 1-re:

VTOZ

A v
A1 = [ ' ]
alakba irhaté a matrix, ahol A; pozitiv definit, ugyanis Aj;+1
féminorja. A felirdsban kihasznaltuk A;11 szimmetridjat is,
tovabbd « > 0 szintén a pozitiv definitséghdl kovetkezik a
(0,...,0,1) vektorral. Mdsrészt az indukcids feltétel miatt

A = UiTUi, ahol U; felsé haromszog matrix pozitiv diagondlissal.
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Elmélet

Bizonyitas - folytatds

Ezek utdn keressiik A;;1 felbontdsat

Ui+1:[(¥|’i ;]

alakban, ekkor az

UiT 0 U u| [ A v

u' 3 of B | | vl «
egyenl8ségnek kell teljesiilnie, azaz U;Tu=v ésu'u+ 2 =a

adédik. Innen u egyértelmii, mert U; reguldris (hiszen pozitiv
definit).
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Elmélet

Bizonyitas - folytatds

Mdsrészt
0 < det(Ai1) = det(Ui1)? = 32 det(U;)?

mutatja, hogy /3 valds, és igy 3 = y/a — uTu. Ekkor a tételben

szereplé formula a v = Uju = (a1, . . ., a,-,l,,-)T egyenlet
megoldasdbdl adddik egyszerli visszahelyettesitéssel.

Tovabba tetszéleges regularis B € R"*"-es matrixra BTB pozitiv

definit, hiszen xTBTBx = ||Bx||3 > 0 ha x # 0, igy csakis pozitiv
definit matrixnak létezhet Cholesky-felbontasa.
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Elmélet

Cholesky-felbontas futésideje

Tétel: A Cholesky-felbontds % + O(n?) lebeg&pontos miivelet
kiszdmitasaval készithetd el.

Bizonyitds: Hasznaljuk fel a kiszadmitdsra vonatkozd képleteket!

j—1
uj = (aij—g u;kujk>/uj-j, i:2,...n, _j:].,,l—].
k=1
i—1
2 | —
—E ugp 1=2,...n
k=1

u11 meghatdrozasa egy miivelet, uj-é 14+ 2(j — 1) + 1, végiil u;i-é
1+1+42(i—1). Azaz:

1+ZZ2+2J—1+ZI+2 )(i +1) 33—|—0(n2)

i=2 j=1
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Tesztek Matlabban

Példa

Példa: Az
16 —4 4
A=| -4 10 -1
4 1 2

matrix Cholesky-felbontésa a CholeskyFelbontas(A) fiiggvénnyel
elkészitve:

és gy UTU = A.
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Tesztek Matlabban

A futdsido tesztelése Matlabban

3 Az LU és Cholesky

——1u
Cholesky

Felbontés elkészitése (mp)
-
3

0 100 200 300 400 500
A matrix mérete

A futasidokon latszik, hogy nagy méretli matrixokra a
Cholesky—felbontas elkészitése gyorsabb, mint az LU-felbontdsé.
Viszont az sqrt() fuggvény kiszamitasa tobb idét igényel, mint az
alapmiiveletek, ennek hatdsat latjuk kis méretli matrixokra.
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