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Kett8s integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Kétvaltozos fliggvény kettsintegraljanak definicidja

Legyen f(x,y), R? — R korlatos fiiggvény egy T korlatos és
mérhetd teriiletii tartomanyon. Vegyiik a T tartomany egy
felosztasat T, T, ..., T, tartomanyokra, melyek teriilete legyen
rendre ty, to,...t,. Képezziik a

Zt;-( inf_f(x,y) > ti- sup f(x,y)
x i=1

i—1 :Y)eTi x,y)ET,-

alsé illetve felss kozelité 6sszegeket. Ha ezek tartanak egy kdzds
hatarértékhez, midén max; t; — 0, akkor ezen kdzos hatarérték lesz
a fiiggvény kettSs integralja, jele [[+f(x,y)dA.
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Kett8s integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Téglalap

Legyen T C R? egy téglalap, azaz két intervallum direkt szorzata,
T = [a, b] x [c,d]. Ekkor

//Tf(x,y)dA:/X: (/y:f(x,y)dy> dx —
:/yi (/X: f(XaY)dx) dy

Ennek segitségével vissza tudjuk vezetni a kettés integral
kiszamitasat egymas utani egyszeres integralok kiszamitasara (ez a
Fubini-tétel leegyszer(sitett valtozata).
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Kett8s integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Elsé példa
Legyen T =[-1,1] x [0,2]

// xy cosh(xy?)dA =?
JT

Ezen integralt kétféleképpen is at tudjuk irni:

1 2
// xy cosh(xy?)dA = / (/ Xy cosh(xyz)dy> dx =
T x=—1 y=0
2 1
/ </ Xy cosh(xy2)dx> dy
y=0 x=-—1

Itt mi dénthetiink az integralas sorrendjérsl. Célszeriibb elészor y,
majd x szerint integralni, hiszen ekkor a fliggvény dsszetett
fliggvény szorozva a belsé fiiggvény derivaltja alaka (mig x
fiiggvényekent tekintve a belss fv derivaltja y? lenne).
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Kett8s integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Elsé példa

1 2 1 . 2\ 2
/ / xy cosh(xy?)dydx = / {smh(xy)] dx =
x=—1Jy=0 x=-—1 2 y=0

=—1 x=-1
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Kettds integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Normaltartomanyok

Egy N, tartomanyt x-ra vonatkozé normaltartomanynak nevezziink,
ha léteznek olyan c(x) és d(x) alsé- illetve felsé hatarolé
fliggvények, hogy az N, tartomany Osszes pontja jellemezheté az
a<x<bésc(x) <y <d(x) egyenlstlenségekkel. Ekkor:

b pd(x)
// f(x,y)dA = / / f(x,y)dydx
T x=a J y=c(x)
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Kettds integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Normaltartomanyok

Egy N, tartomanyt y-ra vonatkozé normaltartomanynak nevezziink,
ha léteznek olyan a(y) és b(y) baloldali- illetve jobboldali hatarolé
fliggvények, hogy az N, tartomany Gsszes pontja jellemezhets az
c<y<deésa(y) <x<b(y) egyenlstlenségekkel. Ekkor:

b(y)
// f(x,y)dA = / / f(x,y)dxdy
T y=c
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Kett8s integral

Példak normaltartomanyokra

Normaéltartomany
Polarkoordinatak

y=c

X=a
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Kettds integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Példak normaltartomanyokra

nem NT mindkét iranyban NT
y
y y

] ,ﬁ ~dx) d .
\\\ S~ /// ‘// \‘\\\ ’//, \\\

) ( I a(y). Ib(y)

e ~) c(x)
X a b x X
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Kettds integral Normaltartomany
Polarkoordinatak

Masodik példa
Legyen a T az y = (x + 1)? parabola illetve az y = 3x + 1 egyenes
altal hatéarolt korlatos tartomany.

// 5x 4+ 2ydA =7
-
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Kettds integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Masodik példa

Ekkor T x-re (egyébként y-ra is) normaltartomany. A parabola az
alsé hatarol6 gorbe, az egyenes pedig a fels6. Az x hatarai a két
gorbe metszéspontjaibél, azaz (x + 1)? = 3x + 1 egyenelet
megoldasaibdl 0-nak, illetve 1-nek adédnak. Azaz elsbbi tételiink

szerint:
1 3x+1
// 5x + 2ydA = / / 5x 4+ 2ydydx =
T x=0 Jy=(x+1)2

! 213x+1 dx =
0 [5xy Ty ]y=(><+1)2 =
xX=
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Kettds integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Masodik példa

1
/ 5x(3x + 1) 4+ (3x + 1)? — 5x(x + 1)> — (x + 1)*dx =
x=0

1
/ —5x3 —5x% — x* — 3x3 + 6x% + 3xdx =
X
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Kettds integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Harmadik példa

Cseréljiik fel az integralas sorrendjét, majd szamitsuk ki a
hatarologorbék altal meghatarozott tartomany teriiletét!

0 \/ﬁ -1 r1—x
/ / 1dydx + / / 1dydx
x=—1Jy=0 x=0 Jy=0
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Kettds integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Harmadik példa

A tartomany transzformaciéja : 0 < y < 1, illetve baloldali hatar:
y=+v1—x2 = x=—4/1—y? és a jobboldali hatar: y =1 — x
—x=1—y. Igy:

0 V1—x2 1 1—x
/ / 1dydx + / / ldydx =
=—1Jy=0 x=0 Jy=0
1 pley 1
/ / ldxdy = / [x]' dy =
y=0 X:*\/m y=0 X7 1-y?

1
/ 1-y++V1—y2dy=

7T
4

I\J\l—l
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Kettds integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Negyedik példa

1l ,
/ / ye* dxdy =?
y=0Jx=y?

x szerint nem tudjuk felirni a primitiv fliggvényt, ezért cseréljiik
meg az integralas sorrendjét!

1 1 ) 1 o,
/ / ye dxdy = / / ye* dydx =
y=0 Jx=y2 x=0Jy=0
1 2 Vx
L]
x=0 2 y:O

[ reu|
=0 2 4
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Kett8s integral Normaltartomany
Polarkoordinatak

Polartranszformacio

Bizonyos tipusia tartomanyok polar koordinatakkal szebben irhatéak
fel, esetleg a fiiggvény alakja egyszeriisodik. A polar
koordinatakban r jeldli a pont orig6tdl mért tavolsagat, ¢ a pont
helyvektora és az x tengely pozitiv fele altal bezart szdget. Ekkor
az osszefiiggés a Descartes koordinatakkal:

x = rcos(y)

y = rsin(p),

ahol 0 < r, ¢ € [0,27). Ha integralba helyettesitiink polar
koordinatakat, akkor még be kell szoroznunk az attérés
Jacobi-determinansanak abszolut értékével, polarkoordinatak esetén
r-rel.
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Kett8s integral Normaltartomany

Polarkoordinatak

Otédik példa
Legyen T az 1 < x?> 4 y?> < 4, 0 < y < x egyenl6tlenségek altal
meghatarozott tartomany.

// xy®dA =7
-
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Kett8s integral Normaltartomany
Polarkoordinatak

Otédik példa

Térjiink at polar koordinatakra! Ekkor a tartomanyta 1 < r <2 és
a 0 < ¢ < 7 egyenl6tlenségek irjak le. A keresett integral pedig:

2 %
// xy°dA = / / r cos()r® sin®(p)rdedr =
T r=1Jp=0

515

1 1
2-2)=—
(2¢) =
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Kett8s integral Normaltartomany
Polarkoordinatak

Hatodik példa

Legyen T az x> — 6x + y? < 0 és 0 < y egyenlétlenségek altal
meghatarozott tartomany.

// Vx2+ y2dA =7
JT

Ekkor a tartomany egy (nem origé kdzépponta) félkor, hiszen

x? —6x + y? <0 — (x — 3)2 + y? < 32, azaz érinti az y tengelyt.
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Kett8s integral Normaltartomany
Polarkoordinatak

Hatodik példa

Ekkor 0 < ¢ < 7, és Thalész-tétele miatt 0 < r < 6 cos(yp).

// VX2 + y2dA =
T
3 6 cos(ip)
/ / \/r2 cos(p) + r2sin(p) - r drdp =
©=0 Jr=0

Z 6 cos(ip) 3 r3 6 cos(p)
/ r? drdp = / {] dy =
=0 Jr=0 »=0 3 r=0

jus

2 63cosd 2
/ 6% cos’(¢) 4, _ 7 / " cos(e)(1 — sin*(9))dp =

72 [sin(go) - Si”z(‘p)} j_o dp = 72 <1 - ;) = 48
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Normaltartoméany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Harmas integral definicidja

Legyen f(x,y,z) egy R® — R folytonos fiiggvény. Ekkor a harmas
Rieman integrélja egy V mérhetd térfogati térrészen definialhaté V
felosztasanak segitségével (hasonléan kétvaltozés esethez).
Téglatest alakd tartomanyon, azaz V' = [a, b] x [c, d] x [e, f]-on
igaz a harom darab egyszeres integralra torténé felbontas:

b d f
I A A A
v x=aJy=c Jz=e
f d b
/ / / g(x,y,z)dxdydz = ...
z=e Jy=c Jx=a
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Normaltartomany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Normaltartomany térben

A térben is beszélhetiink normaltartomanyrél, akkor ha egy V C R3
térrész jellemezhetd az

a<x<b
c(x) <y < d(x)
e(x,y) <z < f(x,y)

egyenlStlenségekkel. Ekkor

X,y)
/// g(XayaZ)dVZ/ / / g(x,y,z)dzdydx
v y=c(x) Jz=e(x.y)
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Normaltartomany

Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Normaltartomany térben

A valtozok sorrendje lehet mas, a hangsily a fliggéseken van.

Példaul: ha V a
c<y<d
a(y) < x < b(y)
e(x,y) <z < f(x,y)

egyenlStlenségekkel jellemezhetd, akkor

b(y) f(xy)
/// g(x,y,z)dV 2/ / / g(x,y,z)dzdxdy
v z=e(x,y)
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Normaltartomany

Hengerkoordinatak

Harmas integral G6mbi koordinatak

Példa normaltartomanyra
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Normaltartomany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Hetedik példa

Legyen V a
x=0
y=0
—x—=2y+2=0

—2x—2y4+z+4+2=0
—2x—=2y+z—2=0

sikok altal hatarolt korlatos térrész.

| / / /V 6xyzdV'?
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Normaltartomany
Hengerkoordinatak

Harmas integral G6mbi koordinatak

Hetedik példa

Ekkor V felirdsa normaltartomanyként: 0 < x < 2,
0<y<-—-3+16€2x+2y—2<z<2x+2y+2
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Normaltartomany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Hetedik példa

2 —3+1  pz=2x+2y+42
/// 6xyz dV:/ / / 6xyz dzdydx =
14 x=0Jy=0 z=2x42y—2
2 [t =2x42y42
| e -
x=0Jy=0

2 41
/ / : 3xy(2x + 2y + 2)? — 3xy(2x + 2y — 2)%dydx =
x=0Jy=0

2 341
/ / 3xy - 16(x + y)dydx =
x=0 Jy=0
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Normaltartomany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Hetedik példa

2 341 2 x4
/ 0/ 48(x%y+xy?)dydx = / . [24x2y2 + 16xy3]y:20 dx =
X= y X=

2 2 3
/ 2452 (—5+1) 4 16x (—5+1) dx =
x=0 2 2

2

2
/ 6x2(—x +2) + 2x(—x + 2)3dx = / 4x* + 16xdx =
x=0 x=0

[x5 x2]2 128 1 261
x=0

4+ 2
5+8

5 2710
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Normaltartomany

Harmas integral Hengerkoordinatak
g Gombi koordinatak

A hengerkoordinatak definiciéja

Egy pont helyzetét a térben jellemezhetjiik az (x, y, z) valés
szamokbdl allé harmas helyett, az (r, ¢, z) harmassal, ahol z
jelentése valtozatlan (a z koordinata), r a pont és a z tengely
tavolsaga, ¢ pedig a pont xy sikra es6 meréleges vetiiletének

helyvektoranak és az x tengely pozitiv fele altal bezart szége. Az
attérés Descartes és hengerkoordinatak kozott:

x = rcos(p)
y = rsin(p)
z=1z

ahol z € R, 0 <r, p €[0,27). A hengerkoordinatakra valé attérés
Jacobi-matrix determinansanak abszolutértéke r.
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Normaltartomany

Hengerkoordinatak

Harmas integral G6mbi koordinatak

Nyolcadik példa
Legyen V azon korlatos térrész, amelyet a z = 3/x2 + y?
egyenletii kap, illetve a z = 4 — x> — y? egyenletii forgasparaboloid

hatarol. o
/// VX2 + y2dV =2
. 14
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Normaltartomany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Nyolcadik példa

Térjiink at hengerkkordinatakra! Ekkor z = 3rilletve z =4 —r? a
két hatarol6 feliilet egyenlete. A metszésvonalra 3r = 4 — r? miatt
r =1 adédik. A (normal)tartomany hatarai a 0 < ¢ < 2,
0<r<T1lilletve3r<z<4—r2

Jl -

27 1 4—r2
/ / / \/rzcosz(go) + r2sin?(¢) - r  dzdrdy =
=0 Jr=0Jz=3r
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Normaltartomany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Nyolcadik példa

2l 4—r2
/ / / r?> dzdrdy =
=0 Jr=0Jz=3r
2w 1 4_p2 27 1
/ / [rZ] Z;;r drdep = / / 4r — r* —3r3%drdp =
=0 Jr=0 =0 Jr=0

27 3 5 471
r r r 4 1 3 237
4 - 3| qp=o2r(2---2 ===
/:O[ 3 5 4]:0 4 7r(3 5 4) 30

r
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Normaltartoméany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Gombi koordinatak

Egy pont helyzetét a térben jellemezhetjiik az (x, y, z) valés
szamokbdl allé harmas helyett, az (r, , #) harmassal, ahol r a pont
és az origd tavolsaga, 6 a pont helyvektora és a z tengely pozitiv
fele altal bezart (tér)szdg, ¢ pedig a pont xy sikra es6 meréleges
vetiiletének helyvektoranak és az x tengely pozitiv fele altal bezart
szoge. Az attérés Descartes és gombikoordinatak kozott:

x = rcos(y)sin(d)

y = rsin(p)sin(0)
z = rcos(h)

ahol 0 < r, ¢ € [0,27), 0 € [0, 7].
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Normaltartoméany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Gombi koordinatak

Ezen szdgeket gy képzelhetjiik el, hogy ha r = rp-et rogzitjiik,
akkor x2 + y2 + z2 = r2 miatt egy gdmbfeliileten vagyunk, példaul
a foldgombon. Ekkor 8 azt mondja meg, hogy melyik szélességi
koron vagyunk pl. 8 = 0 az Eszaki-sark, § = g a Raktérits, 6 = 7
az Egyenlité.

A ¢ sz6g pedig a hosszusagi fokoknak felel meg, ez mondja meg
példaul, hogy melyik id6zénaban vagyunk. Igy mar érthetébb, hogy
0 miért csak m-ig megy 27 helyett.

A gdmbikoordinatakra val6 attérés Jacobi-matrix determinansanak
abszolutértéke r? sin(6).
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Normaltartomany
Hengerkoordinatak

Harmas integral @it et

Kilencedik példa
Szamoljuk ki a V: x>+ y?> + 22 < 4 és

\/ % + %2 < z < /3x2 + 3y? egyenl6tlenségekkel jellemzett

korlatos térrész térfogatat!
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Normaltartoméany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

Kilencedik példa

Gombi koordinatakban az els6 egyenlStlenség 0 < r < 2 alakban
irhaté.

A masodik egyenl&tlenség : +/ % + % <z</3x243y2 —
ﬁrsin(ﬁ) < rcos(#) < v/3sin(#) miatt r-el, és cos(6)-val atosztva
(ami pozitiv, hiszen z is mindig pozitiv az origét kivéve, ugyanis az
alsé hatar egy gyok) kapjuk, hogy % < tan(f) < /3, azaz

5 S0<3.
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Normaltartoméany
Hengerkoordinatak
Gombi koordinatak

Harmas integral

M=

Kilencedik példa

r“sin(0)drdfdy =

r3 2 z
27 [3} —cos(9)]§’:% = 27r§ (—; + ?)
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