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1.gyakorlat
2015.09.11.

Janos, Jakab, Jozsef, Joli és Jend egy egyiittest alkotnak, mely 6t hangszeren jatszik. Ha
mindegyikiik tud mind az 5 hangszeren jatszani, hanyféle elrendezés lehetséges? Es, ha
Janos, Jakab és Joli mind az 5 hangszeren jatszhat, de Jozsef és Jend mindketten dobolni
és zongorazni tudnak?

Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kiilonb6z6) szot lehet kirakni a M I1SSTSSIPPI betiiibol
(mindet pontosan egyszer hasznalva)?

Hanyféleképpen lehet sorba rendezni 8 kék, 5 fekete és 2 piros tollat, ha az azonos szind
tollak k6zOtt nem tesziink kiilonbséget?

Hényféle rendszamot lehet kiadni a mai magyar rendszerben (pl. EWA-590)? Es ha kiha-
gyunk 5 ronda sz6t?
a) Hanyféleképpen iilhet le egy sorban 4 lany és 3 fia?

b) Hanyféleképpen iilhet le egy sorban 4 lany és 3 fiti, ha a lanyok egyméas mellet tilnek,
és a fiak is egymas mellett iilnek?

c¢) Es ha csak a fitk kell, hogy egymas mellett iiljenek?

d) Hényféleképpen iilhetnek le, ha azonos nemiiek nem iilhetnek egymas mellé?
Egy tarsasag 8 ngbdl és 7 férfibol all. Beldliik kell egy 4 nébdl és 3 férfibol allo bizottsagot
alakitanunk. Hanyféle kiilonb6z6 bizottsig lehetséges, ha

a) a férfiak koziil 2 nem hajland6 egy bizottsdghan dolgozni?

b) egy nd és egy férfi nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni?
Egy arverésen 4 miigytijté vasarolt Osszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, 7 Picassot. Ha egy

tudosité csak annyit jegyez fel, hogy melyik gytjté hany Dalit, van Goghot, és Picassot
véasarolt, akkor hanyféle kiilonb6z6 feljegyzés sziilethetett?

Masik oldalon.
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2-3.gyakorlat
2015.09.18. és 2015.09.25.

I. Mi a valészintiisége, hogy egy véletlenszeriien kivilasztott 6 jegyd szadm jegyei mind kii-
16nb6z6k? Mi az eseménytér?

II. Egy urnaban 6 piros és 5 kék goly6 van. Véletleniil harmat hazva (visszatevés nélkiil) mi a
valészintisége, hogy pontosan 1 piros és 2 kék golyot htizunk? Szamoljuk ki a valészintséget
gy, ha a huzasok sorrendjére tekintettel vagyunk, és tigy is, ha nem! Irjuk fel mindkét
esetben az eseményteret!

III. 10 hazaspart véletlenszerien leiiltetiink egy kerek asztalhoz. Mi a valészintisége, hogy egy
férj és felesége sem iil egymas mellé?

IV. Egy ladaban van

e 5 jo ég6, mely 1 hénapnal tovabb birja az lizemet
e 10 erGsen hasznalt égd, ezek 2 nap mulva kiégnek

e 10 mar kiégett égé.

Egy égbt taldlomra vélasztva és kiprobalva, felgyullad. Mi a valoszintisége, hogy 1 hét

redukilt eseménytérrel is!

V. Harom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szamok koézott nincs két egyforma,
mennyi a valoszintsége, hogy (legaldbb) az egyiken 6-os van?

VI. Két kockaval dobunk. Tekintsiik a kdvetkez eseményeket:
E={A dobasok &sszege 6}
F={A dobésok Osszege 7}
G={Az els6 kocka 3-at mutat}
H={A masodik kocka 4-et mutat}

a) Fiiggetlen-e F és G?

)
) Fiiggetlen-e F és G?
)
)

=z

o

Fiiggetlen-e F', G és H?

Ketténél tobb esemény esetében a paronkénti fliggetlenséghdl mar kovetkezik-e az
események (teljes) fiiggetlensége?

o,

VII. Egy biztositd két csoportba osztja az autovezets iigyfeleit:
e a jo vezetSk alkotjak az tigyfelek 70%-at, 6k minden évben 0, 2 val6szintiséggel okoz-
nak balesetet
o a rossz vezetGk alkotjak az iigyfelek 30%-at, 6k minden évben 0,4 valoszintséggel
okoznak balesetet.
a) Mi a valoszintisége, hogy a biztosito egy tigyfele balesetet okoz idén?
b) Mi a valoszintisége, hogy a biztosito egy tigyfele jo vezetd, ha tudjuk, hogy balesetet

okozott idén?

VIII. Egy urnaban 8 kék és 4 piros goly6 van. Hazunk bel6le kettst.

a) Mi a valészintsége, hogy mindketts kék?

b) Mi a valdszintsége, hogy a méasodik kihuzott golyd piros?



IX.

XI.

XII.

c) Mi a valoszintisége, hogy az els§ golyd kék, ha tudjuk, hogy mésodiknak pirosat
fogunk hazni?

Pistike elindul a Zrinyi Ilona matematika versenyen, ahol minden egyes feladatnal 5 lehet-
séges megoldas koziil kell kivalasztania a helyeset. Pistike minden kérdésre p valészint-
séggel tudja a helyes vélaszt, 1 — p valoszintséggel pedig tippel, azaz az 5 lehet&ség koziil
egyenletesen valaszt.

a) Mi a valoszintsége, hogy ha helyesen vélaszol, akkor tényleg tudja a helyes megol-
dast?

b) Mi a valdszintsége, hogy Pistike eltalalja a helyes megoldast?

c) Mi a valoszintisége, hogy az els 6t feladat megoldasat tudja, ha tudjuk, hogy mind
az Ot vélasza helyes lett, és a kérdésekre egymastol fliggetleniil ad valaszt?

Egy felmérés szerint a lakossag 0,5%-a HIV+. Egy "megbizhatonak szamité" diagnoszti-
kai eljaras egy HIV+ beteg esetén 95%-os valoszintséggel kimutatja a fertGzést, mig 5%
valoszintiséggel nem. A teszt egészséges ember esetén 99%-os valosziniiséggel negativ, mig
1% eséllyel fals pozitiv. Mi a valosziniisége, hogy ha a teszt eredménye pozitiv, akkor a
péciens valéban beteg?

Hf: Mi a valészintisége, hogy ha a teszt eredménye negativ, akkor a paciens valdoban nem
fert6zott?

Moricka feldob egy (szabélytalan) érmét 11-szer egymas utéan, a fej valoszintdsége p. Nézziik
a kovetkezs eseményeket:

A={a dobott érmék kozott pontosan 8 fej van}

B={ a negyedik dobéas eredménye iras}

a) Add meg az eseményteret! Hany elemi?
b) P(A),P(B) =?

c) Van-e olyan p, amire A és B események fiiggetlenek egyméastol?

Egy jatékos annyiszor 16het egy 1éggémbre, ahany 6-ost dobott egymas utan egy kockéaval

(pl. ha dob egy 6-ost, majd egy 2-est, akkor egyszer 16het). Mennyi annak a valoszintsége,

hogy szétlovi a léggdmbot, ha egy 16vésnél ﬁ valészintiséggel talal?



XII. feladat megoldasa:

Legyen A := {szétlovi a léggémbit} esemény, kérdés a P(A) valoszintség.
Alkalmazzuk a teljes valoszintség tételét (TVT), feltételezziink be arra, hogy (pontosan!) hany-
szor 16het, A; := {pontosan i-szer 16het },ahol i = 0,1,2,...

P(A) =) P(A|A;) - P(4))
=1

(A szummaét igazabol nullarél kéne inditani, de az i = 0 esetben a feltételes valoszintiség annak
az események a valoszintisége, hogy eltaldlja a léggdmbot, feltéve, hogy egyszer sem 16het, ez
nyilvan egy nulla szorzo.)

Az A; esemény pontosan akkor kévetkezik be, ha az els6 i darab kockadobas mind 6-os, majd
dobunk egy nem 6-ost, igy:

(A gyakorlaton csak annak a valségét szamoltuk ki, hogy dobunk legaldbb i darab 6-ost az
elején, majd mindegy mit dobunk (akar 6-ost is dobhatunk). Ezek az események azonban nem
alkotnak teljes eseményrendszert, nem kizaroak, igy nem alkalmazhato rajuk a TVT.)

A P(A|A;) feltételes valosziniiséget a legkdnnyebben tgy lehet kiszamolni, ha észrevessziik, hogy
a komplementer esemény konnyen szamolhato6:

. 999\
P(AlA;)=1-P(A|4;)=1—- | — | ,
1000
hiszen a komplementer esemény az, hogy nem 16vi szét a léggdmbdt, feltéve, hogy i-szer 16,
vagyis egyszer sem taldlja el, feltéve, hogy i-szer 16, a 16vések fiiggetlenek, és egy 16vésnél a
"nem eltalalas" valoszintsége 1 — —1— = 299

1000 ~ 1000
A megoldas:

£ () 0

Igazabdl ennél a pontnal kész a feladat, meg szeretném magyardzni, hogy mit rontottam el,
ehhez kicsit nézziik a fentiek mogé formalisan:
Legyen Ej := { (pontosan a) k-adikra 16vi szét a léggdmbét } esemény. Ekkor A = U2 | Ey,, és

P(A|A;) = P(Uj—y Ei|Ai) =

1000

=1-P( };;IEk\Ai) =1- (ﬁ)i ezt csinaltuk elobb
e P(Er|A;) ,hiszen kizarok es P o — additiv

En a .
P(AJA;) = P(Ey|A)
k=1

modon probaltam szamolni, csak valahogy nagyon rosszul...
Ko6nnyen lathato (gondoljunk bele mit jelent az Ey|A; esemény), hogy

999 \* 7' 1
P(Eg|A;) = (1000)

1000

Innen: 4 .
999\ 1
P(A|A;) = — C—
(A4l4:) ;(100()) 1000

Hasznélva a mértani sorozatok dsszegképletét megkapjuk az P(A|A;) =1 — (%)i eredményt.
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4-5.gyakorlat
2015.10.02. és 2015.10.09.

Héarom szabéalyos érmével dobva jelole X a kapott fejek szaméat. Milyen értékeket vehet
fel a valdszintségi valtozo? Milyen valosziniiségekkel johetnek ki ezek az értékek?
Egyszeriibben egyben a két kérdés: mi X eloszlasa?

Legyen X nemnegativ egész értékd valoszindségi valtozo (vv.), azaz X = 0,1,2,3,...,
tovabba legyen A > 0 valés paraméter, a sulyfiiggvény

a) Milyen c-re lesz ez egy sulyfiiggvény (avagy eloszlas)?
b) P(X =0) =?
c) P(X >2)=?

Negativ binomialis eloszlas. Fiiggetlen kisérleteket végziink, mind p valészintséggel
sikeres, 1 — p valoszintiséggel sikertelen. Jel6lje X azt, hogy hanyadikra végezziik az r-edik
sikeres kisérletet (X ~ NB(p,r), ahol 0 < p < 1 valdszintiség és r pozitiv egész).

Mi az X eloszlasa (lehetséges értékek, sulyfliggvény), varhato értéke, szorasnégyzete? Mi-
lyen kapcsolat van a geometriai és a negativ binomialis eloszlas kozott?

3 ferfit és 3 nét rangsorolnak egy vizsgan. Ttfh. nincs két egyforma pontszam (azaz a 6!
lehetséges sorrend mindegyike egyformén valészini). Legyen X a legjobb né helyezése (pl.
X =1 azt jelenti, hogy a legjobb versenyz6 egy né volt). Mi az X eloszlasa ill. varhato
értéke?

Mi n kockadobéds maximumanak eloszlasa? (hf: és a minimumé?)
5-szor dobunk egy szabalyos kockaval. Legyen X a 6-os dobésok szama. D?(X) =?

a) Haromszor dobunk egy hamis érmével, amin a fej valdszintsége %. Jelolje X a fej
dobésok szamét. Szamoljuk ki az X véarhaté értékét és szorasat!

b) Haromszor dobunk egy hamis érmével, amin a fej valdszintsége %. Jelolje U azt

a szamot ahanyszor sikeriilt az el6z6 dobast megismételni (az U lehetséges értékei
0,1,2). Szamoljuk ki U varhato értékét és szorasat!

Thf. repiilés kozben a repiil6gép motorjai egymastol (teljesen) fiiggetleniil 1 — p valoszi-
ntiséggel hibdsodnak meg.

Ha egy repiil6gépnek a repiiléshez a motorjainak legalabb a felére van sziikség, akkor mi-
lyen p értékre mondhatjuk, hogy legaldbb 95% valosziniiséggel nem zuhan le az 5 motoros
gép?

Egy sportlovs % valosziniiséggel talél el egy léggémbot. Az 6todik taldlatig 16. Mennyi a
16vések szamanak eloszlasa ill. varhato értéke? Mennyi "id6" telik el a 16vések kozott?

Egy toban 1évé N halbol 100 darab ponty. Egy bacsi addig horgészik, amig ki nem fog
egy pontyot. Mi a kifogott halainak az eloszlasa, ha

a) a halakat visszaengedi

b) nem engedi vissza a halakat?

Hipergeometriai eloszlas. Egy erd6 N 6ze kozil m-et megjelltek. Az N 6z koziil
most befogunk n-et, mindegyiket egyenls valoszintiséggel. Legyen X a megjelolt Gzek
szama a befogottak kozott. Ekkor mondjuk, hogy X hipergeometriai eloszlasu. Ird fel
X sulyfiiggvényét! Nézz utana, hogy mi a varhato értéke illetve a szoérasnégyzete X -nek!
(tipp: Balazs Marton jegyzetének 45. oldala)
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Egy bulvarlapban oldalanként varhatéan 0,2 nyomtatési hiba van. Mi a valdszintisége,
hogy a kovetkezs oldalon

a) 0
b) 2 vagy annal t&bb hiba van?

Egy allamban az 6ngyilkossagi rata 1 6ngyilkossag per 100.000 lakos per hénap. Vizsgaljuk
meg az allam egy 300.000 lakosi varosat!

a) Mi a valészintisége annak, hogy egy adott honapban legalabb 4 ember lesz 6ngyilkos?

b) Mi a valészintisége annak, hogy egy adott évben legalabb 2 hénapban lesz legalabb
4 Ongyilkossag?

c) Legyen a mostani hénap az 1., mi a valészintsége annak, hogy elészor az i-edik
hénapban lesz legalabb 4 6ngyilkossag? Varhatéan mikor lesz elszor legalabb 4
ongyilkossag?

Milyen feltevésekkel éltiink?

Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy vélet-
lenszeriien vélasztott siitiben legalabb 0,99 valészintséggel legyen (legalabb 1) mazsola?
(A mazsoldk szamét egy siitiben modellezhetjiik Poisson eloszlassal.)

London kozponti keriiletében a bekovetkezd autdbalesetek szama szaraz, napos idében
A = 10 paraméterii Poisson-eloszlasi, nedves idében p = 20 Poisson-eloszlasi. Kora no-
vemberben Londonban p = 0, 6 valészintséggel van ronda esds id6, ¢ = 0, 4 valésziniiséggel
van verdfényes napsiités.

Azt olvastam a Times-ban, hogy mult csiitortokon 17 autébaleset volt London kézponti
keriiletében. Mit mondhatunk ezen informéci6é birtokdban arrol, hogy mult csiitértokon
esett-e a esG?(Beadhat6 a hazi feladatok k6z6tt +5 pontért! Részletes indoklas-
sal!)

A "Kocogj veliink!" mozgalom keretében futéversenyt rendeztek a Dunakanyarban. A
palyat kullanccsal fertézott teriileten vezették at. A versenyzdk koziil 300-ban talaltak
1, 75-ben pedig 2 kullancsot. Ennek alapjan becsiiljiik meg kb. mennyien indultak a
versenyen!

Az X valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye a kovetkezs:

0, <0
z/2, O0<z<1
Fx)=< 2/3, l<xz<2.
11/12, 2<z<3

1, >3

Ennek ismeretében adjunk valaszt a kovetkezd valdészintiségekre:

P(X =1),P(X =2),P(X = %),IE”(X <3),P(X > %)7]P(2 <X <4),P2<X <4

(Hf: Balazs Marton jegyzetben megnézni az 50-51-dik oldalt, meghallgatni hozza az anya-
got: 4.ea vége kb. 1:23:00-t6l 5.ea kb. 14:45:00-ig, itt mar megemliti az AF eloszlasokat
is, és mutat egy példat szinguléris vv-ra, ez utébbi csak érdekesség, el6bbi még nem lesz
anyaga a zh-nak, de csupéan a definiciot emliti. Azt kell érteni, hogy mit fejez ki az elosz-
lasfiiggveény!!!)
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6-7-8.gyakorlat
2015.11.06. és 2015.11.13. és 2015.11.20.

Az X valbszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye a kovetkezs:

0, <0
x/2, 0<z<1
Flz)=1< 2/3, 1<x<2.
11/12, 2<2<3

1, >3

Ennek ismeretében adjunk valaszt a kovetkezd valoszintiségekre:
P(X =3),P(X <3),P(X <3),P(X >3),P2< X <4),P2< X <4)

Egy rendszer a bekapcsolastol szamitott X honapig miikodik. Hatarozzuk meg az X var-
hato értékét, és annak a valészintiségét, hogy a rendszer legalabb 5 hénapig miikédik, ha
X stirtségfiiggvénye:

ﬁ x>0

f(x)Z{xB <0

A buszok rendre minden 6ra egészkor, 15-kor, 30-kor és 45-kor indulnak a megallébol. Ha
egyenletesen érkezem 7:00 és 7:30 kozott, akkor mi a valészintsége, hogy

a) 5 percnél kevesebbet varok?

b) 8 percnél tébbet varok?

c) ugyanez a két kérdés, ha 7:08 és 7:38 kozott érkezem egyenletesen!
A "fény az éjszakaban" tipusu villanykdrte élettartama exponencialis eloszlasia. A gyarto
mérése szerint a korték 95 szazaléka birja legalabb egy évig. Mennyi idére véallalhat a gyartéd

garanciat a korték mikddésére, ha azt akarja, hogy a vevéknek legfeljebb 0,5 szazaléka
reklamaljon?

Reggel a foldalatti szerelvények kiévetési ideje exponencialis eloszlasi 3 perc varhaté ér-
tékkel. Az egyik szerelvényt pont lekéstem.
a) Mi a valoszintsége, hogy legalabb 5 percet varnom kell a kévetkezdre?
b) Mér 4 perce varok. Mennyi a valészintisége, hogy még tovabbi 6 percet fogok varni?
a) Legyen X 3 varhato értékd, 2 szorasa normalis eloszlasa valoszintségi valtozo. Mennyi
a valoszintisége, hogy pozitiv?
b) Egy normaélis valoszintiségi valtozd szérdsa 2. Mennyi a varhato értéke, ha annak

valészintisége, hogy a vv. negativ 0,8438.

Tegyiik fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassidga centiméterben mérve normalis elosz-
lasa, = 182 és 02 = 169 paraméterekkel.

a) A 25 éves fiatalemberek hany szazaléka magasabb 2 méternél?

b) A kétméteres klub tagjainak hany szdzaléka magasabb 2 méter 10 centinél?

Milyen eloszlasu két fliggetlen, kiilonb6z6 paramétert Poisson eloszlasi valdszintségi val-
tozo Osszege? (Hf: Na és haromé?)

Milyen eloszlast két fiiggetlen, azonos paraméterti Exponencidlis valoszintiségi valtozo
Osszege? (Hf: Nézz uténa az tn. Gamma eloszlasnak!)
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Hatéarozzuk meg a binomiélis és a negativ binomialis val6szintiségi viltozok varhatéd érté-
két, kihasznélva a varhato érték linearitasat!

Legyen
1 ,1/3 vsz. B
X=¢0 ,1/3 vsz. Y:{(l) 7£2§;8
-1 ,1/3 vsz. ’

Hatarozzuk meg a két valdszintségi valtozo kovarianciajat. Fliggetlen X és Y7

Hatarozzuk meg a binomialis és a negativ binomiélis valészintiségi valtozok szorasnégyze-
tét!

Kalapos feladat: n ember szinhazba megy, mindenki leteszi kalapjat a ruhatarba. Ossze-
keverednek a kalapok, véletlenszertien visszaosztjak a kalapokat az n embernek. Jelolje X
azon emberek szamat, akik sajat kalapjukban mennek haza. Hatarozd meg X varhato
értekét és szorasnégyzetét. (Tipp: legyen X; az i-edik emberhez tartozd indikdtor, X; = 1
pontosan akkor, ha az i-edik ember a sajdt kalapjiban megy haza.)

Legyen X, Xo, ..., X, faevv-k sorozata. Ezen minta alapjan adjunk "jo6 tippet" a mogot-
tes eloszlas varhato értékére és szorasnégyzetére.
Utmutatds:

Mutassuk meg, hogy a mintadtlagnak és a korrigalt empirikus szoérasnégyzetnek neve-
zett statisztikdk konzisztens becslést adnak. Gy6zddjiink meg réla, hogy ezen becslések
("tippek") szoérasnégyzete nagy mintaelemszam mellett "kicsi". (Az S? szérdsnégyzetének
kiszamitésa hazi feladat.)

Mintadtlag: X = L 3" | X, B

Korriglt empirikus szorasnégyzet: 5% = —= 3" | (X; — X)?

Egy gyarban ketyeréket gyartanak, varhatéan napi 50-et.

a) Adjunk korlatot arra a valosziniiségre, hogy holnap legaldbb 75 ketyere késziil!

b) Mit tudunk mondani arrél a valészintségrél, hogy holnap 40 és 60 kozott lesz a
termelés, ha a szoérasnégyzet 257

Legyen X egyenletes a (0, 10) intervallumon. Mit tudunk mondani arrdl a valoszintiségrdl,
hogy X jobban eltér a varhaté értékétsl, mint 47

Legyen X normalis eloszlasi. Mit tudunk mondani arrél a valészintiségrél, hogy X jobban
eltér a varhatoértékétdsl, mint a szoras kétszerese?

Legyen X1, Xa,... X0 fae E(0,1) vv-k. Hatarozzuk meg a {21121 X; > 6} esemény va-
loszintiségét!

Jelolje X egy tanfolyamra beiratkozok szamaéat, melyrol feltételezziik, hogy Poisson elosz-
last 100 varhato értékkel. Mekkora annak a valdszintisége, hogy t&bben iratkoznak be a
tanfolyamra, mint 1207

Egy csillagasz tavolsagot mér, mérései faevv sorozatnak tekinthetd. A mérések varhatod
értéke megegyezik az objektum valodi d tavolsagaval, a széras 2 fényév. Hanyszor mérjen
a csillagasz, hogy az atlag 95 szazalék valosziniiséggel kozelebb legyen a valodi tavolsaghoz,
mint £0,5?7 Mennyire jar rosszul a csillagasz, ha nem ismeri a CHT-t, csak a Csebisev-
egyenlGtlenséget?



9-10.gyakorlat
2015.11.27. és 2015.12.04.

Felhasznalom Mori F. Tamés, Szeidl Lasz16, Zempléni Andras: Matematikai statisztika
példatarjanak elméleti 6sszefoglaloit és a 2/14, 3/6,13,15,19-es példait.

Becsléselmélet

A matematikai statisztika egyik alapfeladata a véletlen jelenségeket leird valdszintségel-
oszlas ismeretlen paraméterének (paramétereinek) becslése. A rendelkezésre allo informa-
ci6t a minta biztositja, amely tipikusan fiiggetlen azonos eloszlasu valosziniiségi valtozok
x = (21,22, ...,2,) € R" realizacitinak, megfigyeléseink sorozata (ezek az egymastol fiig-
getleniil, azonos koriilmények kozott elvégzett n kisérlet eredményei), ez alapjan adhatjuk
meg a ¥ paraméter (mely vektorértéki is lehet) becslését, amely a minta valamely T'(x)
fiiggvénye.

Talan a leggyakoribb becslési modszer a mazimum likelihood elv, amely azon alapul, hogy
azt a paraméterértéket valasztjuk becsiilt értéknek, amely mellett az adott minta realiza-
cidjanak a valoszintisége a legnagyobb. A becslés kiszamitasahoz bevezetjiik a likelihood-
fiiggvényt (Lyg(x)), ami a realizacio bekovetkezésének valoszintiségét fejezi ki (egyiittes el-
oszlasok). Fliggetlen azonos eloszlasu esetben a likelihood-fiiggvény megegyezik a suly-ill.
strtségfiiggvények szorzataval. Célunk ezt a fliggvényt maximalizalni a paraméter(ek)ben.
Becslésiinket gyakran a loglikelihood-fiiggvény paraméter szerinti derivaltjanak gyoke ad-
ja (ezt az egyenletet nevezziik likelihood-egyenletnek).

Legyen X1, Xs,..., X, fae vv-k sorozata, mely diszkrét (D) vagy abszolut folytonos (AF)
eloszlasbol szarmazik, akkor a likelihood-fiiggvény:

I1, po(z;) D eset

[T, fo(zi) AF eset

ng (X) =

I. Hatarozd meg a kovetkezs nevezetes eloszlasok ismeretlen paramétereinek ML-becslését!

a) Poi()\)
) Geom(p)
) B(m,p), ahol m adott
d) Eap(\)
) Ula,b)
) N(u,03), ahol o¢ adott
g) N(u,0?), ahol o is ismeretlen
II. Azt feltételezik, hogy egy fitikbdl all6 osztaly testmagassiaga normalis eloszlasa. Ad-

jon ML-becslést a normalis eloszlds paramétereire a 173,169, 180,178,176, 190 meg-
figyelés sorozat esetén!

ITI. A csalddok jovedelmét egy olyan skdlan mérjiik, ahol X = 1 a létminimumnak felel
meg. Feltételezziik, hogy a jovedelem eloszlasa az

o) = x;’%ﬂ(x >1)

stirtségfiggvénnyel adhato meg (ez az un. Pareto-eloszlds). Adjunk maximum like-
lihood becslést ¥-ra, ha 10 véletlenszertien vélasztott csaldd jovedelme

1,53, 2,76, 19,65, 4,16, 7,31, 1,21, 254,2, 5,43, 1,12, 1,63.
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Iv.

Hipotézisvizsgalat

A matematikai statisztika maésik alapfeladata a szamunkra érdekes, el6zetesen meg-
fogalmazott hipotézis, Hy ellendrzése (Hp : ¥ € 6p; ahol a 6 paraméterteret két
diszjunkt részre bontottuk: 8 = 6y U0;). Ezt altalaban egy un. probastatisztika alap-
jan tessziik meg, kijelolve azon megfigyelés-értékek halmazat, amelyekre elfogadjuk
(xe), illetve elutasitjuk (xx) a Ho hipotézist. A célunk az, hogy ezt az alap nullhi-
potézist csak akkor vessiik el, ha arra nyomos indokunk van. Igy el6re megadott o
(tipikusan 0,05 vagy még kisebb) szintre allithatjuk be aproba « terjedelmét, ami
az els6faju hiba valoszintsége (els6faja hibat akkor kévetiink el, ha elutasitjuk Hy-t,
pedig igaz).

Paraméteres probak: Adott valamilyen konkrét eloszlas, amelynek valamely pa-
raméterére allitunk fel hipotézist.

A legfontosabb ilyen eset, amikor a mintaelemek normélis eloszlasiak. A tovabbiak-
ban attekintiink a normalis eloszlas varhato értékére vonatkozé egymintas
proébakat:

u-préba

.y Xy ~ N(p, 03)

t-préba
X~ N, o)

X17X2a- XlaX27'

a)Ho: p=po, Hi:p# po a)Ho : = po, Hi:p# po

b)Ho : = o, Hi:p < po
¢)Ho i pp=po, Hi:p> po

u(x) = X0/ T N(0,1)

kritikus tartoményok

b)Ho : p= po, Hi:p < pio
¢) Ho:p=po, Hi:p>po

Hx) = Xgho /R t(n — 1)

kritikus tartoméanyok

a) Xr = {X: [u(xX)[ > uq/2}
b) xr = {x:u(x) < —uq}
c) xx = {x:ux)>u.}

a) Xk = {X: [H(x)] > taj2(n—1)}
b) xi = {x:u(x) < —to(n—1)}
c) xk = {x:ux)>ty(n—1)}

Az aldbbi minta 5 -egyforma képességiinek feltételezett - sportold silylokésben el-
ért eredményeit tartalmazza (tegyiik fel, hogy az adatok normalis eloszlasbol szér-
maznak). Az els6 dobés el6tt az edz6 biiszkén allitotta, hogy tanitvanyai atlago-
san legalabb 17 métert dobnak, amit a klub igazgatoja kétségbe vont. Ugy dontott,
hogy csak akkor hosszabbitja meg az edz6 szerzédését, ha a Hy : m = 17 hipotézis
a = 0,05 els6faju hibavaloszintiség mellett elfogadhat6é a Hy : m < 17 alternativaval
szemben.

a) Hogyan dontott az igazgato, ha a korabbi tapasztalataik alapjan a dobasok szo-
rasat 2-nek tekintették?

b) Véltozott volna-e a helyzet, ha nem tekintik a szorast ismertnek?

c) Az el6zéek alapjan az igazgatod végiil is még egy esélyt adott az edzének. O az
elsé kisérlet utdn mindenkinek elmagyardzta, hogy mire kellene odafigyelni a
jobb eredmény érdekében. Segitett-e az "edzés"?

d) Végil is mi legyen az edz6 sorsa?

12,2

12,1

16,3
17,2

17,1
17,7

16,1 ||
17,0 |

H els6 eredmény ‘ 14,8
H mésodik eredmény ‘ 18,8
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VL

VII.

Nemparaméteres probak A kovetkezSkben arrdl az esetrdl lesz sz6, amikor nem
tudjuk néhany valés paraméterrel megadni az Gsszes szoba johets eloszlast. Gyak-
ran maga az eloszlas az ismeretlen, és erre vonatkozik a nullhipotézis. A leggyak-
rabban hasznalt préba a y2-préba, amely az Aq, Ao, ... A, teljes eseményrendszerre
vonatkozé Hy : P(A;) = p;, ¢ = 1,...,r hipotézis ellendrzésére alkalmazhatd. A
prébastatisztika:

T

v=3 (vi = npz‘)z’

no:
i=1 pi

ahol v; az A; esemény gyakorisdga. A x? statisztika r —1 szabadségfoku y?-eloszlassal
kozelithets, innen tudunk kritikus értéket szerezni.

A x2-prébak alkalmazhatok példaul: illeszkedésvizsgalatra, homogenitasvizsgalatra,
fliggetlenségvizsgélatra.

Illeszkedésvizsgalat Hj : A minta egy adott eloszlasbol szarmazik.

Diszkrét eset:

Tth, hogy az eloszlas értékkészlete véges: X = x1,2z9,..., T,

H()P(X:{EZ) = Pi, 1= 1,...,’)"
A probastatisztika a fenti x?, ahol v; az {X = z;} megfigyelések gyakorisdga.

Xe = {1, vn) o 2 X2 (r = 1)}

Ha az értékkészlet megszamlalhatoan végtelen, akkor egyes értékeket (akar végtelen
sokat) Ossze kell vonni.

Folytonos eset:

Az értékkeészletet fel kell osztani, tgy, hogy minden intervallumba essen legalabb 3
megfigyelés. Ekkor r jeloli az intervallumok szamét, v; az i-edik intervallumban 1évé
megfigyelések szamét, p; pedig Hy fennéllasa esetén az i-edik intervallumba esés el-
méleti valoszintiségét. Ezekkel az értékekkel kell kiszamolni a x? statisztika értékét,
és Osszehasonlitani az r — 1 szabadsagfokt x? eloszlas 1 — e kvantilisével.

Becsléses esetben a szabadségfokokat a becsiilt paraméterek szaméval csokkenteni
kell.

Tekintsiik az alabbi megfigyelés-sort (az adatokat az egyszertiség kedvéért nagysag
szerint rendezve adjuk meg): 0,03, 0,05, 0,08, 0,08, 0,11, 0,12, 0,14, 0,19, 0,23, 0,24,
0,31, 0,43, 0,45, 0,56, 0,61, 0,67, 0,69, 0,78, 0,85, 0,88. a = 0,05 els6faju hibavalo-
sziniiség mellett dontsiink arrdl a hipotézisrdl, hogy a minta a [0, 1] intervallumon
egyenletes eloszlasbol szarmazik.

Doéntsiink arrél a hipotézisrsl, hogy az alabbi minta -ahol csak azt adjuk meg, hogy
az egyes intervallumokba hany elem esik- normalis eloszlasbol szarmazik. A minta a
atlaga 2,2, korrigalt tapasztalati szorasnégyzete 2,25.

| intervallumok | 0-1 1-2 2-3 34 |
H gyakorisagok ‘ 4 15 19 12 H

Dontsiink arrol a hipotézisrdl, hogy az alabbi minta Pascal-eloszlasbol szarmazik!
Mj: A geometriai mdsik elnevezése a Pascal.
| értékek | 1 2 3
H gyakorisagok ‘ 160 32 6

4|
2 |
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