Hazi feladatok

Valoszintiségszamitas és statisztika programtervezd informatikusoknak, 2015 Gsz

A hazi feladatok tartalmaznak kdnnyebb és nehezebb példikat is ugyanannyi pontért. A
feladatokhoz készitettem "tipp"eket. ElsGsorban ennek az a célja, hogy ha valaki némi gondol-
kodas utan nem latja, hogy egy feladatnal éppen mit kell csinalni, akkor ne akadjon el: vagy
egy olyan orai feladathoz iranyitom, ami hasonlé az aktualis probléméhoz, vagy konkrétan meg-
mondom, hogy milyen tételt alkalmazzon, esetleg azt is milyen szereposztasban. Egy feladatnak
tobbféle lehetséges megoldésa is van, nem csak azon az Uton lehet elindulni, amit javasoltam.
Lényegileg kiilonb6z6 megoldasokért plusz pont jar. Szeretném felhivni mindenki figyelmét arra,
hogy a ZH-ban ilyesfajta segitség nem lesz. Ajanlom, hogy mindenki miel6tt ranéz a "tipp"ekre
probéalkozzon a feladatok megoldaséaval.

Részpontszamok jarnak, de valaszokat csak indokléssal fogadok el. Az igazi csoportmunka hasz-
nos, ebben az esetben is mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajat szavaival (képleteivel).
A passziv mésolas viszont haszontalan, nem hozza meg a kivant fejlédést, ezenfeliil még biinte-
tem is.

J6 munkat kivanok! :)

Kombinatorika és egyenls valosziniiségii események (D 17 pont)

1. Van 5 matek, 7 torténelem, 4 irodalom és 2 idegen nyelv konyvem, a kényvek kiilonb&zok!

a) Hanyféleképpen tudom a konyveket elhelyezni a szobam egyik polcan (természetesen
mind elfér az egyik polcon)?

b) Hanyféleképpen tehetem meg ugyanezt, ha szeretném, hogy az azonos targyakhoz
kapcsoldédo konyvek egymés mellett legyenek?

c) Kaptam még 3 azonos (de az eddigiektdl kiilonb6z6) matek kényvet!

i) Hanyféleképpen lehetne csak a matek konyveket most sorba rendezni?

ii) Héanyféleképpen lehetne az Gsszes (21db) konyvet sorba rendezni, ha az azonos
targyakhoz kapcsolodoé konyveket egymas mellé szeretném tenni?

d) Felesleges nekem a 3 ugyanolyan konyv, igy 2-t eladok belSle. Most van 6 matek, 7
tori, 4 irodalom és 2 idegen nyelv kényvem, mind kiilonb6z6 (6sszesen 19db konyv).
Mennyi a valészintisége, hogy taldlomra kivalasztva 3 konyvet kivalasztom a 2 idegen
nyelv konyvet és az egyik torit? Szamitsd ki a valoszintiséget a huzasok sorrendjére
valo tekintettel és tekintet nélkiil is!

(4=14+1+1+1 pont)

2. Egy kozosségben 20 csalad van: 6 csalddban egy gyerek van, 8 csaladban kettd, 3 csaladban
harom, 2 csaladban négy, 1 csalddban &t.

a) Ha egy csaladot véletlenszerten kivalasztunk, mi a valoszintisége, hogy abban a csa-
ladban i gyerek van, i = 1,2,3,4,57

b) Ha egy gyereket véletlenszerten kivalasztunk, mi a valészintsége, hogy 6 egy i gye-
rekes csaladbol jott, i = 1,2,3,4,57

(2=1+1 pont)



10.

Egy urnaban van n goly6, melyek koziil egy piros, a tobbi fekete, véletlenszertien kihazunk
k darabot (visszatevés nélkiil). Mi a valdszintsége, hogy a piros golyét is kihtztuk?

a) Irjuk fel az eseményteret, amikor a htizasok sorrendjére nem vagyunk tekintettel, és
ezzel a modszerrel hatarozzuk is meg a kérdéses valoszintséget! (Pont jar a kombi-
natorikus forma lehetd legegyszertibb alakra hozasaért.)

b) Ellendrizziik le szamitasainkat tgy, hogy kiszamoljuk a fenti valészintséget figyelem-
be véve a huzasok sorrendjét!

(3=2+1 pont)

Apukdmmal fagyizni megyiink. En harom, O négy gombocos fagyikelyhet eszik. Hanyféle
fagyikehely allithatd Gssze nekem, hanyféle neki, ha a Zsitvay cukraszdaban kondérban
tartjak a fagyit, ezért mindig csak 7 féle van: puncs, csoki, vanilia, gesztenye, Gszibarack,
eper, fahéj?

(2=1+1 pont)

Egy urnaban van 5 piros, 7 zdld, 8 sarga golyo.

a) Otot visszatevés nélkiil htizva mi a valészintisége, hogy csak sargat huzunk? Mi az
eseménytér?

b) Mi a helyzet a visszatevéses esetben?
(2=1+1 pont)
Aritmetridban az autok rendszamai hatjegyt szamok 000000 és 999999 kozott.

a) Mi a valoszintisége, hogy egy tetsz6leges rendszém minden jegye prim?

b) Hanyféle rendszam lehetséges, ha egy rendszamban nem jelenhet meg az "6rdog
szama", vagyis pontosan hirom darab 6-os kozvetleniil egymas mellett?

(3=1+2 pont)

Mi a valoészintiisége, hogy egy véletlenszertien kivilasztott 5 jegyt szam paros? Mi az ese-
ménytér?
(1 pont)

Szita-formula, feltételes valosziniiség, fiiggetlenség, TVT, Bayes-tétel (> 29 pont)

Egy loversenyen 7 16 indul. Jelolje C azt az eseményt, hogy Csillag az els6 3 befuté kozt
van, R pedig azt, hogy Rar6 péaros helyen végez.

a) Mennyi C'U R valosziniisége?

b) Hany elemi eseményt tartalmaz C U R?
(3=2+1 pont)

Tth. n vendég, n esernydjét felakasztjak a szinhazba befele menet. Kifelé az esernydket
véletlenszertden osztjak ki. Mi annak a valészintisége, hogy legalabb 1 ember a sajat es-
ernyGjével megy haza? (A binomiéalis kifejezésektdl tisztitott eredményt kérek!) Mennyi a
kapott eredmény hatarértéke?

(4 pont)

Thf. ma 10%, holnap 40% valoszintiséggel esik az es6. Annak a valészintisége, hogy mindkét
nap esik 35%. Milyen valdszintséggel fog legalabb az egyik nap esni az es§?
(1 pont)
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Van egy torz érménk, ami 2 valoszintségeel mutat fejet. Az érmével annyiszor dobunk
’ 5 ’

amennyi egy szabélyos kockadobéas eredménye. Mi a valészintisége, hogy nem kapunk fejet?
(2 pont)

Harom szakics A, B, C egy specidlis siitit siitnek, melyek azonban sajnos rendre 0,02,
0,03, 0,05 valésziniiséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakics keze alatt. Az étte-
remben, ahol dolgoznak a siitemények 50%-at A siiti, B a 30%-at, C pedig a 20%-at. Mi
a valdszintisége, hogy a most késziil§ siiti nem fog rendesen megkelni?

(2 pont)

Egy els6-és méasodévesek altal latogatott targyat 8 elsGéves fia, 6 elsGéves lany, 4 masod-
éves fia vette fel. Hany masodéves lany vette fel a targyat, ha tudjuk, hogy egy, a targy
hallgat6i koziil kivalasztott hallgaté neme és évfolyama fiiggetlen egymastol?

(2 pont)

Egy szabalyos érmét kétszer feldobnak. Legyen A azaz esemény, hogy az els6 dobéas ered-
ménye fej, B az az esemény, hogy a masodik dobas fej, és C azaz esemény, hogy a két
dobéas eredménye megegyezik.

Mutassuk meg, hogy A, B, C paronként fiiggetlenek, de nem fiiggetlenek!

(2 pont)

Thf. van 100 goly6, melyek valamekkora része (mondjuk x darab) feketére van festve, a
masik fele (100 — = db) pirosra. Huzunk 3 golyot, a hazasok sorrendjére valo tekintet
nélkiil. Nézziik a kovetkezs eseményeket:

A := {2 fekete, 1 piros}

B := {a kihuzott golyok kozott legalabb 1 fekete golyd van}

a) Mi az eseménytér? Hany elem?
b) P(A),P(B) =?
¢) Mennyit szinezziink a golyok koziil feketére, hogy a fenti két esemény fiiggetlen le-
gyen?
(3=1+1+1 pont)
50% az esélye annak, hogy a kirdlyns hordozza a hemofilidért felelés gént. Ha hordozo,
akkor mindegyik hercegnek 50—50% az esélye annak, hogy hemofilias legyen. Ha a kiralynd

3 fia nem hemofilids, akkor mekkora az esélye annak, hogy hemofilias lesz?
(2 pont)

Az « kocka 4 piros és 2 fehér, mig a 3 kockan 2 piros és 4 fehér lap van. Feldobunk egy
érmét. Ha fej a dobas eredménye, akkor a toviabbiakban az « kockat hasznaljuk, ha pedig
iras, akkor a fS-t.

Az igy kivalasztott kockaval n-szer dobunk.

a) Mi a valoszintisége, hogy a k-adik dobés eredménye piros, k =1,...,n?

b) Feltéve, hogy mind az els6 k — 1 kockadobés eredménye piros, mi a valoszintisége,
hogy a k-adik dobés eredménye piros lesz, k =1,...,n?

(4=2+2 pont)

Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszagon a fitk két kategoériaba oszthatok:
2/3-uk udvarias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias fiuk az esetek 90%-ban engedik elére a
lanyokat az ajtoban, az udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-ban.

a) Mi annak a valoszintisége, hogy ha jon egy lany, akkor 6t Jancsi elére fogja engedni?
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b) Mi annak a valoszintisége, hogy Jancsi udvariatlan, ha lattam, hogy Jutkdt nem
engedte elére az ajtoban?

(4=2+2 pont)

Figyelem!! Az elsG két részbgl Gsszesen legfeljebb 23 pont gyijthetd Ossze. Be
lehet adni 23 pontnal tébbet is, viszont ha valaki t6bb pontot ér el, mint 23,
akkor is csak 23 pontot visz tovabb az eddigi feladatokbol.

Diszkrét valoszintiségi valtozok(d 18 pont)

Legyen X valészintiségi valtozé, melynek lehetséges értékei 0,2, 4, 6, 8. Tudjuk, hogy az X
c valoszintiséggel lesz 0, 2c valoszintiséggel lesz 2, 4c-vel lesz 4, 6¢-vel lesz 6, 8c-vel lesz 8.
Mennyi a c?

(1 pont)
Legyen X valoszintiségi valtozd, melynek lehetséges értékei 0,1,2,3,..., az X sulyfiigg-
vénye: ‘
N e (L) vha i=1,2,3,...
p(i) { 0,1 ,ha i=0

Mennyi a ¢?
(2 pont)

Két kockaval dobunk. Egy ilyen dobéast nevezziink sikeresnek, ha a dobott szamok Gsszege
prim. Varhatoan hény sikeres dobasunk lesz n probalkozas kozott?
(2 pont)

Mi n kockadobas minimumanak az eloszlasa?

(2 pont)

Addig dobélok egy p valoszintséggel fejet mutatd érmével, amig végre fejet nem dobunk.
a) Mi a fej valoszintsége, ha az els6 fejig varhatoan 23-szor kell dobnunk?
b) Mi a valoszintsége, hogy elGszor 3-dikra latok fejet?
c) Mi a valoszintisége, hogy az 5-dik fejet a 10-dik dobésnal latom?

(3=1+1+1 pont)

Egy embernek n kulcsa van, amelyek koziil egyetlen nyit egy bizonyos ajtot. emberiink
véletlenszerten probalkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem talal a megfelels kulcsra.
Hatarozd meg a probalkozéasok szaménak varhaté értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zarja ki a tovabbi probélkozasok soran (visszatevéses),

b) a sikertelen kulcsokat kizéarja a tovabbi probalkozésok soran (visszatevés nélkiili)!
(4=1+3 pont)

Egy konyvben 10 oldalon volt egy, 2 oldalon pedig kettd gépelési hiba. Adjunk becslést,
hogy hany oldalas lehet a koényv!

Milyen feltevéssel éltiink?

(4 pont)
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Eloszlasfiiggvény (> 3 pont)
Legyen az X valoszintségi véltozé eloszlasfiiggvénye, F' a kovetkez6 modon adott:

0 ha  b<0
b/4 ha 0<b<1
Fb)=q3++%2 ha 1<b<2
11/12 ha 2<b<3

1 ha  3<b

a) P(X =i)=?,i=1,2,3
b) P(3 <X <3)=2

(3=2+1 pont)

Folytonos valészintiségi valtozok(d 24 pont)

Egy rendszer a bekapcsolastol szamitott X hénapig mikodik. Hatarozza meg X varhatéd
értékét, és annak a valoszintségét, hogy a rendszer legalabb 5 hénapig miikodik, ha X
siiriiségfiiggvénye

Cze @2 >0

ro = {2y
(4 pont)

Egy benzinkut hetente egyszer kap benzint (w mennyiséget). Hogyha a heti eladas (ezer
literben mérve) egy vv

_[5(1-2)* J0<z<1
@)= { 0 ,knben

strtiségfiiggvénnyel, akkor mekkora méret tartaly sziikséges ahhoz, hogy egy adott héten
a benzinkut 0,01-nél kisebb valészintiséggel fogyjon ki a benzinbgl?
(4 pont)

A buszok rendre minden éra egészkor, 15-kor, 30-kor és 45-kor indulnak a megallobol. Ha
egyenletesen érkezem 7:00 és 7:25 kozott, akkor mi a valészintsége, hogy

a) 5 percnél kevesebbet varok?

b) 8 percnél tébbet varok?

(3 pont)

Petofi hid, budai hidfénél a villamosok (egy adott irdnyba) cstcsidé6ben Exponenciélis
eloszléassal érkeznek, 2,5perc varhaté értékkel.

a) Mennyi a valészintsége, hogy ha épp most ment el el6ttem egy villamos, akkor 3
percnél tobbet kell varnom.

b) Mér varok 1 perce, de nem jott a villamos. Mi a valészintisége, hogy legfeljebb még
1 percet kell varnom?

c¢) Tegyiik fel, hogy a villamosok 2,5perc varhato értéki, 1/3 szorast normaélis eloszlas
szerint érkeznek. Ezzel a feltevéssel oldjuk meg a)-t!

(6=2+2+2 pont)

Tegyiik fel, hogy X normalis eloszlasd, 6 varhat6 értékkel. Ha P(X > 10) = 0, 2, akkor
kozelitleg mennyi X szorasnégyzete?
(3 pont)
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Mennyi garanciat adjunk, ha azt szeretnénk, hogy a termékeknek legfeljebb 5 szazalékat
kelljen garanciaidén beliil javitani, ha a késziilék élettartama 10 év varhato értékd és 2 év
szorasu normadlis eloszlassal kozelithets?

(4 pont)

Konvolacié(d ) 17 pont)
Irjuk fel

a) Két fiiggetlen, azonos paramétert geometriai eloszlas sulyfiiggvényét!

b) Két fliggetlen, azonos paraméterii exponenciélis eloszlas striiségfiiggvényét!

c)
)

d

Harom fiiggetlen, azonos paramétert geometriai eloszlas sulyfiiggvényét!

Harom fiiggetlen, azonos paraméterti exponenciélis eloszlas siirtiségfiiggvényét!
(12=2+2+4+4 pont)

Hatarozzuk meg két fiiggetlen, kiilonb6z6 paraméterti exponenciélis eloszlas stirtiségfiigg-
vényét!
(5 pont)

Varhat6 érték és szorasnégyzet tulajdonsagai, kovariancia(d_ 16 pont)

Legyen X ~ N(3,9),Y ~ Exp(1/2),Z ~ U(-2,2) figgetlenek. Hatarozd meg a kovetkezs
mennyiségeket

a) E(X+Y +2) =2
b) DX(X +Y + 2) =2
) EBX+ ¥ —-Z+4)=?
d) D*(BX + ¥ —Z+4) =2

(6=1+1+2+2 pont)

a) Leiiltetiink 10 hazaspart véletlenszertien egy kerek asztalhoz. Jelolje X azon hazaspé-
rok szamaét, akik egymés mellé keriiltek. Mi az X varhaté értéke és szorasnégyzete?
(ZH-ra késziiléshez: mennyiben valtozik a szamolas, ha egyenes a pad?)

Tipp: Legyen X; annak az eseménynek az indikdtora, hogy az i-edik hdzaspdr eqymds
mellé keril, i = 1,2,...,10, vagyis X; = 1, ha az i-edik hdzaspdr eqymds mellé fil,
kilonben X; =0

b) (unatkozdknak:) Ugyanez, csak k hazaspar van, vagyis n = 2k embert iltetiink le
0sszesen.

(10 pont)



