VEGES DISZTRIBUTIV HALOK REPREZENTACIOJA

1. VEGES DISZTRIBUTIV HALOK STRUKTURATETELE

Az L hal6 a elemét egyesités-irreducibilis, ha a = x1 V 22-b06l kovetkezik, hogy
vagy a = x1, vagy a = To. Dudlisan definidljuk a metszet-irreducibilis elem fo-
galmét. Az a elem egyesités prim, ha abbdl, hogy a < 1V ...V x, kdvetkezik, hogy
valamely i-re (1 < i <n)a < z;. J(L) az L egyesitesirreducibilis elemeinek reszben-
rendezett halmaza. M (L) jeloli a metszet-irreducibilis elemek részbenrendezett
halmazat.

Allitas 1. Disztributiv hdlé minden egyesitésirreducibilis eleme egyesitesprim.

Bizonyitas. Nyilvan minden egyesitésprim elem egyesitésirreducibilis. Legyen
L egy disztributiv halé, a € J(L), z1,...,x, € L tovdbbd a < z7 V ... V z,,. Ekkor

a=aA(x1V..Va,) =(@Az1)V(aAz2) V...V (aAxzy,)

Mivel a egyesitésirreducibilis, ezért valamely i-re a = a A z;, azaz a < x;, vagyis
a egyesitésprim. &

Legyen R részbenrendezett halmaz. I C R rendezésidedl, ha b < a € I, ugy
be I. Jelolje H(R) a rendezésidedlok halmazat.

Tétel 1. Bdrmely legaldbb kételemi L véges disztributiv hdldra L = H(J(L)).
Tovdbbd, a ¢ : L — H(J(L)),x — (x] N J(L) leképezés izomorfizmus, amelynek
inverze a v : H(J(L)) —: L, A — \J A leképezés.

Bizonyitas. Mivel L véges, ezért minden = € L el6all egyesitésirreducibilis
elemek egyesitéseként. Legyen x <\/ ., a egy ilyen elééllitds. Nyilvin A C o(z).
Ezért x < \/aep(x) a =<z, azaz

z=\/ a=¢px)).
a€p(z)
Legyen A € H(J(L)), akkor allitjuk, hogy

P(p(4)) = A.

Mivel A minden a elemére a < \/ A = ¢(A) ezért a 7 O 7 tartalmazds nyil-
véanvals. Legyen tovdbbd b € p(1(A)), azaz b € J(L) és b < \/ A. Ekkor az 1.
Allitds szerint valamely a € A-ra b < a. Azonban A € H(J(L)) rendezésidesl
J(L)-nek, igy b € A. Ezzel igazoltuk a7 C” tartalmazdst. Igy p(¢(A)) = A. Ezek
szerint o és 1 egymds inverzei. Mivel monotonok is, ezért izomorfizmusok. &

Komplementumos disztributiv halét Boole algebrdnak nevezziik. Ennek egye-
sitésirreducibilis elemei az atomok, azaz amelyek a 0 szomszédai. J(L) tehat ren-
dezetlen halmaz, igy H(J(L)) nem més mint a P(J(L)) hatvdnyhalmaz, tehdt min-
den véges disztributiv hald izomorf egy hatvanyhalmazhoz.

Egy véges n-elemfi lanc hossza [(C), n—1. Egy véges L hilé hossza I(L) a benne
1év6 maximaélis lancok hosszéanak szuprémuma.
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Allitas 2. Véges disztributiv hdléndl (L) = |J(L)|. Ebbél kévetkezik, hogy |J(L)| =
[M(L)|.

Bizonyitas.Legyenek 0 = ¢; < .... < ¢, a C' maximélis ldnc elemei. Teljes
indukcidt alkalmazunk a C hosszéra. Tegyiik fel, hogy az (c,—1] idedlra igaz az
allitds. Legyen d a legkisebb olyan elem, amelyre d V ¢,,—1 = 1. Konnyen latheto,
hogy d az egyetlen egyesitésirreducibilis elem, amely nincs (¢,—1]-ben, tehdt egy-
egyértelmii megfeleltetés van C ill. J(L) elemei kozott. &

2. VEGES DISZTRIBUTIV HALOK ELEMEINEK ELOALLITASA IRREDUCIBILIS
ELEMEKKEL

Definicié 1. Legyen L hdlo és legyenek ay,...,a, € L tetszdleges elemek. Ha i =
1,..,n-reaV...Va—1Vai11V...Vay # a1V..Vay, akkor az a1 V...Vay, egyesitest
irredunddns (rovidithrtetlen) egyesitésnek nevezzik.

Tétel 2. Véges disztributiv hald barmely eleme edallithatd egyesitesirreducibilis
elemek irredunddns egyesitéseként., amely — a tényezok sorrendjétdl eltekintve —
egyértelmi

Bizonyitas. Tekintsiik az L véges disztributiv halét és legyen x € L. Legyenek
a1, ..., an p(x) = (] N J(L) maximélis elemei. Ekkor nyilvin

r=aiV..Va,.
Legyen © = by V ... V by, az = egy tetszéleges elballitdsa egyesitésirreducibilie
elemek egyesitéseként. Igazoljuk, hogy:

{al, ceey an} g {bl, bm}
Valéban tetszoleges i-re (1 < i < n) a; < x = by V...V by, igy valamely j-re
(1 < j <'m) teljesiil, hogy a; < b;. Tekintettel arra, hogy a;,b; € ¢(x) és ¢(z)-ben
a; maximdlis elem, kapjuk, hogy a; = b;, azaz a; € {b1,...,bp}.



