KONGRUENCIAK ES IDEALOK

1. HALOK KONGRUENCIAI

Az L halé © ekvivalencia relaciéja kongruenciareldcio, ha teljesiil az un. helyettesi-
tésielv: z =y (0)-bdl, barmely ¢t € L elemre x Vit =y Vit (O) ésx At =yAt (O)
teljestl.

Legyen x <y < zésax =z (0). Ekkor xAy = zAy (0), azaz cAy =z, 2 Ay =y
miatt z =y (0). Ez azt jelenti, hogy a kongruencia osztdlyok konvex részhalmazok.

Allitas 1. Legyen © és ® az L hdld két kongruenciarelicidja. a =b (©OV ®) akkor
és csakis akkor, ha létezik eqy véges sorozat aNb=cy < c1 < ....<cp_1=aVbés
¢i = cip1 (D) vagy ¢; = cip1 (V) minden 0 < i < n-re.

Allitas 2. Egy L hdlé kongruencidira teljesiil a disztributivitds:
OAN(PVT)=(OAD)V(OATD).

Bizonyitis. Mivel O A (P V T) > (O A D)V (O A ¥) mindig teljesiil, ezért csak
a forditott irdnyu egyenl6tlenséget kell igazolni azaz, hogy a = b (© A (P V ¥))-bdl
a=b ((OAD)V (O AVT)) kdvetkezik.

Legyena=b (OA(PV VD)), akkora=b (©)ésa=b (PV V). Létezik tehét egy
aNb =2y <...< z, = aVbsorozat, flogy zi = zit1 (P) vagy z; = z;+1 (V) minden
0 <i < n-re. Mivel a = b (0©) kapjuk, hogy aAb=aVb (0), ésigy z; = z;+1 (O)
minden 0 < ¢ < n-re. Ez azt jelenti, hogy

zi=zi41 (OAD®)vagy z; =241 (OAD)
amibdl 16vetkezik, hogy:
a=b ((OBAD)V(OAD)).
&

Azt mondjuk, hogy a halék kongruencia-disztributivak. A haldék kongruencia-
héléi tehdt disztributiv algebrai halét alkotnak. A héaléelmélet egyik legnevezete-
sebb problémaja volt az a kérdés, hogy mely disztributiv algebrai hélék allnak eld
mint egy halé kongruencia-haléja. A problémét 2006-ban Fred Wehrung oldotta
meg, konstrualt egy olyan disztributiv algebrai halét amelynek a kompakt elemei
Ny szamossagi félhalét alkotnak és ez a halé nem &all el6 mint egy halé kongruen-
ciahaldja.

Legyen L egy 0 elemes hilé és © egy kongruenciarelacié. A 0-t tartalmazo
O-osztaly egy ideal. H&lokndl a kongruencidk és idedlok kozotti kapcesolat igen
laza. Egy idedl tobb kongruencianal is lehet kongruencia osztaly és egy ideal nem
mindig kongruencia osztalya valamely kongruenciarelaciénak. Ez utébbira példa
M3, annak egy p atomjét véve a (p| idedl nem kongruencia osztily.
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2 KONGRUENCIA

2. RELATIV KOMPLEMENTUMOS HALOK

Legyen A és B két halé. Az A x B Descartes szorzaton a hélé-miiveleteket a
kovetkez6 médon értelmezziik: (aq,b1) V (ag,b2) = (a1 V ag,b; V ba) és (a1,b1) A
(ag2,b2) = (a1 ANag, by Ab2). Ezen miiveletekkel A x B hdld, az A és B direkt szorzata.

Legyen L egy 0 és 1 elemes hals. Ha valamely a elmhez van olyan a’ elem,
hogy ana =0ésaVa =1, akkor a’ az a egy komplamentuma. Ha a halé min-
den elemének 1étezik komplementuma, akkor komplementumos halénak nevezziik.
Ha a hélé minden intervalluma komplementumos, akkor relativ komplementumos
halénak nevezziik.

Allitas 3. Minden komplementumos moduldris hdlé relativ komplementumos.

Bizonyitas. Legyen a < ¢ < b. Tekintsiik ¢ komplamentumét ¢’-t és legyen
d=aV(Ad). Ekkor cvVd=cV(aV(bAN))=(cVa)V(AL)=cV(DA)=0D.
cANd=cA(aV (bA))=a amodularitds miatt. &

Tétel 1. Minden véges hosszusagu hdld véges sok direkt felbonthatatlan hdlo direkt
szorzata.

Bizonyitas. A tételt a hdlé hosszara vonatkozo teljes indukciéval kénnytl iga-
zolni. &
Az L hal6o egyszert, ha nincs nemtrivialis kongruencidja.

Tétel 2. (R. P. Dilworth) Minden direkt felbonthatatlan, relativ komplementu-
mos hadlo egyszeri.

Bizonyitas. &

Tétel 3. (Birkhoff-Menger tétel) Bdrmely véges hosszisdgi komplementumos
moduldris hdlo egyszerd komplementumos moduldris hdlok direkt szorzatdval izomorf.

Bizonyitas. &



