GEOMETRIAI TEREK AZ ALGEBRA SZEMSZOGEBOL

SCHMIDT TAMAS

A geometridban pontokkal, egyenesekkel, sikokkal foglalkozunk és a kozottiik
fenallé kapcsolatokat vizsgaljuk. Mindenekel6tt az egzakt targyalas érdekében bi-
zonyos alaptulajdonsagokat — tin. axiémakat — kell rogziteni. Ilyen pl. az, hogy
barmely két, kiilonb6z0 ponton at pontosan egy egyenes megy at vagy az, hogy
két kiillonb6z6 egyenesnek legfeljebb egy kozos pontja lehet. Kiilonféle geometriai
térfogalom ismeretes, ezeket axiomdkkal adjuk meg. A legismertebbek a projektiv
terek, amelyek elemeivel itt megismerkediink. Ezek koziil is az tin. véges projektiv
sikokrdl ejtiink néhany szot.

Mit értiink projektiv sik alatt? Elésszor is adva vannak a pontok, amelyek egy
G halmazt alkotnak. Egyeneseket igy tudunk megadni, hogy megmondjuk mely
pontokat tartalmazza. Az egyenes tehat nem mas mint a G-nek egy részhalmaza. A
projektiv sikot tehat ugy tekinhetjiik, hogy az egyrészt egy G halmaz, masrészt a G-
nek bizonyos kitiintetett részhalmazai — az egyenesek 6sszessége. Ezek a kovetkezd
axiémaknak kell, hogy eleget tegyenek:

A projektiv sik axiémai:

(P1) Két tetszbleges ponthoz egy és csak egy egyenes van, amelyen a két pont

rajta fekszik.

(P2) Két kiilonboz6 egyenesnek egy és csak egy kozos pontja van.

(P3) Van négy pont, amelyek koziil barhogy vélasztunk ki 3 pontot, azok nem

fekszenek egy egyenesen.

A (P;) axidéma csak azért sziikséges, hogy trividlis eseteket kizarjunk. A legkisebb
elemszamu projektiv stknak 7 pontja van ez az in. Fano sik, amelyet a kovetkezo 1.
abra szemléltet. Itt 7 pont van, amelyeket a, b, ..., g jelol. Egyenesek pedig az abran
lathat6 hat egyenes és a kor (ami persze ugy értendd, hogy a {b,f,d} ponthdrmas
alkot egy egyenest).

1. 4bra. A Fano sik
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Hogyan tudunk tovabbi példdkat adni véges projektiv sikokra? FEnnek a leg-
egyszerlibb mddja, ha szamtesteket hivunk segitségiil. A kovetkezé lépésként bevezet-
jik a test fogalmat.

Kommutativ testnek neveziink egy K halmazt, ha abban értelmezve van két
miivelet, amelyeket Osszeaddsnak és szorzasnak neveziink, jelolésiik a+ b, ab, melyek
a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkeznek:

(1) Ha a,b a K elemei, igy a + b,ab is a K elemei,

(2) a+b=b+a,a+ (b+c)=(a+b)+c, ab=ba, a(bc) = (ab)c és érvényes a
disztributivitas a(b + ¢) = ab + ac,

(3) K-ban van két kitiintetett elem 0 és 1,

(4) az a + = 0 minden a-ra megoldhatd, megolddsa —a,

(5) az ax = 1 minden a-ra megoldhatd, megolddsa a~!, vagy masképp jelélve
1/a.

Testre példa a raciondlis, a valés szamok testei. Konnyen megadhatunk véges
elemszamu testet. Legyen p egy primszam és tekintsik a 0,1,2,...,p — 1 egész
szamokat és az Osszeaddst és szorzast ugy definialjuk, hogy elvégezziik a miiveleteket
az egész szamok kozott és az eredményt p-vel elosztjuk és a maradék lesz az
Osszeadds ill. szorzés eredménye. Ez a GF(p) test. Ennek p eleme van. Kimu-
tathaté, hogy egy véges testnek pF szamu eleme van és minden primhatvanyhoz
pontosan egy ilyen test létezik, amelyet GF (p¥) jelol.

A GF(p) test elemeibdl a kovetkezbképen tudunk egy véges projektiv sikot
létrehozni. Képezzik az dsszes (x1, X2, x3) elemhdrmast, amelynek elemei nem mind
egyenldk nulldval. Amennyiben A a GF(p) test tetszbleges 0-t6l kiilonbozd eleme,
akkor az (x1,x2,x3) és (Ax1, Axa, A\x3) szdmhdrmasokat ugyanazon pont kiillonb6zé
eloallitasainak tekintjiik. x1,zs, x3 a pont projektiv koordinatai.

Most 4ttériink az egyenesek definidldsira. Legyen aq,a2,a3 a GF(p) hirom
eleme, amelyek nem mind nulldk. Az [a1,az,as] egyenes mindazon (x1,xs,x3)
pontokat tartalmazza, amelyekre

ai1xy + asxo + azxs = 0.

Egyszertiien kimutathatd, hogy az igy definialt pontok és egyenesek egy projektiv
sikot alkotnak. Léssuk be pl. a (Pp) axiéma teljesiilését. Legyen (xq,xa,x3) és
(y1,Y2,ys) két kiilonboz6 pont. Az

a1z + asxo + azxrs =0

a1y + asyz +agys =0

egyenletrendszernek pontosan egy megolddsa van az a1, as, a3 mint ismeretlenekre
nézve, azaz ponosan egy egyenes tartalmazza az adott két pontot. Teljesen ha-
sonléan igazolhaté a (P,) axiéma is.

A legkisebb elemszamu test kételem(i, GF(2) amelynek elemei 0, 1. E két szdm
segitségével készitsiik el a kovetketkez6 elemharmasokat:

b=(1,0,0), f =(0,1,0),e = (0,0,1),d = (1,1,0),g = (1,0,1),a = {(0,1,1),c =
(1,1,1).

Ez pontosan az elobbiekben definidlt Fano sik. (E specidlis esetben minden
pont csak egyféleképen koordinatizalhatd.) Azt ldtjuk, hogy a Fano sik szdmokkal
ill. koordinatdkkal is megadhaté. Ezért azt mondjuk, hogy a Fano sik koordina-
tizalhato. Ezzel lehetové valt, hogy a geometriai fogalmakkal szamolhassunk, tehat



GEOMETRIAI TEREK AZ ALGEBRA SZEMSZOGEBOL 3

a teret alkotd pontok, egyenesek algebrai alakot 6ltottek. Ezt nevezziik analitikus
geometridnak is.

Természetesen adodik a kérdés, hogy vajon minden véges projektiv sikot megkap-
hatunk-e a fenti médon egy véges test segitségével? A vélasz nemleges, de hogy
melyek koordinatizalhatok arra egy szép és meglep6 vélaszt fogunk adni.

Az elemi geometriai tételek hosszu soraban szerepel egy hires tétel, a Desargues
tétel, amely a kovetkez6t mondja ki: ha az AjAs, ByBs, C1Cs atmennek egy 0
ponton, akkor az A; By, A;Bs egyenesek metszéspontjat Cs-al, az Ay és C1, Ao
és (5 egyenesek metszéspontjait Bs-al, az B1C1, B2C5 egyenesek metszéspontjat
As-al jelolve az As, B3, C's pontok egy egyenesen fekszenek. Lasd a 2. abrat.

Konnyti igazolni, hogy az elobbi példakban szerepl6 projektiv stkokban teljesiil
a Desargues tétel.

> Cs

) B3

) Aj

2. dbra. A Desargues tétel

Létezik olyan projektiv sik, amelyben nem teljesiil a Desargues tétel.

Kimutathato, hogy egy véges projektiv stk pontosan akkor koordinatizalhatd, ha
teljesiil benne a Desargues tétel. Ezzel a Desargues tétel fontos szerephez jutott, 6
a felel0s a geometria koordinatizalhatosagért.

A projektiv sik kétdimenziés. Hogyan lehet egy magasabb dimenzids projektiv
teret definidlni? Az (P;) axiéma valtozatlan, viszont (Ps)-t médositani kell, hiszen
lehet két olyan egyenes amelyeknek nincs kozos pontja (kitérd egyenesek), két egye-
nesnek pontosan akkor van kozos pontja, ha azok egy sikban vannak. Ezt fogal-
mazza meg a:

(Py) Pasch axioma. Ha egy nem elfajulé hédromszog két oldalegyenesét egy
tovabbi egyenes a haromszog cstcspntjaitél kiillonb6zé pontokban metszi, akkor ez
az egyenes a haromszog harmadik oldalegyenését is metszi.

Magasabb dimenzids projektiv tereket hasonlé médon allithatunk el6 test segit-
ségével. Az n > 2 dimenzios teret ugy kapjuk, hogy elem n + 1-eseket tekintiink.
Meglepd, hogy a 3 és annal magasabb dimenzids projektiv terekben mindig teljesiil
a Desargues tétel, ily moédon koordinatizalhatok. Ez egyben azt is jelenti, hogy egy
olyan projektiv sik amelyben nem teljesiil a Desargues tétel nem lehet benne egy
magasabb dimenziéju projektiv térben.
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Mint a bevezetében mar emlitettiik a geometriai teret az jellemzi, hogy az al-
terei kozott milyen tartalmazasi viszonyok érvényesek. Az alterek a pontok G hal-
mazanak részhalmazai, és igy a halmazelméleti tartalmzas egy rendezést hatéroz
meg az alterek halmazdn. Két altér kozos része (metszete) ismét altér, amely
az adott két altér legnagyobb alsé korlatja. Két altér halmazelméleti egyesitése
altalaban nem altér, de létezik egy legsziikebb altér amely Oket tartalmazza. Ez
tehat a két altér legkisebb felsé korlatja. Ez azt jelenti, hogy az alterek részben
rendezett halmaza olyan, hogy ott barmely két elemnek 1étezik legkisebb fels6 és
legnagyobb alsé korlatja. Az ilyen részben rendezett halmazt halénak nevezziik.
Mivel a legkisebb felsé és legnagyobb alsé korlat egyértelmiien meghatérozottak,
ezért tekinthetjiik ezeket algebrai miveleteknek, elnevezésiik egyesités a V b ill.
metszet a A b. A halé tehdt egy specidlis algebrai struktira, amelyet a geometriai
térhez hozzarendehetiink és amely jellemzi a teret.

A huszadik szézad elején a fizikdban két elmélet allt az érdeklédés kozéppontjaban.
Az egyik az Einstein féle relativitds elmélet, a masik a kvantummechanika. Az
utébbi matematikai modelljét kisérelték meg leirni, amikor a 30-as években Neu-
mann Jdanos bekapcsolédott e munkaba. Mint a matematika megannyi teriiletén
itt is sikeriilt igen jelentéset alkotnia. A kvantummechanika matematikai mo-
delljének megadasahoz a projektiv geometridknak egy altalanositdsat adta, ame-
lyeket folytonos geometrianak nevezett. Ennek egyik érdekessége, hogy nincsenek
pontok, minden altér tartalmaz egy masik alteret. Mig a projektiv geometridanal
az alterek dimenzidi az 1,2, ...,n temészetes szamok valamelyike, addig a folytonos
geometridnal az altér dimenzidja egy tetszoleges 0 és 1 kozotti valds szam lehet, ez
a tulajdonsdg utal az elnevezésben szerepld folytonossdgra. A folytonos geomet-
ria valdjaban egy specidlis halé. Neumann bebizonyitotta, hogy ezek is koordi-
natizalhatdk, de nem testekkel, hanem &ltalanosabb struktirakkal un. gytirtikkel,
amely annyiban kiillonbozik mint a testektél, hogy az 1 elem létezését és a (5)
tulajdonsagot nem koveteljiik meg.



