Sztochasztikus folyamatok
5. feladatsor, 2017. mércius 8.

1. Legyen (X,,) homogén, diszkrét ideji Markov-lanc az S = {1,... N} allapottéren, P
atmenetmétrixszal.
1 ha X, =1, :
(a) Legyen Y, = ¢ . Mutassunk példat, amikor Y;, NEM Markov-lanc!
2 ha X, #1
(b) Legyen ¢ : S — S, nem feltétleniil injektiv leképezés. Milyen feltételnek kell
P-nek eleget tenni, hogy Y, = ¢(X,) is Markov-lanc legyen? Adja meg {Y,}
atmenetmatrixat!

2. Egy gyar munkésait harom csoportba sorolhatjuk: Tanuldé, Munkas, Feliigyel6. To-
vabba vannak, akik elhagyjak a gyarat, ill. akiket kirignak (X). Tegyiik fel, hogy egy
munkas palyaja Markov, atmenet matrixa:

T M F X
T 02 06 0 0.2
M 0 055 015 0.3.
F 0 0 1 0
X 0 0 0 1

(a) A Tanuloknak hany szézaléka lesz Feliigyel?

(b) Varhatoan mennyi id6 telik el, amig egy Tanulobol Feliigyels lesz, vagy elhagyja
a gyarat (X)7

3. Egy gépjarmi felelGsségbiztosité harom kategoridba sorolja iigyfeleit: Jo, Kozepes,
Rossz. Evente vizsgaljak feliil a besorolast, ezt az atsorolast Markov lanccal model-
lezhetjiik, melynek d&tmenet méatrixa:

J K R
J 06 04 0
K 0.1 0.6 0.3°
R 0 02 08

Sok év elteltével milyen aranyban oszlanak meg a harom kategoria kozott az tigyfelek?

4. Lassa be, hogy egy Markov lanc atmenetmatrixa akkor és csak akkor szimmetrikus,
ha bisztochasztikus és reverzibilis!



Hazi feladatok
5. feladatsor, beadasi hatarids: 2017. marcius 22.

1. Hatarozzuk meg, hogy mely 0 < a,b,c,d < 1 paraméterek esetén elégiti ki a detailed
balance condition-t egy Markov lanc, melynek atmenet matrixa a kovetkezé:

0 a 0 1-—a
1—-b 0 b 0

0O 1—c O c

d 0 1—d 0

2. Legyen G = G(V,E) egy iranyitatlan, egyszert, Osszefiiggd graf. Emlékezziink,
hogy a bolyongést a grafon tgy definidltuk, hogy a bolyongé minden egyes lépés-
ben kivalaszt egy egyenletes csticsot a szomszédok kozil, és oda ugrik. Tekintsiik
a bolyongas lusta verziojat: minden esetben 1/2 valoszintséggel helyben marad a
bolyongo, 1/2 valoszintiséggel pedig az elsbb leirt lépést hajtja végre. Irjuk fel az
atmenetvaloszintség-matrixot (a sima bolyongas P atmenetvaloszintiség-matrixa segit-
ségével) és a stacionarius eloszlast!

3. Legyenek X, ésY,, fiiggetlen Markov lancok az S = {0, 1, 2} haromelemii allapottéren.
Mindkét lanc atmenet matrixa
1/2 1/4 1/4
P=11/4 1/4 1)2
0 1/2 1/2
Hosszu idén keresztiil az id§ hanyad részét tolti a két Markov lanc azonos allapotban?

4. Aladar és Béla, két régi jobarat nem tudjak egymésrol, hogy mindketten beiratkoztak
a Mtegyetemre. Aladar az X menzat szereti jobban, Béla az Y menzét, de mindketten
szeretik a valtozatossagot. Ezért Aladar elhatarozza, hogy az els6 nap az X menzaba
megy, majd ezutan minden X menzas napot kovetd tanitasi napon 1/2 valoszintséggel
az Y menzaba megy, és 1/2 valoszintiséggel tjra az X menzaba megy, viszont minden
Y menzas napot kévets tanitasi napon 3/4 valoszintséggel az X menzaba megy, és
1/4 valoszintiséggel Gjra az Y menzédba megy. Béla pedig az Y menzaval kezdi az
els6 tanévet, és ugy tervezi, hogy minden Y menzas napot kovetd tanitasi napon 1/2
valoszintiséggel az Y menzaba megy, és 1/2 valoszintiséggel az X menzaba, viszont
minden X menzas napot kovetd tanitasi napon 2/3 valoszintiséggel az Y menzéba
megy, és 1/3 valoszintiséggel az X menzaba. Ehhez mindketten tartjak is magukat
egészen addig, amikor egy szép napon elGszor mennek ugyanabba a menzaba, ahol
is talalkoznak. Ett6l kezdve minden nap megbeszélik, hogy a koévetkez6 nap egyiitt
mennek ebédelni, mégpedig (a demokracia szabélyait maximéalisan szem el6tt tartva)
X menzas napot kovetGen Y menzaba mennek 7/12 valoszintséggel és djra az X
menzaba 5/12 valoszintiséggel, illetve Y menzas nap utdn X menzédba mennek 5/8
valoszintiséggel és tjra Y-ba 3/8 valoszintséggel.



(a) Varhatoan hanyadik tanitasi napon talalkoznak elészor?
(b) Mi a valoszintisége, hogy az X menzaban latjak meg egymast elGszor?

(¢) Hosszu tanulmanyaik soran kozelitsleg ebédjeik hany szézalékat fogjak az X men-
zaban elfogyasztani?

Utmutatés: Tekintsiik C,, = (A, B,)-t mint Markov lancot a {X, Y} x {X, Y} négy
elemi allapottéren.

. Egy bank négy kategoriaba sorolja azokat az tigyfeleit, akiknek kolcsont folyodsitott.
Van aki mar kifizette a tartozasat (A), van aki rendesen fizeti a részleteket (B),
van akinek elmaradésai vannak (C'), és van aki becsédolt (D). Ha Markov lanccal
modellezziik az tigyfelek besorolasanak idd beli fejlodését, akkor a kdvetkezs atmenet

matrixot kapjuk:
A B C D

A1 0 0 O
B 0.1 08 0.1 O
C 0.1 04 04 0.1
D 0 0 0 1

A most B besorolasiu iigyfeleknek hany szazaléka fogja végiil kifizetni a teljes tar-
tozasat?

. Legyen X, egy véges S allapottert homogén Markov lanc és A C S gy, hogy P, (T4 <
o0) > 0 minden x € S-re, ahol T4 = inf{n > 1: X,, € A}. Tekintsik g : S — R
fiiggvényt, melyre, g(a) = 0 minden a € A esetén és minden b € S\ A elemére az
allapottérnek

g(b) =1+ Pyg().

Igazolja, hogy g(z) = E,(T4)! (Tipp: haszniljuk az o — E,(g(Xwminfn7,})) fliggvény
sorozatot!)



