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1. Kiszamithatosag

1.1 A szorzotabla

Definicié

w={(w, 0,5, +, -, exp, <) és L4 az w nyelve.
¥ =exp(x,y), x <y = x<yVr=y
0=0,n+1=sn

Az n termeket szamtermeknek nevezziik.

Allités
ne=n
teTm, var(t) =0 ~» van n €w, hogy t¥=n.

n=m ~~ Fn=m

[ Trividlis indukcié ill. elsé identitdsaxiéma. |
Definicio

A természetes szamok miiveleti tablaja (roviden: a szorzétabla) az a Qo elmélet,
melynek elemei minden n,m € w esetén a kovetkez6 mondatsémdk:

O = n+m=n-+m

Qo = nN-Mm=n-m

a3 = n_=n
ag = n<m amennyiben n <m

<
a5 = n < m amennyiben n £ m

ag = (Vx)(zr<n < z=0Vz=1V...Vzr=n)

a7 = (Vz)(z <n Vn<zx)

Allitas

(i) Qot (Vz)(z =0)

(i) QoF (Vx)(zr#n <= z<nVn<x)

(ili) Qo Vz)(n Lz <= z<nV zr=n)

(iv) Qo (V) (z<n=2x=0Vax=1V...Vax=n—1) amennyiben n >0
( %

[(G): Q F z=0Vv0<uz,

6,7

(ii) : Egyik irdny a7, mésik irdny pl.: Qo U{z <n,z=n}tFz<nAz=n 'dl— n<nk F.
10.aT as

(iii) : Egyik irdny a7, mésik irdny pl.: QoU{zx<n,n<z}Fz<nAn<zt
Fx=0An<z)V...V(z=nAn<z) F n<0V...Van<nkF
as

ag id.azx



(iv) : ag-bdl trividlis mert (ii)-vel Qo Fx <n=x #n
(V): QFz<0 ~» Qobxz#0AT %0 ~>» Qobz#0~» Qo F]

Allités
wE Qo igy Qo konzisztens.

Lemma

whkEo ~s Qoko tetszbleges 0 € At N Sn esetén. !

[ 0 komplexitdsara vonatkozé trividlis indukcio.]

Kovetkezmény

teTm, var(t) =0 ~»

o =n~s QoFt=n?

e van n €w, hogy QokHt=n
o QF(Vr)(zx#t <= z<tVi<uz)
o QFWMWr)tder <= z<tV =t

Megjegyzés

Ezek utan mar nem lesz sziikségiink w elemeinek és a nekik megfelel6 termek meg-
kiilonboztetésére (hisz az, hogy melyikrél van szd, a kontextusbdl mindig egyértelmiien
kideriil), tehat az aldhtzassal valé jelolést a legtobb esetben elhagyjuk. Tovabbd, erésen
hasznalni fogjuk azt az elemi elsérendii logikai tényt®, hogy (mér az aldhtizds nélkiili
jelolést hasznélva) minden ¢ = @(v1,v2,..., V) és Ny, No, ... Ny € w—Ta:

w e, ng,...,ng it wE e ng, . ng).
Feladat

(1) Mutassuk meg, hogy Qo t/ (Vz)(z + 0 = z)
(2) Mutassuk meg, hogy Qo CDed @, ahol () a Robinson-aritmetika.

'Pl. w En(m+k)
4.old. Elsé All.
~>

nm+nk ~> nim+k)=nm+nk ~> nim+k) = nm+nk ~>

obFn(m+k)=n(m+k)=nm+nk=nm+nk. Ha az atomi formula t; < to alakd,
akkor a hivatkozds az 4.0ld. elsé All. helyett persze az ay —re kell hivatkoznunk.

Ho=n ~"» wkEt=n ~> QyFt=n

3 Allit4s. Legyen L tetsz6leges nyelv, t1,ta,...,t, zart termjei £—-nek, ¢ = p(vo,v1,...,v,) pedig
L tetszéleges formuldja. Ekkor A = @(ty,ta,...,t,) iff A = otd 3 ... t%]. (Ez a helyettesitési
lemma zért termekre vonatkozé specidlis esete.)

Pl. o = p(v1,v2) =v1<va: whkEpn,m) iff wEn<m iff n<m iff wk (vi<vy)n,m|



1.2 Definialhatésag

Jelolés

o (Vx<t)p= (Vz)(z <t = @), (Fx<t)p= (Fz)(x <t A p). (Korlitos kvantorok)
o V=Y = QFep=1, e~ = wEe<=1 (Qill. w-ekvivalencia)
Definicié

o Legvenméew m>0,RCw". p=p(v1,vy,...,v,) definidlja R—et ha
(n1,ne,...,nm) € R it wlE@ng,ng, ... nyl
minden ni,ng,...,n, €w esetén és R definidalhaté ha van R—et definialé ¢ formula.

o A¢C Fmg, az alegsziikebb formulahalmaz, mely

(1) tartalmazza az Gsszes atomi formulét
(2) a ¢ és 1 formuldkkal egyiitt tartalmazza a —¢p, @ A 1, valamint az
x ¢var (t) esetben a (Vo <t)p ésa (dr <t)p formuldkat is.

o X*C Fmg, az alegszlikebb formulahalmaz, melyre igaz, hogy
(1) Ay C ¥
(2) a ¢ és 1 formuldkkal egyiitt tartalmazza a ¢ A ¥, ¢ V 1) és
(3x)¢, tovabba az = € var (t) esetbena (Vz < t)p ésa (Jxr <t)p
formulakat is

o XY={p€Fmg,: p=1 valamely ¢ € 5* esetén}
o Yi={peFmg,:p= ()Y valamely ¢ € A( esetén}
o AY={peFme, o>, np =~ valamely ¢, 90" € ¥}

e Legyen m € w, m > 1 tetszoleges.
A ={p:p=1v, <t A valamely Y =1)(v1,...,0n) EAg, t=t(v1,..., V1) € Tms, 1€}

Legyen m € w,m > 0 ¢é R C w™ tetszoleges és legyen Q2 a A, X, Xy, AV, A¥
barmelyike. € elemei az Q—formuldk, ill. (ha mondatok) az Q—mondatok. Az -
relaciok vagy ()—definidlhaté reldacidk az 2 —formuldaval definidlhato relaciok. Egy flige-
vény Q-fiiggvény ha Q-relacié. A Ay, ¥, A%, A% | —reldcidk (fiiggvények) neve rend-
re konstruktiv, rekurzive(van) felsorolhatd, rekurziv ill. term—korlatos reldcidk
(fiiggvények).

Megjegyzés

Az, hogy a A(—relaciok intuitive valoban “konstruktiv” relaciok abbdl kévetkezik, hogy
— mint latni fogjuk —a Ag—relaciok mind elemien rekurzivak, ami azt jelenti, hogy karak-
terisztikus fiiggvényeik ( xg(n1,no,...ng)=1 ha (n1,n9,...nx) ER, xr(n1,n2,...1n,)=0
egyébként ) bizonyos egyszerii (és ezért intuitive konstruktiv) fiiggvényekbdl (pl. az dssze-
adasbdl, szorzasbdl, stb.) megintcsak intuitive a konstruktivitast meg6rzé transzformaci-
6kkal (mint pl. a kompozicié) jonnek létre. Masszéval, a A —relacidk karakterisztikus
fliggvényei “zart alakban”, egy “képlet” segitségével megadhatoak, tehat — szemben a
(csupdn) kiszémithaté relacidkkal, melyekrdl csak annyit tudunk, hogy szamitési algorit-
musunk “elébb—utébb” eredményre vezet) — “konstruktivan”, “direkten” kiszamithatdak,
azaz (a képlet alapjan egy adott input esetén) “elére meg lehet mondani, hogy legfeljebb
mennyi idot vesz igénybe a kiszamitasuk”. Kérdés, hogy vajon a konstruktivitas felel —e
meg a kiszamithatésag intuitiv fogalmanak , vagy van még mas gyengébb fogalom is ?



Masrészt, a Y—relaciok intuitive azok a relaciok, melyeknek elemeit fel tudjuk sorolni,
van az elemeiket felsorol6 algoritmus. Valéban, ahogy alabb latni fogjuk, trivialis in-
dukciéval konnyen beldthaté, hogy minden Y—reldcié ¥; —relacié. (Forditva egyébként
trividlis.) Nomérmost, (az egyszeriiség kedvéért egy véltozdéra szoritkozva), tegyiik fel,
hogy R—et a ¥ (v1) = (Jvg)p(v1,v2) formula definidlja, ahol p(vy,ve) € Ay. Cantor féle
“mellékatlés modszerrel” felsorolva az (n,m) szampdarokat, mindegyikre eldontjiik, hogy
vajon p(n,m) igaz—e w—n (ez ¢ € Ay miatt konstruktivan megtehetd) és amennyiben
igaz, akkor n—et felvessziik a listdra (és persze a tovabbiakban nem vizsgéljuk azokat
a szampérokat, melyeknek els6 eleme n). Ez az algoritmus nyilvan egy olyan listat
eredményez, melyen R minden eleme szerepel és csak ezek szerepelnek. Persze ez az
algoritmus nem donti el, hogy valamely n eleme—e R—nek, hiszen sohasem tudhatjuk
vajon sorra fog—e keriilni, vagy sem.

A ¥*—relacidknak csak technikai szerepiik van, kényelmesebbé teszik a 3 —relaciok
definialdsat. Végiil, ami a rekurziv relaciokat illeti, definiciéjuk szerint ezek olyan rekurzive
felsorolhatd relaciok, melyek komplementere is rekurzive felsorolhaté reldacié. Fentiek
alapjan ezek komplementereikkel egyiitt valoban felsorolhatéak, igy intuitive valéban
kiszamithatoak, hiszen az ilyen relaciok esetén elobb-utébb minden elem felbukkan vagy
a relacié elemeibdl vagy pedig a komplementer elemeibdl alkotott listan, eldontve, hogy a
vizsgalt szdm(n—es) eleme—e a reldciénak. (Persze egydltalan nem nyilvanvald, hogy ez
mar tényleg az intuitiv kiszamithatosdgnak megfelel6 formalis fogalom.)

A tovéabbi vizsgalataink szempontjabdl tartalmilag legfontosabb harom formulaosztaly
a Ay, X és A" osztélyok. FEzek azok az osztdlyok, melyek az effektiv (hatékony)
kiszamithatosag kiilonbozo fokozatait formalizéljak. Tulajdonsagaik koziil a leglényege-
sebbek a kozvetlentil trivalisan belathaté tartalmazasi és zartsagi viszonyaik :

o Y zirta X-ra.?

o Ay, és Y tartalmazza az atomi formuldkat, Ay C . °

e Ajp—nak a logikai konnektivumokra vonatkozd zartsagi tulajdonsagai: mindenre
zért kivéve a (nemkorlatos) kvantorokat, ¥ nem zart a ——re és az univerzalis
kvantorra, minden mésra, kozte a 3 —re is, zart. 6

o A, és X zart a valtozoknak egy, a formulaban el6 nem fordul6 véaltozora illetve szam-
termre val6 helyettesitésére.”

e A fenti allitdsokban A, kicserélheté A¥ -re.®

4>~ tranzitiv.

SACEFC Y.

6% (persze csak a pozitiv &llitdsok fontosak): X* definicié szerint zdrt az adott konnektivumokra és
2 ezekre nézve kongruencia-reldcié, azaz pl. ¢ X' €L Y XY €N N> o AV ' AP e X*.

Te Ag: trivi, ¢ 31 X~ of & (Fz)(z=tAp)EL ~ pFEY.

8 (a) ~ tranzitiv és kongruencia =—re; 2 C ~ (b) Ag C X* C X. (c) A ——re val6 zartsig a kettds
tagadas és a ~—ra vald zartsag kozvetlen kovetkezménye; az A—re, V—ra és a korldtos kvantorokra
valé zartsdg de Morgannal ebb6l és ¥ —nak az adott konnektivumokra vonatkod zartsdgabdl adédik. Pl.

pnmpxn Yppmp=p’ g ipp’ €5 N> gAY =nApeEN, m(pAY)=n'Vu'€X
(d) p=vYel~ pf = @x)(z=tAp)~ Fx)(z=tAY)EX és T =(-p)7.



Allitas
A ¥ -reldcidk pontosan a ¥ —relacidk. ?
Lemma (INDUKCIOS LEPES A Y — TELJESSEGHEZ)

Legyen o,7 € Sn és ¢ = ¢(x) olyan, hogy

wkET~» QlFo, wET~ QFT, (Vnew)[g):gp(n)’\»Qol—go(n)]
Legyen tovabbd t € Tm olyan, hogy var(t) = 0. Ekkor

(i) wEoAT ~» Qoo AT
i) wEoVT ~» QFoVvrT
(i) w b= (30)p ~> Qo (3}
(iv) wk Gz <t)p ~» QoF (Fz <t)yp
() wh (Vo <t~ Qo (Vo < 1)y

Bizonyitds.
) WEOAT ~» wkEo és wET ~» Qobo és QT ~> Qoo AT

i) wEoVT ~» whko vagy wET ~» Qoo vagy Qo7 ~» Qoo VT

iil) w = (3z)p ~> (In €w) w FE pn] ~» w i p(n) ~> Qo - p(n) ~> Qo - (3z)

WVwkEGr <ty ~»wE @) <tAp) ~>(3n € ww = (v < tAp)n|~»

~whEn<tés wkEpn) > Qobn<t és Qo n) ~> Qo n <tAp(n) ~»
!
5.0ld. Lemma: n <t € SnN At

~> Qo (Fr)(x<tAh@)~s Qo (Fx <ty

(i
(
(
(

(v) (3m € w)t2=m. 5.old. Kévetkezmény alapjan: t¥ =m ~» Qo Ft=m
EbbSlm =0 ~» QoFt=0 ~» Qo (Vo <t)p. Tehat feltehets, hogy m >0 .

(¥) Qo (Vzr<0)p. Valéban, {z £ 0,2 <0} FFF o
és QoF z #£0 (4.0.A1L (v))

W (o <ty ~ w e (F)(r <t = ¢)~ (Y0 € W)w  (w<t = )
~ (Vnew [wEn<t~wkEophn)] ~ (VnEw)|n<m~swl= o)
~> (Ynew)[n<mn~s Qot pn)] ~» (Vn<m)Qot p(n) ~»

elsé impl.ax

~» (Vn<m) [le—x:n — (gp(n)/\x:n)} ~> (Vn<m) [Qol—x:n = gp(m)] ~>

>
>

9(1): £, C X* C . (2): Legyen X = {p € Fmg, : ¢ ~ 1) valamely ¢ € £ esetén}. Nos, TV
konnektivumokra valé zartségi tulajdonsagai megegyeznek 3* —éival, azaz X}’ zart az A—re, a V-ra,
a J—re és a korlatos kvantorokra. Valéban a korlatos univerzalis kvantor kivételével ez kovetkezik abbdl,
hogy (3x)(3y)e ~ (32)(3x < 2)(y < 2)¥ mert barmely két természetes szdmhoz van mindkettdjitknél
nagyobb és igy pl. ¢ =~ (Jz)*, ¢ =~ ()" ~> @AY = (3x)e™ A (y)* = (3z)(Ty)(¢* A¢*), hisz
feltehetd, hogy x & var(v), x # y & var(p) . Mésrészt (Vo < t)(Jy)p ~ (3z) (Vo < t)(Jy < z)1 hiszen ha
véges sok (ti. t¥ = n—nyi) szdm mindegyikéhez van megfelelé, akkor van véges sok megfelelé gy, hogy az
eredetiek koziil mindegyikhez jusson. Mivel nyilvan Ag C XV, igy 3} egy azok koziil a formulaosztalyok
koziil, melyek koziill X* a legsziikebb, tehdt X* C X% . Végiil a ¥ -reldcick X* —reldcidk (X C~), {gy a
Y -relacidk XY’ —relacidk és nyilvan a 3}’ —beli formuldkkal definidlt reldciék mind 3; —relacidk.
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~ QoFr=0=¢(x) és ... és QoFarx=m—1= p(z) ~»
~ Qo (r=0= @) A...A(lz=m—1= ¢(z)) ~»
~ Qo (x=0V...Ve=m—1)=pr) ~~» QoFrx<m= p) ~»

!
4. 0. Allitds (iv): m >0

~ Qo (Vr)(z<m=p)~> Qo F Ve<m)p~s Qo Ft=m AN Vz<m)p~»
~ Qo Vo <t)p

QED

Tétel (A SZORZOTABLA X — TELJES)

Minden igaz Y>-mondat bizonyithaté QQg—bdl, azaz

Bizonyitas.

Elég belatni, hogy Y* N Thw C Ded @y, azaz tetszileges o € ¥* esetén
(*) wEo~> Qoo

hiszen 7 € ¥ ~» 72 7' € ¥* valamely 7'—re és 7'—vel egylitt 7—ra is fenndll (*),
mert ekkor

WETA wET A QT ~> Qo 7.

(*) —ot formulakomplexitdsra vonatkozé indukcidval bizonyitjuk. Mivel az el6zé Lemma
alapjan (*) igazsdga invarians az 6sszes 3* — ot definidlé konnektivumra, elég megmutatni,
hogy (*) igaz a Ay —beli mondatokra.

Jeloljiik tetszéleges ¢ € Ay esetén |p|—val a ¢ —ban szerepld logikai konstansok szamét
és nevezzik ezt a szdmot a ¢ hosszénak. |o|-ra valé indukciéval megmutatjuk, hogy
teszbleges 0 € SnN Ay esetén fennall (*).

(1) |o| =0 ~» o € At. Ekkor 1.1-beli Lemma alapjén készen vagyunk.

(2) Legyen most k > 0, 0 € Ay N Sn tetszbleges, |o| = k, és tegyiik fel, hogy minden
olyan 7 € AgNSn esetén fenndll (*), melyre |7| < k.

Ha o A —el 4ll el6 néla rovidebb mondatokbdl vagy a korlatos kvantorok valamelyikével
all el6 egy néla rovidebb formulabdl, akkor az indukciés hipotézis éppen azt jelenti, hogy
az el6z6 Lemma feltételei fenndllnak ra, tehdt ezen Lemma (i), (iv) és (v)—el adédik,
hogy (*) igaz ra. Kovetkezésképpen csak azt az esetet kell vizsgdlnunk, amikor o = = 7.
Aq definicigja alapjan 6t eset van.

(a) T € At, azaz T = (t1=t2) vagy T = (t1<t)
Itt az 1.1 utols6 Kovetkezményét hasznaljuk:
T:(tlztg) N> J:ﬁT:(tl#t2)5

~)
.0. Kév.
~

T=(t1<ty) ~» 0:—|T:(t1§ét2)5 -



Mivel t; < ty, to <ty, t; =ty € At, (*)—gal és a Lemma (ii) —vel készen vagyunk, hisz
(lattuk, hogy) (*) invaridns a )y —ekvivalenciara.

(b) 7==9

T=21Y "> o=7="209=29

Mivel |7| =k —1 ~» |[¥| =k —2 ~» indukciés hipotézissel 9 —ra fenndll (*), ezért
aztan ez igaz a vele ()o—ekvivalens o—ra is.

(c) T=0 ANE

T=0ANE ~» o=-7==(0 AN =0V ¢

Mivel |7|=k—1 ~» I, [{| <k—2 ~» |29|, |7 <k —1, indukcids hipotézissel
- —ra és =& re fenndll (*), igy Lemma (ii) —vel ez igaz =19 V =& —re és az ezzel Qy—
ekvivalens o —ra is.

() 7= (% < )ple) , var(t) =0
T=(Vr <t)p(x) ~> 0 =7 = (Vo <t)p(r) = (Br < t) ()

Nos, |71 = k=1 ~» |p(@)] = k=2 ~» |mp@)| =kk—1 ~ |[7pn)| =k—-1
tetszéleges n € w—ra, igy az indukciés hipotézissel barmely n—el —p(n)—re fenndll (*),
tehat Lemma (iv) —el (Jz < t)-¢(x)—ra és az ezzel Qy—ekvivalens o —ra is.

(e) 7= (3Fx <t)p(z), var(t) =0
T=(Jx <t)p(x) ~~» o=-7=-(Fr <t)p(x) = (Vo <t)p(x)

Nos, |71 = k=1 ~» |p(@)] = k=2 ~ |mp@)| =kk—1~ |7pn)| =k—-1
tetszéleges n € w—ra, igy az indukciés hipotézissel barmely n—el —p(n)—re fenndll (*),
tehat Lemma (iv) —el (Vz < t)-¢(x)—ra és az ezzel Qo —ekvivalens o —ra is.

QED

Kovetkezmény

Goldbach-tipusu allitdsok (II;-mondatok, azaz a (Va)p(x), ¢ € Ay alaki mondatok, ilyen
pl. a névadd Goldbach-sejtés) igazak, ha fliggetlenek.

Feladat
Mutassunk példat olyan relaciora, mely
(a) konstruktiv
(b) rekurziv, de nem konstruktiv
(c) rekurzive felsorolhatd, de nem rekurziv

(d) definidlhaté, de sem &, sem komplementere nem rekurzive felsorolhaté

(e) nem definialhaté.
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1.3 Reprezentalhatosag

Definicié

Legyen I''A C Sng, .

(i) T kiterjesztése (vagy b6vitése) A—nak ha A C DedI.

(ii)) ' helyes ha DedI' C Thw (azaz I'0 ~» w =0 minden o € Sn,, esetén).

Definici6

Legyen m € w, m > 0.

e ¢ = ¢(v,vq,...,v,) reprezentilja R C w™-et ['-ban, ha minden
N1, Moy ..., Ny € W esetén
(a) (n1,n9,...,0m) €E R ~» I'Fo(ng,ng, ..., npy)
(b) (n1,n9,...,nm) € R ~> I'F=p(ny,ng, ... ,0y)
o ¢ =¢p(v,vy...,v,) gyengén reprezentilja R C w™ —et I'—ban, ha minden
Ny, Mo, ...,Nym € W esetén

(n1,ne,...,nm) € R iff T Fo(ny,ng, ... ,ny)

o ¢ = p(v1,v2,...,Vm, Uny1) funkciondlisan reprezentilja f : W™ — w—t
I'—ban, ha minden nq,ns,...,n,, kK € w esetén
f(ni,ng, ... .ny) =k ~»

(a) ' 90<n17n27 <o iy, k)
(b) T'F (va+1)(g0(n1,n2, ey My Umnt1) == U1 :k)

A Ay, X, AY, szimbélumok barmelyikét €2—val jelolve, az 2 -reprezentalas valamely
@ € Q—val val6 reprezentalést jelent.

Allités
Legyen I' Qg tetszoOleges kiterjesztése. Ha a ¢ formula funkciondlisan reprezentalja az
frw™ — w figgvényt I'—ban, akkor reprezentalja is I'-ban f—et.

[(b) (n17n27"-7nm7k) g [~ f(nlan27"'anm) 7& k ~> f(nl,TLQ,...,TLm) =

és | # k valamely [ € w-rta ~» ' b o(ni,ng...,0mk) = k =
l#keNp

s THI#k ~» TF=p(n,ng,...,nm, k). |

o~ o~

Allitas

Legyen I tetszOleges konzisztens elmélet. A ¢ formula reprezentalja az R C w
relaciot I'—ban iff ¢ és - gyengén reprezentilja R—et ill. w™ ~ R—et I'—ban.

[Az elégségesség trividlis, a sziikségességbdl csak az egyiket bizonyitjuk, 16vén a mésik
tokéletesen analdg.

't e(ny,ne,...,nm) és (n1,ng,....,nm) € R ~> I'Fo(ny,ne,...,np)

és T'F—p(ni,ng,...,ny) I' konzisztens ]
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Allitis (DEFINIALHATOSAG £S REPREZENTALHATOSAG)

Legyen I' tetszOleges helyes kiterjeszése )y —nak.

(i) @€ definidlja R—et iff gyengén reprezentdlja R—et ['—ban.
(i) ¢ € Ay definidlja R—et iff reprezentdlja R—et I'—ban.

[TFo(ni,ne,....,nm) ~> TEemn,ng, ..., nm) ~>
~> wEen,ng, ..., ny) ~> Qo p(ni,ng,...,nm) ~> T'Eo(n,ng, ... ,ny) ]
Megjegyzés

A tovabbiakban, ha mast nem mondunk, (gyenge) (funkciondlis) reprezentdlason vagy
reprezentalhatésdgon mindig Qo —ban valé (gyenge) (funkciondlis) reprezentéldst vagy rep-
rezentalhatosagot értiink. Mivel persze Qg helyes kiterjesztése (o —nak, azaz erre a fenti
Allités alapjan a Y —definidlhatdsag és X —reprezentalhatésag ekvivalenciaja fennall.
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1.4 Minimalizalas

Definicié
(i) Legyen R C w™'! olyan, hogy tetszbleges ni,ns,...,n,, € w esetén van | € w,
melyre (ny,ng,...,Nm,l) € R.

min,, R = { (n1,na,...,np, k) € 0™ k=min{l €w : (n1,n2,...,nm,1) ER}}
(ii) Legyen ¢ = p(v1,V2, ..., Um, Uns1) tetszdleges.

min,, © = ©(v1, V9, ..., U, Umi1) A (Vvk)(vk < U1 = 2 9(V1, V2, . .., U, vk)),
ahol v, az a legkisebb, de m + 1—nél nagyobb indexii valtozd, mely nem fordul elo
@ —ben.
Megjegyzés
(i) Fontos hangsilyozni, hogy a fenti Definici6 (i) —ben szerepl globalitasi feltétel 1ényeges.
Ennek megfeleloen fliggvényen is mindig globalis, azaz mindeniitt, az egész w —éan értelme-
zett fiiggvényt értiink.

ii) A definiciék nyilvéanval6 kévetkezményeként

a) Ha ¢ = o(v1,v2, ..., U, Ums1) €8 ¥ = min,, ¢, akkor ¢ = (v, vs,. .., Un, Umi1) -

)

(

(

(b) min,, R : w™ — w.

(c) Ha ¢ = (v, V9, ..., Um, Ums1) definidlja R—et, akkor min,, ¢ definidlja min,, R—et.
(

iii) min,, R legelterjedtebb jelolése: pkR(ni,ng,...,nm, k).

Allitss
Tetsz6leges ¢ = p(v1, V2, ..., VU, Umy1) €setén
p e AO N> mlnmgOGAo

+1

[mingm e = @A (Vop < Umg1)—pop ™ és Ag zart az ebben szerepld helyettesitésre és kon-

nekt{vumokra. |

Kovetkezmény

A konstruktivitds zart a minimalizdciora.

Tétel
Legyen R C w™*! olyan, hogy tetszbleges mni,na,...,n, € w esetén van | € w,
melyre (nq,n2,...,My, 1) € R. Hap = p(v1, 09, ..., Um, Uns1) reprezentalja R—et, akkor

min,, ¢ funkciondlisan reprezentalja min,, R—et.

Bizonyitas.

Az egyszeriiség és attekinthet&ség kedvéért csak egy valtozéra (m = 1) hisz az altaldnos
eset nyilvan teljesen analég. Az alkalmazott valtozok: z,y,z. Legyen ¢ = ¢(x,y) az a
formula, mely reprezentélja R—et :

(1) (a) (nk)eR ~» Qo ¢(n k)
(b) (n7k) ¢ R ~» QO I——wp(n, k)

13



Legyen
(2) @Z}:@b(l’,y) :QO(I’,y) A (VZ)(Z<y:>ﬁg0(1’7z)) 10

és legyen f = min; R. Megmutatjuk, hogy v funkcionalisan reprezentalja f—t, azaz

(3) f(n)=Fk ~»
(a) Qo = v(n, k)
(b) Qo - (Vy) (¥(n,y) = y = k)

(4) Legyen tehat f(n) = k. Ekkor (n,k) € R.

(A) El6szor megmutatjuk, hogy (3) (a) fennall. Ehhez el6szor belatjuk, hogy

(5) Qo (V2)(z < k= —p(n,2)).

Nos, 8. 0. (%) —al feltehetd, hogy k& > 0. (Pontosan azt fogjuk csinédlni, amit ott csindltunk.)
i<k=f(n)=min{l € w: (n,l) € R} ~» (n,i) € R tehdt:

(Vi<k) (n,i) € R ~» (Vi<k)QoF —p(n,i) ~» (VMi<k)QoF z=i= —¢(n,z) ~»

(1) (b) elsé impl.az.
~> Qo (2=0==-¢(n,2))és ...ésQp Fz=k—1=-¢(n,z)) ~»
~> Qb (2=0==p(n,2)) A.. A (z=k—1=-¢(n,z)) ~»

~> Qo z2=0Vz V

NVz=k—1= —¢pn,z) ~»
!
4. 0. Allitds (iv): m >0

~ Qo z<k= —pn,z) ~» Qo (V2)(z <k = —¢pn,z)).
Tehét (5) -6t bebizonyitottuk. Nomarmost (1) (a) és (4) miatt Qo F ¢(n, k), igy (5)—el
Qo o(n, k) A (V2)(z <k = —¢(n,z2)),
vagyis 1 definicidja alapjan Qo F ¢ (n, k), ami nem mds, mint (3) (a).
(B) Most (3) (b) -t bizonyitjuk. Ehhez (2)-vel a ¢(n,y) illetve a 9 (n, k) kivetkez-
ményeit vizsgaljuk. A mar bizonyitott (3) (a)—t is haszndalni fogjuk.
e (n,y)t {d(ny)} Fk<y= o k) o Y(n,k): Qo F @(n,k).

! 1
Y def. iz~ k (3)(a) és ¢ def.

ey Qo U {¥(n,y)} o k) A (k<y= —p(nk) ~ QU {¢(ny)}F-k<y.

Maésrészt a kovetekezményekben forditott szereposztassal (k «— y):

e(n,y): {v(n,y)} F ¢n,vy) e(nk): Qo b y<k= —-9(ny).
l l
Y def. Y def., (3)(a):z~y

ey Qo U {v(n,y)} oy A (y<k= -0(ny) ~» Q U {¥(ny}r-y<k.

107t és a tovabbiakban is (anélkiil, hogy ezt kiilon megjegyeznénk) feltessziik, hogy a véltozé, melyre
egy formula valamely szabad valtozdjat cseréljiik nem fordul el§ szabadon a formuldban. (Ez a feltevés
a kotott véltozdk cseréjének lehetésége miatt mindig jogos). Itt most pl. feltehetd, hogy z nem fordul
el6 ¢ —ben.
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Ezekkel: Qo U {v(n,y)} FyLkNkLy F y=k ~»
!
4. old All. (i)

~> Qo Fv(ny) = y=k ~> Qo+ (Vy)(v(n,y) = y=k),

amit bizonyitani akartunk.
QED

Megjegyzés (FUGGVENY REPREZENTALHATOSAGANAK ES FUNKCIONALIS
REPREZENTALHATOSAGANAK EKVIVALENCIAJA)

Mivel, nyilvan minden f :w™ — w fiiggvényre fennall a tétel feltétele és min,, f = f,
a tételbol az adodik, hogy ha valamely f:w™ — w fiiggvény reprezentalhato valamely
¢ formuldval, akkor f funkciondlisan reprezentalhat6 a min,, ¢ formuldval (specidlisan
minden Ag—reprezentdlhaté fiiggvény funkciondlisan Ag—reprezentalhatd). Mivel mar
lattuk, hogy megforditva, a funkcionalis reprezentalhatosagbol kovetkezik a reprezental-
hatosdg (11.0ld.), a fliggvényekre vonatkozoan az adédik, hogy a reprezentdlhatésag és
funkciondlis reprezentalhatdsag ekvivalensek.

15



1.5 Helyettesités

Motivacio

(i) Definicié. Adott f,g:w — w, h: w? — w fiiggvények esetén a jol ismert fiiggvény
kompozicié (Osszetett fliggvény képzés), azaz egy vagy tobb fiiggvénynek valamely fligg-
vénybe valo helyettesitése csak specidlis esete annak a transzformacionak, melyet szintén
hallgatolagosan gyakorta alkalmazunk anélkiil, hogy nevet adtunk volna neki. Ez egy vagy

tobb fiiggvénynek valamely relacidéba val6 helyettesitése: (ho(f,g))(n) = h(f(n),g(n)),
azaz (ho(f,9))(n) = m iff h(f(n),g(n)) = m, tehat

ho(f,g) = {(n,m) € w?: (f(n),g(n),m) € h}
Itt tehdat specidlisan az a relacid, amibe helyettesitiink, fiiggvény. Altalanosabb eset ha,
példaul, adott f,g:w — w fliggvényekkel azon szamokat vizsgédljuk, melyekre fennall,
hogy f(n) < g(n). Ez az 1j relaci6é persze nem més, mint az f és g fliggvényeknek
a [ = < reldcidba val6 helyettesitése vagy az f,g fliggvényeknek az L relacidéval vald
kompozicidja :
Lo(f,g) = (new:(f(n),g(n)) € L} ={n€w: f(n) <g(n)}

(ii) Tételek.

Minket momentan az érdekel, hogyan o6rokli a helyettesitéssel kapott relacié az eredeti
relacio ill. a helyettesitendd fiiggvények definidlhatésagi ill. reprezentdlhatdsagi tulaj-
donsagait. A definiciét tehat olyan alakra kell hozni, hogy abban explicite az 0sszetevok
altal definialt relaciok szerepeljenek. A példaként felhozott két esetben nyilvan :

ho(f,g) = {(n,m) € w?: van k,l € w, hogy f(n) =k,g(n) =1¢és h(k,l) =m}.
Lo(f,g) ={n€w: van m,k € w, hogy f(n) =m, g(n) =k és (m,k) € L}.
Tehat, ha ha ¢, v, n rendre definidlja az f, g, h—t, akkor
Nho(f,g) = “($7 U)) = (Hy)(HZ)(QO(QT, y) N @ZJ(ZC, Z) A 77(,% <, w))
defindlja a kompoziciéjukat, ho(f, g)—t és ha ¢, 1), n rendre definidlja az f, g, L —et, akkor
pro(r.g) = (@) = Fy)(F2)(e(z,y) Ap(z, 2) Anly, 2))

defindlja a kompozicidjukat, Lo (f,g)—t. Kovetkezésképp, definidlhatéak kompozicidja
definialhaté. A definialé formulakbdl az is kozvetleniil leolvashato, hogy

(1) 8071/) € A;: n S AU s NLo(f,g) € AO
(2) §07¢77]62 > NLo(f,g) EE

A fenti érvelés szintaktikus véltozata pedig a reprezentalhatéak kompozicidéjara ad analog
allitast.

1.5.1 Helyettesités és definidlhatdosag

Definicié
Legyen k>0, RCwk, fi:w™ — w minden i =1,2,...,k1a é f = (f1, fo,. .., fr).

Ro fé{(nlan% . -;nm) : (fl(nlanQa . '7nm)7f2(n17n27 . '7nm)7 e .,fk(?’Ll,TLQ, c ’nm)) GR}
az f-nek az R-be val6 helyettesitése.
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Tétel (HELYETTESITESI TETEL)

Legyen k>0, RCw", f;:w™ — w minden i = 1,2,.... kta é f = (f1, fo,-- -, fr) -

(i) Ha R Ag—definidlhaté és minden ¢ = 1,2,...,k esetén f; A} ,, —definidlhato,
akkor Ro f is Ag—definidlhato.

(iil) Ha R X —definidlhaté és minden ¢ = 1,2,...,k esetén f; > —definidlhato,
akkor Ro f is ¥ —definidlhats. ™

Megjegyzés

Fiiggvénybe valé helyettesités megérzi a termkorlatossagot.?

1.5.2 Helyettesités és reprezentalhatésag

Tétel

A reprezentalhatdsag invarians a fiiggvény kompozicora, azaz reprezentalhato fiiggvények
reprezentalhato fliggvénybe valo helyettesitésével kapott fliggvény reprezentalhato.

Bizonyitds.

A szokasos médon csak egy specidlis esetet (két egyvaltozos fliggvény helyettesitésének
esetét) vizsgdljuk (az altaldnos eset trividlisan analdg). Legyen tehat f,g @ w — w,
F :w? — w és tegyiik fel, hogy a szerepld fiiggvények reprezentalhatéak, azaz a reprezen-
talhat6 fliggvények funkciondlis reprezentdlhatdsiaga miatt (15. old. Kovetkezmény)
funkciondlisan reprezentélhatéak a ¢ = ¢(x,y), ¥ =¥ (z,y), n =n(z,y, z) formuldkkal.
Legyen h = F o (f,g). Ekkor tetsz6leges n € w esetén!

(1) (a) Qot @(n, f(n)) (@) Qo k= (Vy)(p(n,y) =y = f(n))
(b) Qo F ¥(n,g(n)) (b)) Qo (V2)(¥(n, 2) = 2 = g(n))
() QobEn(f(n),gn) hn) () Qot (Vw)n(f(n),g(n),w) = w = h(n))

UPL fg:w — w,RCWw?, f(n)=miffw & o(n,m), g(n) =m iff w E ¥(n,m), (n,m) € R iff
wEnn,m), h= (749, p=y)32)(e(x,y) ANp(x,z) An(y,z)). Ekkor p definidlja Roh—t:
m€E Rohif me{kew: (f(k),g(k)) € R} iff (f(m),g(m)) € R iff van 4,j € w, hogy f(m) = 1,
glm) =7és (i,j) € R iff van i,j € w, hogy w |= ¢(m, i), w E ¥(m,j) és w = n(i,j) iff van i, j € w, hogy
w | p(m, i) Ap(m, j)An(i, §) fw = Fy) (32)(@(m, y) Ap(m, 2) An(y, 2)) iff w = p(m). Masrészt persze,
ahogy mér emlitettiik, p definiciéjdbol kozvetlentil leolvashatd, hogy ¢, € A5, n € Ay ~» pu € Ag
és,P,mEY "> peEX.

12A bizonyitds azon alapszik, hogy monoton névéek kompoziciéja is ilyen. Egyetlen probléma, hogy
a 0 alap esetén a kitev6ben a 0 — n > 0 4tmenet esetén az exp csokken (0° = 1). Ezért minden ¢
termben exp—et exp* —ra cseréljiik, ahol exp*(x,y) = exp(z+ 1,y) (tehdt az alapot eggyel megnoveljiik),
mely persze, mint egy termnek egy termbe vald helyettesitésének eredménye, szintén term. A kicserélés
eredményeképpen létrejovo 1j t* termek &ltal definidlt fliggvények mindeniitt nagyobb—egyenléek az
eredetiek altal definidltakndl, ezért a t* termek is termkorldtok és exp* mér mindeniitt monoton né.
Ezek utdn csak két valtozéra: s,+, -, exp* monoton novéek, igy minden ¢* = t*(z,y) € Tm esetén
a hozzd tartozé t< : w? — w fiiggvény mint ezek kompozicidja is minden véltozdjdban az, tehét a
helyettesitési lemmaval

(hO(f, g)) (n, m) = h(f(n7 m), g(n, m)) <th£[f(na m), g(n7 m)] Sthi[t}%[n7 m]> tgi[n, m“ =tp (tf7 tg)ﬂ[nv m] :
Tehat ha ¢ definidlja ho(f,g) € Ag—t, akkor a t = ¢, (tr,ts)—vel o Az <t Aj—definidlja ho(f,g)—t.

13Ttt most persze f(n), g(n) és h(n) a megfelel fiiggvények n—beli értékeinek megfelels szamtermek.
Ami (c) és (c’)—t illeti, ott felhaszndljuk, hogy F(f(n),g(n)) = h(n).
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Legyen
n=(Fy)(32)((e(@,y) ANz, 2) An(y, 2, w)).

Megmutatjuk, hogy p funkciondlisan reprezentalja h—t.

® Egyrészt, (1)(a),(b)(c)—bol:

u(n,h(n)
Qo F on, f(n) A (n, g(n))An(f(n), g(n), h(n)) F (3y)(32) (¢(n,y) A(n, z) An(y, z, h(ﬂ))i
® Mdsrészt, (1)(a”),(b”)(c’) —bdl:
QO ) {(p(nv y) A w(% Z) A 77(?/7 Z, ’LU)} l_

Fy=f(n)Az=gn) Any,zw)Fn(f(n),gn),w)Fw=h(n)

amibél elsérendi logikdval (dedukcids tétel, H o= ~» F (x)p =1 ha x & var (1)) és
generalizdcid) :

Qo+ (Yw) (@3B (e, y) A (0, 2) Ay, 2 w) = w = h(n))

(n,w)

QED!M

Definicié

Legyen k > 0, R C w*. R karakterisztikus fiiggvénye a kivetkezd Xp:w — 2
fiiggvény : minden (ny,no,...,ng) € w esetén

XR(nl,ng,...,nk) =1 iff (nl,ng,...,nk) €ER
Allités
Legyen k>0, R Cw”. R reprezentalhato iff x, az.

Bizonyitas.

Megintcsak az egyszerliség kedvéért, legyen k = 2.

(1) =>: Tegyiik fel, hogy R reprezentalhaté ¢(x,y)—vel. Legyen

B(@ Y, 2) = (@@, y) Az =1)V (= p(@,y) Az = 0).
Megmutatjuk, hogy ¢ reprezentélja x,—t.
® (n,mk)€x, ~> (Xp(n,m)=Fkésk=1) vagy (x(n,m) ="k és k=0) ~»

(a) xp(n,m)=k é&sk=1 ~» (n,m)€ERés k=1 ~» Qokopnm)ANk=1F
F(e(n,m)ANk=1)V (me(n,m) ANk=0) ~» Qo F ¢¥(n,m,k)

(b) Xp(n,m) =k ésk=0 ~» (n,m) g€ Rés k=0 ~» QoF-pnmAk=0F
F(e(n,m)ANk=1)V (me(n,m) ANk=0) ~» Qo F ¢¥(n,m,k)

14 A tétel bizonyitdsdban szerepld, a helyettesités eredményét reprezentdlé p formula alakjabdl le-
olvashatd, hogy Ag-reprezentdlhaté fliggvények Ag-—reprezentalhaté fiiggvénybe vald helyettesitésének
eredménye X —reprezentalhato.

18



® (n,mk) & x, ~> (n,m,l) € x,, és k# 1 valamely [-re ~»

X globdlis fv. eléz6 o

~> Qo Y(n,m,)ANk#L ~> Qo F(p(n,m)ANl=1ANEZ1)V (= o(n,m)Nl=0Ak#]) ~»
> QO F (@(Wﬂm) /\k%l) \% (_'90(n7m) /\k}%O) ~r QO = ﬁzﬁ(nam?k)

F=(n,m, k) <= (me(n,m)Vk#1)A(p(n,m)Vk#0) <
!

disztrib.

= (en,m)ANkE#1)V (mpn,m)ANk#0)V(k#1ANkF#0)

(2) <=: Tegyiik fel, hogy X, reprezentdlhatd ¢ (x,y,z)—vel. Legyen
e(z,y) = ¥(z,y,1).
Megmutatjuk, hogy ¢ reprezentalja R—t.
(a) (n,m) € R ~» xpn,m)=1 ~» Qoktv(n,m,1) ~» Qok ¢(n,m)
(b) (n,m) € R ~» xp(n,m)#1 ~» Qo b =th(n,m,1) ~» Qo bk —p(n,m)

QED'

Allitas
Legyen k>0, RCwk, fi:w™ — wminden i =1,2,...,k71a és f = (f1, f2,. -, f2).
Ekkor

Xpos=Xro/t

[ Csak a specidlis k = 2,m = 3-ra. Ekkor
Ro f ={(n1,n2,n3) : (fi(n1,n2,n3), fa(n1,n2,n3)) €ER } .
Tehat

(xgof)(n1,n9,13) = 1IFF X (f(n1,72,13)) = LIFF X, (fi(n1,n2,13), fa(n1,n2,n3)) =1

1FF (f1(n1,n2,13), f2(n1,n2,n3)) € R IFF (n1,n9,n3) €R o f IFF Xpoy(n1,m2,m3) =1 ]

15 A tétel bizonyitdsanak (1) részében szerepld, az adott reprezentdlhaté R—hez tartozé yg-—t
reprezentdlé ¢, ill. a (2) részében szerepld, az adott reprezemtdlhaté xg—hez tartozd, az R—et
reprezentald ¢ formula alakjabdl leolvashatd, hogy

(i) Ha az R reldcié Ag-—reprezentdlhatd, akkor a xg fliggvény is Ag—reprezentalhato.
(ii) (a) Ha a xp fiiggvény Ag—reprezentdlhatd, akkor az R reldcid is Ag—reprezentdlhatd

(b) Ha xgr fiiggvény X —reprezentdlhatd, akkor az R reldcid is X —reprezentalhato.
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Kovetkezmény (REPREZENTALHATOSAG INVARIANS A HELYETTESITESRE)

A reprezentalhatésag invarians a fiiggvények relacioba vald helyettesitésére, azaz reprezen-
talhato fiiggvények reprezentalhatéd relacioba valé helyettesitésével kapott relacié repre-
zentalhato.

[ Legyen k>0, R C w¥, fi:w™ — w minden i = 1,2,... . k-1a és f = (f1, fa, ..., fx)-
Tegyiik fel, hogy R és minden ¢ = 1,2,... ,k-ra f; reprezentalhaté. Ekkor az
el6z6ekkel, azaz a 17.old. Tétellel és az utana kovetkezd két Allitassal:

R reprezentilhaté ~» Xp reprezentidlhaté ~ Xp © f reprezentalhaté ~»
~ Xpo f reprezentidlhaté ~ Ro f reprezentalhatd. ]16

16 A 14. és 15. labjegyzet alapjan:

Ag—reprezentdlhaté fliggvények Ag-—reprezentalhaté relaci-
6ba vald helyettesitésével kapott reldcié > —reprezentdlhaté.

Valéban, R Agp—reprezentilhaté ~> R Ag—reprezentilhaté ~> x RO f X —reprezentalhat6
7 Xpo / Y —reprezentdlhaté ~> Ro f X -—reprezentalhato.
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1.6 Rekurzivitas és reprezentalhatdésag

Tétel

A rekurziv relaciok reprezentalhatésak.
Bizonyitas.
A szokésos médon az egyszeriiség és attekinthet&ség kedvéért csak két valtozora (m = 2)
hisz az altalanos eset nyilvan teljesen analég. Az alkalmazott valtozok: x,y, z.
Tegyiik fel, hogy R is és w? ~ R is Y —definidlhats. Mivel a X - definidlhat6 és a
Y1 —definidlhaté reldcidk osztalya megegyezik, ez azt jelenti, hogy van ¢ = p(z,y,2) € Ay
és ¢ = @Z)(l’,y72) S AOa hOgy

(n,m) e R iff wlE (32)p(n,m,z)
(*)

(n,m) ¢ R iff wl= (32)(n,m,z2)
Legyen

RT =A{(n,m,k) : wl=p(n,m,k)},

R™ =A{(n,m, k) :w = ¢(n,m, k)}
azaz RT, R~ a ¢ és a 1 altal definidlt relacidk, és legyen
Q=R"UR™ .

Noméarmost, tetszéleges (n,m) € w? esetén (n,m) € R vagy (n,m) € R, tehat (*) miatt
van k € w, hogy (n,m,k) € Q. Ezért definidlhaté a ¢:w? — w a kovetkez&képpen :

g = miny Q = {(n,m, k) €w®: k=min{l €w: (n,m,l) € Q} }

Nyilvan n = ¢ V ¢ € A, definidlja QQ—t ezért aztdn a minyn € A, definidlja a
g =min, Q—t. Igy, ha fi és fo a két koordinatafiiggvény'” és f = (fy, fa,g), akkor f
minden komponense Ag—definidlhaté és RT—t a ¢ € Ay definidlja, tehdt a Ag—reldcidk
reprezentalhatésdga miatt (12.0) f minden komponense és R™ is reprezentalhatéak.
Kovetkezésképp a reprezentalhatdsagnak a helyettesitésre vonatkozé invariancidja (lasd
20.0ld.) miatt R o f is reprezentalhatd. Elég tehét belatni, hogy

Rto f=R.
Nos, () és g definicidja alapjan, tetszoleges n,m € w esetén
(o) (n,m,g(n,m)) € @ =R"UR"
Ezért (n,m) € R ~» nem igaz, hogy (n,m) € R ~» w l~ (I2)(n,m,z) ~»

~» nincs k € w, hogy w = ¥(n,m, k) ~» w ¢(n,m,g(n,m)) ~>
~> (n,m,g(n,m)) & R~ /?.,; (n,m,g(n,m)) € Rt ~»

~> (n,m) € {(n,m): (n,m,g(n,m)) € RT} ~»

o> (nym) € {(m,m) - (fu(mm), fo(nm), g(n,m)) € R¥} = R¥ o f

17 Altaldban tetsz8leges m > 0 és i = 1,2,...,m-re az i—edik (m dimenziés) koordinatafiiggvény
az az f; : w™ — w, melyre tetszbleges (n1,na,...,ny,) € W™ esetén fi(ng,no, ..., N, Ny) = Ny .

o

Ezek nyilvan Ag—definidlhatéak a v; = (vy1=v;) € Ag—val.
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Masrészt,
(nvm) S RJF © f = {(n>m) : (fl(nvm)an(n’m)vg(nvm) S RJr} >
~> (n,m) € {(n,m) : (n,m,g(n,m)) €ERT} ~» (n,m,g(n,m)) € Rt ~»
~> w k= ¢(n,m,g(n,m)) ~» van k € w, hogy w = p(n,m,k) ~»
~ wkE (32)p(n,m,z) ~ (n,m) € R.

QED'

Megjegyzés

Mar lattuk, hogy a rekurzive felsorolhaté reldcidk gyengén reprezentalhatéak (lasd 1.3
utols6 Allités (i) —et: 12. old.). A Tétel ennek az 6szefiiggésnek a rekurzivitasra vonatkozo
megfelelgje. Tehat :

(a) R rekurzive felsorolhaté ~~» R gyengén reprezentédlhaté
(b) R rekurziv. ~» R reprezentalhatd.

Késobb latni fogjuk, hogy ezek a kovetkeztetések forditott iranyban is fennallnak, tehéat a
gyenge reprezentalhatosag ill. reprezentalhatésag a rekurzive felsorolhatdsag ill. rekurzi-
vitas szemantikus fogalmanak szintaktikus megfelel6i.

Megjegyzés

Erdemes végiil megjegyezni, hogy a reprezentalhatdsidg definicidjabdl kozvetleniul adédik,
hogy ha egy reldcié reprezentalhaté (X —reprezentdlhatd), akkor reprezentdlhatd
(X —reprezentalhatd) Qo barmely kiterjesztésében. Kovetkezésképpen a Tételbél és a
18.14bjegyzetbdl : 1

a rekurziv relacidk X —reprezentalhatdéak () tetszoOleges kiterjesztésében.

18 A Tétel bizonyitdsabdl leolvashaté az is, hogy a rekurziv reldciék X —reprezentdlhatéak. Valdban,
lattuk, hogy R = RT o f, ahol R is és f komponensei is mind Ag-—definidlhatéak, azaz Ag-—
reprezentdlhatéak (ldsd 12.0). Kovetkezésképpen, a 16. libjegyzet alapjan, az R = R* o f relécio,
mint Ag—reprezentdlhatoak helyettesitésének eredménye, Y —reprezentalhato.

9Egyébként minden, amit a reprezentdlhatésigrol elmondtunk, igaz marad Q- reprezentalhatésig
helyett I'—reprezentdlhatosiagra amennyiben I' @)y tetszOleges kiterjesztése, hiszen ilyen esetben a bi-
zonyitasok nyilvanvaléan valtozatlanul atmennek @y helyett I'—wval.
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