2. A szintaxis aritmetizalasa

2.1 A fundamentalis konstruktiv relaciok
Definicié
(i) Minden n € w esetén

pn = min({¢ €w : ¢ prim } \ p*n)
az n—edik prim.
(ii)) Minden k£ € w esetén 1h(0) =1h(1) =0 és

Ih(k) =max{n €w : p,|k} hak>1
a k-t osztd legnagyobb prim sorszdama, roviden a k£ hossza.
(iii) Minden ¢ € w esetén (0); = (1); =0 és

(k) =min{n €w :=p!*k} ha k>1

az 1—edik prim kitevéje k primfelbontasaban, roviden £ i. primkitevdje.
Megjegyzés
Ezek jogos definiciék. Valéban :
(i) Véges rekurzié elve alapjan van egyetlen a jobboldali feltételnek megfelel fiiggvény,
hiszen a primek szdma végtelen, igy a tetszoleges p-nél nagyobb primek halmaza nem
lires, és természetes szamokbdl all6 nem tires halmaz minimalis eleme egyértelmii.
(ii) A primfelbontds egyértelmii.

(iii) A primfelbontéds egyértelmi, minden természetes szam csak véges sok primmel oszt-
haté és természetes szamok véges halmazanak van egyértelmii maximélis eleme.

Példaul

() p=2,p=3,pp=5,ps=7,pa=11, ...

(i) 1h(23-5°) =2, Ih(3-7%) =3

(iii) (22-5%)9 =3, (22-5°);, =0, (22-5%), =5, (23-5%)3 =0
Megjegyzés

Metanyelvi (tehdt ZFC nyelvi) formuldinkban a tovdbbiakban, amig mast nem mon-
dunk, az i, 7, k,[,m,n és indexelt valtozataik w elemeit jelentik (pl. (Vn)p = (Vnew)y).
Az egyszerliség kedvéért sem a definiciokban sem az allitdsokban nem jeloljiikk, hogy
— természetesen — azok minden, a formulaban szereplé szabad valtozo természetes szam
értékére vonatkoznak. (A targynyelvben — tehdt )y nyelvében, ahogy eddig is — a
valtozok feletti metavaltozdk az x,y, z,u,v,w és indexelt véltozataik.)

Definicio

min=m#0A (Fk <n)(n==Fk-m) oszthatd
Pr(n) =n>1A(Ym <n)(m>1= —mln) prim
mPrm(n) = Pr(m) A (k < m") [= 2]k Am™ |k A = mm kA (vhanyadik)

A(Vi<m)(Vi<m)([i<j APr@@) APr(j) A= (3l<m)(Pr(l) ni<l<j)]=> prim

— (VI < n)(ik = jIR))]
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nLgh(k) = (k=0Vk=1)An=0]V (3m < k)mPrm(n) Am|k A hossz
A (Vi < k) (Pr(i)Ai>m = —ilk)]

nExp;(k) =[(k=0VE=1)An=0]V[i> Lgh(k) An=0]V primoszté
Vi < Lgh(k) A 3m < k)(mPrm(i) Am™|k A —m" k)] kitevéje

Megjegyzés
A tovébbiakban a definidlt formulak valtozok nélkiili valtozatat hasznaljuk az éaltaluk
definidlt reldci6 jelolésére. Példdul: Prm = {(m,n) € w? : mPrm(n)}. Ezek szerint
(m,n) € Prm é mPrm(n) ugyanazt jelentik.
Allitas
Fenti definiciéban szerepld Osszes relacié, tehat az |, Pr, Prm, Lgh, Exp relacidk
mindegyike Ag—relacié.
[ Nyilvdn a definidlé ZFC—formuldk L£4-képidi éppen megadjédk a kivéant
Ap—formuldkat. Példdul az els6 kettd esetén (a tobbi is nyilvdn pontosan ugyanigy
megy, felhasznalva a méar definidltakat) :

v=pxy)=y#0ANFz<z+1)(z=2-y) € Ay,
Yv=yY)=c>1ANVy<z)(y>1= -zly) € Ag

esetén nyilvan nlm iff wpke(n,m) é  Prm(n) iff wkEy(n)]

Megjegyzés

Ha egy relacié valamely ¢ € A, formulaval definialhato, akkor az a relacié is Agy-relacio,
melyet a (Vz < t)p ill. a (Jzr < t)¢ formula definidl, hiszen w = (Vo < t)p iff
whkE (Ve <t+1)p éspersze p € Ay ~» (Vo <t+1)p € Ay (és hasonléan F-re).

Allitas
(i) pn=m iff m Prm(n)
(i) lh(k)=n iff n Lgh(k)

(iii) (k);=n iff nExp,(k)

[ (i) Nyilvdn m az n. prim iff van k = 20.3'.52...m"» < (m™)" = m" . Ezt
a k-t kell lefrni: 1 = 2° val oszthat6, de 2 = 2' —el nem, igy primfelbontdsaban
a 3 az elsO, tehat az 5 a masodik hatvanyon szerepel és ezutdn az n. primig
minden kovetkez6 prim mindig eggyel nagyobb hatvanyon szerepel, végiil az n.
prim pontosan az n. hatvanyon szerepel. (iii) ~hoz: n&xp;(k) definicidjaban a
diszjunkcié masodik tagja azért szerepel, hogy a reldcié i—ben is globdlis legyen. ]

Allitas
i) po < 2%
(ii) lh(n) < n
(ili) (n); < n
[ (i) Indukcié: (a) pp=2<2= 22°
(b) Legyen n > 0. Euklidésszel és indukciés hipotézissel :

1_gn+l

D1 <23 pp+1<220.22 92" 41 =02X02 1 1 =212 1=

_ 22n+1_1 + 1 S 22n+1_1 +22n+1_1 _ 2 . 22n+1_1 _ 22n+1_1+1 _ 22n+1 ]



Kovetkezmény

p és lh Aj-fiiggvények, mig () Aj-fiiggvény, tehat p is lh is és () is term—korldtos
fliggvények.

Megjegyzés

Eddig konnyti dolgunk volt annak megallapitdsakor, hogy egy—egy relacié konstruktiv—e,
hiszen minden esetben talaltunk olyan, a relaciot megadé ZFC —formulat, mely nyilvanva-
l6an egy L4 formula ZFC-beli megfeleléje volt, igy a ZFC—formulabdl kézvetleniil le-
olvashaté volt, hogy a reldciot mely L4 —formula definidlja. Ennek oka az volt, hogy
minden ilyen, valamely relaciéot megad6 formulaban, amennyiben szerepeltek benne az
eredeti L4 —ban nem szerepld elemek, azok definialt relacidk voltak, melyeket elvben di-
rekt médon, definiciéjukat kovetve ki lehetett kiiszobolni a nyelvbol, ezéltal kozvetleniil
ellenérizhet6 volt, hogy a formulak, melyben szerepeltek, konstruktiv—e. Sziikségiink lesz
azonban olyan relacidkra is, amelyek esetén mar nem ez a helyzet, melyekben mar nem
csak definialt relaciék, hanem figgvények is felbukkannak. Ezekkel pedig mar nem lehet
ugyanazt végigesindlni, mint a reldcidkkal. A defindlt reldcidkkal szemben, melyeknek a
régi nyelv formuldi felelnek meg (hiszen egyszertien ezek réviditései), a defindlt fliggvé-
nyeknek olyan olyan termek felelnek meg, melyek a régi nyelvnek, az £ 4 —nak nem termjei,
igy a ZFC—formula, melyben szerepelnek, nem valamely L4 —formula képiaja.

Példaképpen vizsgajuk meg a faktoridlist, azaz a Fact = {(n,m) € w? : m=n!} reldciot.
Nyilvan

mFactn iff van k=2'.31.502. 7023, 120
tehat
m Factn = (Fk < p;n(nﬂ))((k)o =1A(k)p=mA N <n)[(k)i1= (k) i+ 1)]) _

Nos, erre a relaciora és a tovabbiakban definidlanddkra is fennall azonban az, hogy az 0t
megadd ZFC —formuldbdl leolvashatd, hogy a relacié milyen mdédon épiil fel egyszertibb
relaciokbdl, azaz ellenérizhetd, hogy konstruktiv reldciokbdl a konstruktivitast megorzo
operaciok segitségével jon—e létre. Ugyanis a fiiggvények olyan helyzetben szerepelnek,
mint a termek, nevezetesen relaciok argumentumaban; ide pedig helyettesitéssel kertilnek.
(Informélisan egyébként egy olyan relaciét megadé ZFC—formula, mely adott fliggvé-
nyeknek egy relacioba vald helyettesitésével jott létre, tgy keletkezik, hogy az eredeti
relaciot megadé ZFC —formuldban a valtozdk helyére a megfeleld fliggvényeket helyette-
sitjiik; illetve forditva, egy ilyen valtozd—helyettesitéssel 1étrejovo formula az adott fiiggvé-
nyeknek az eredeti reldciéba vald helyettesitésével 1étrejovo relacidt adja meg. Példaul,
ha

R={(n,m): 3k >0)(n+k<m)} é filn,m)=n%, fo(n,m)=n-m,f=(f1,fa),

akkor
Rof={(nm):(3k>0)n>+k<n-m)}.)

/////

bevételével tehat ha az adott ZFC — formuldban olyan részformuldk fordulnak el6, melynek
— a benne szereplé relaciékba vald term—korlatos fiiggvényhelyettesités miatt — nincs
kozvetlen L 4 —beli képidja, a fenti allitasok alapjan akkor is kezelhetjiik ezeket is valamely
a Ap—ba eso formuldk altal definidlt relaciénak és ezt a tényt felhasznalva eldonthetjiik,
hogy Ap—nak a teljes ZFC —formulaban szereplé konnektivumokra val6 zartsdga alapjan



a teljes ZFC —formula altal meghatarozott relaciét tovabbra is a megfelel6 osztalyba eso
formula definidlja—e vagy sem.

Mindezeket figyelembe véve, az alabbi informalis 6kolszabalyt fogalmazhatjuk meg, mely
természetesen minden konkrét esetben formalisan teljesen korrekt modon ellenorizheto :

ha egy w elemein futé véltozdji ZFC—formuldra fennéll, hogy valamely A,
formula koépiajaban szereplo a szabad valtozoknak term—korlatos fiiggvényekkel
(melyek esetleg mas term—korldtos fliggvényekbél szarmaztak helyettesitéssel
véges sok lépésben) vald formalis helyettesitésével jon létre akkor az ezaltal a
7ZFC —formula altal megadott relacié konstruktiv.

PELDAUL a Fact konstruktiv. Valéban
m Factn = (3k < pr" N (K)o = 1A (k)w = m A (Vi < n)[(k)is1 = (k) - (i +1)])
konstruktiv, mert a
(Fk<ni)(ne =1Ang=mA (Vi <n)ng=ns- (i +1)])

ZFC—formuldbdl (mely nyilvan Ag—kdpia, azaz Ag—relaciot definiél) jon 1étre az aldbbi
(konstruktivitdst megdrzd) helyettesitésekkel :

ny—pn ™Y g = (K)o ng — (k)n, na— (K ns — (k)i

ahol persze maga a pp"Y is az m(n + 1) nek (mely az n + 1-nek az mn—be valé

helyettesitésének eredménye) a p —be valé helyettesitésének eredménye, ami maga is a
pn —nek a k™ —be valé helyettesitésének eredménye és a (k);+1 az i + 1-nek a (k);—be
val6 helyettesitésének eredménye.

Természetesen (bér a tovabbiakban egyetlen, egy hosszu eljarasban a legutolsé és leg-
fontosabb eset kivételével csak a konstruktivitdsra lesz sziikségiink) a fenti megfontoldsok
és az eljards teljesen analég médon alkalmazhatdak a rekurzive felsorolhatdsagra is (persze
a r4 vonatkozé invariancia allitdsokra valé hivatkozéssal). (A fent emlitett legfontosabb
esetben az eljarast éppenséggel a rekurzive felsorolhatésagra vonatkozoan fogjuk alkal-
mazni. )



2.2 Godel-szamozas

Definicié
Legyen L tetszo6leges megszamlalhato elsérendi nyelv, azaz valamely Q,1,J, K C w
esetén

o

L=(fl', 17, ck, phneq.icl, jed kek
ahol p(ff") =p(r}) =n+1 minden n € Q,i € I,j € J esetén.

Legyen Sm, a konstansszimbélumok kivételével az L 0Osszes logikai és nem logikai
szimbdlumainak halmaza. Legyen S = Sm,; U Tm, U Fm, és S* az Fm, elemeibdl
alkotott Osszes véges sorozatok halmaza. A ¢ : SUS* — w fliggvényt rekurzival a
kovetkezoképpen definialjuk :

(i) g:Smg — w definicidja:

szimbolum | =~ AV £ e
g |3 5 T 9 11+48(2"3) 13+8(2"3)

(ii) g:7m; — w definicidja:

term ‘ Ve C:

g | 1548k 1748k

a(fm) 29(t0).39(f1)mp9(tn)
g(fi(to,str,... t,)) =273 n
(iii) ¢g:Fmy — w definicidja:
gty 2" g7l
(a) g(rf(to,tr,.. . tn)) =2 '3 n

(b) glto=1t1) =2 377 5 _ 9.3
(©) g(=p) = 2g(ﬁ)39(¢) _ 95, 59(%)

@) glpny) =230 g0 g7 gl o)
@ g((vor)g) = 2" 3" 51 2 g7 T 5

g(po)  gl(e1) 9(pn)
.3 .

g(<¢07¢177@n>)£2 *Pn

tetszbleges s = (@, @1, .., pn) € S* esetén.



A ¢ fliggvényt £ Godel-szamozasanak, ¢(s) értékét pedig s Godel-szdmanak
hivjuk tetszéleges s € SUS* esetén.

Allitas

g kolcsonosen egyértelmii.

Megjegyzések

(i) Persze nem minden szam valamely objektum Godel-szdma. Ilyenek példaul a 25.32++1
alaki szamok, mert a 2 kitevoje miatt ezek csak negélt formuldk Godel-szamai lehetnek,
de formulak Godel-szama paros.

(ii) Nyilvén egyértelmii primfelbontas alapjan tetszéleges széamrdl megéllapithat6, hogy
valamely objektum Godel-szama—e, és ha igen melyiké. Az, hogy milyen tipusi objek-
tumrdl van sz6, az méar a primfelbontas elsoé lépésében eldontheto. Ugyanis csak attél
fiigg, hogy a primfelbontasban 2 kitevije mekkora.

(iii) ¢g intuitive (mashogy nem is lehetne) konstruktiv és ezen mulik, hogy a vele definia-
land6 fogalmak megorzik intuitiv konstruktivitasukat.

(iv) Az argumentumszam (p) azért eggyel nagyobb az indexénél, hogy egyszeriisitse a
jelolést: pl. fI'(to,...,t,)—t lehet {rni.

(v) A tovédbbiakban a Godel —szdmozas segitségével definidlandé fogalmak természetesen
fiiggenek a tekintett £ nyelvtdl, de ezt (ugyancsak természetesen) nem fogjuk jeldlni, hisz
ezt mindig rogzitettnek tekintjik. Egy konkrét nyelv vizsgalata esetén pedig
nyilvanvaléan kideriil a kontextusbdl, hogy melyik ez a nyelv, tehat, hogy az altalanosan
definialt fogalmak mely nyelvre vonatkoznak.



2.3 A szintaxis konstruktivitasa

TERMEK

Definicié

(i) Varbl(n) = (Ik < n)(n = 15 + 8k) vadltozészimbdlum
(ii) Const(n) = (Ik < n)(n =17 + 8k) konstansszimbolum
(iii) Fnsym,,(n) = (3k < n)(n = 11 + 8(2™ 3%)) fliggvényszimbolum
Allités

(i) (a) Varbl(n) iff n egy véltozdészimbdélum Godel-szama
(b) Const(n) iff n egy konstansszimbdélum Godel-szama

(c) Fnsym,(m) iff m egy n argumentumos fiiggvénysszimb6lum Gédel-szama

(ii) Varbl, Const és Fnsym konstruktiv relacick

Definicié

(i) Termgenerator sorozatoknak nevezziik az olyan (ng, ny, ..., n,) € W™ szdm-
sorozatokat, melyekre fennall, hogy minden £ < m esetén az alabbi feltételek valamelyike
teljesiil :

(a) mp atomi term (azaz valtozé vagy konstans szimbdélum) Goédel-szdma

b) valamely 7,5 € w és ko, k1, ..., k; < k esetén
( y i sk, K
g(fl) 203",k
np=2""-3 "
(i) Egy (no, n1, ..., n,) szdmsorozatot rovidnek neveziink ha:

(a) m < ny,
(b) n; <n, minden i < m esetén

(i) Az n-—re végzddé (révid) termgenerdtor sorozatokat n (révid) termgenerator
sorozatainak nevezziink.

(iv) Tetsz6leges k € w primkitev8sorozata az az egyértelmt (ng, ny, ...n,) € w™!
sorozat, melyre

Tom

k:pg‘o.p?l...pm ,
ahol p,, a legnagyobb k —val oszthaté prim.

(v) Legyenek n, k € w tetszOlegesek. k az n (kis) termgeneratora ha k primkitevo-
sorozata n termgenerator sorozata (és k < p’° ).
Allitas

Ha k primkitevosorozatanak hossza < n és minden eleme < n, specidlisan ha k prim-
. 7” e , , 2
kitevOsorozata rovid és utols6 eleme n, akkor k < p)~ .

m— 1 2 2
[ k=pgo-pit-pom it plm < peplt--pl < plpt el = (1) < ()" = < p ]



Allitss
(i) Termgenerator sorozat minden eleme valamely term Godel-szama.

(i) Minden ¢ termhez van g¢(t)—nek rovid termgenerdtor sorozata.!

Kovetkezmény

Tetszoleges n € w akkor és csakis akkor valamely term Godel-szama, ha van kis term-
generatora.

Definicié
(i) kTmgen(n)=(k)mw=n A (Vi<Ih(k))(Varbl((k);) V Const((k);) V
V [Ih((k))=1A
AEm <k) (Frsym,, ((k)i)o) A((k)i)r=m A (v < m) (35 <i) [((k)r ), = (k);]])
termgenerdtor

(i) Trm(n) = (3k < ()™ )(k Tmgen(n)) term

Allitss

(i) (a) k7Zmgen(n) iff k az n termgeneratora
(b) 7Tmgen konstruktiv relacié

(i) (a) Zrm(n) iff n valamely term Godel-szdma
(

b) 7Zrm konstruktiv reldcié

Allitas

x € V pontosan akkor véltozéja egy t termnek, ha g(z) eléfordul ¢(¢) minden roévid
termgenerator sorozatdban.

Definicié

m Tmoar(n) = Varbl(m) ANTrm(n) A (Vk < pZQ)(kngen(n) = (3i < 1h(k))((k); =m))

termudltozo

Kovetkezmény
(i) m7muvar(n) iff m az n Godel-szamu term egy véltozdjdnak Godel-szama

(ii) Zmoar konstruktiv relacié

LA révidséghez: (a) Ha egy termgenerator sorozatot 1igy rendeziink &t, hogy monoton névé sorozatot
kapjunk, akkor (al) szintén termgenerator sorozatot kapunk, hiszen egy Gsszetett term (melynél lényeges,
hogy a benne szerepld termek Godel-szdamai elobb jojjenek, mint a term Godel-szdma) Godel-szdma
biztosan nagyobb, mint a benne szerepld termek Godel-szdmai (a2) 1-nél nagyobb szdmrdl indulunk és
minden 1épés 1 —nél tébbet novel (b) minden termgenerator sorozatra igaz, hogy ha nincsenek feleslegesek
a sorozatban, akkor minden, a sorozatban felbukkané Godel-szam esetén a hozzd tartozd term az utolsé
Godel-szamhoz tartozd term résztermje, igy Godel szama kisebb az utolséénal.



Definicié

Legyen az x valtozd, a t term és az s = (ng,N1,...,Ny) € W™ termgenerator
sorozat tetszOleges. Az s* = (nj,ni,...,n.) € w™ sorozatot az s—b8l z—t

helyettesitéssel kapott termsorozatnak nevezziik, ha tetszoleges i < m esetén az
alabbi feltételek teljesiilnek :

(i) Ha n; atomi term Godel-szdma, akkor
n; # g(z) ~» ni=n,

ni = g(x) ~» ni=g(t)

(ii) Ha valamely ¢,k € w és ig, i1, ..., i <1i esetén
k 7L,L‘O 7L,L‘1 ’nik
g(fy) 203"
n;, = 277" 3
akkor () ntnk n*
g 9" .311...pk1k
nf=2"-3
Allités

Legyenek n € w és t,s € Tm tetszélegesek. n = g(s¥) akkor és csak akkor, ha
van ¢(s)—nek olyan u rovid termgenerator sorozata és egy olyan v sorozat, hogy v az
s—bol x—t helyettesitéssel kapott termsorozat, melynek utolsé eleme n, tovabba az a
szam, melynek primkitevésorozata v, feliilr6l becstilheto p’,f —el, ahol k=n+ g(s) .2

Definici6

(i) nTmsubseq"k=Varbl(m) A Trm(l) Alh(n) =Ih(k) A kT mgen((k)mw) A (Vi <Ih(k))

[(Varbl((k):) v Const((k);) == (k)i # m = (n)i=(k):) A ((k); = m = (n)i=1))A

A(=Varbl((k);) A —Const((k);) = Trm((n);) A Ih((n);)=1 A ((n)i)o="((k):)o A
Ah((n)i)1=1h((k)i)1 A (V5 < ((k)i)1) (V5" < i) (((k)i)1);=(k); = ((n)i)1);=(n);")]

helyettesitéssel kapott termsorozat

(i) n Tmsubst]" k= (Ji < pfﬂzk)Q)(Elj < pf)( (i)mm) = n A j Tmgen(k) Ai Tmsubseq]" j )

termhelyettesités

Kovetkezmény

(i) nTmsubst]"k iff az n Godel-szdmu term a k& Godel-szamu termben az m Godel-
szamu valtozénak az [ Godel-szamu termmel valé helyettesitésének eredménye.

(ii) Tmsubst konstruktiv reldcio.

2A helyettesitéssel kapott termsorozat nem okvetleniil tergenerdtor sorozata utolsé elemének, hisz
abban a helyettesitett ¢ nem okvetleniil szerepel. Ami a becslést illeti, ez a 7. old. Allitasbol kovetkezik,
hisz u rovid és a két sorozat hossza azonos, igy g(s) nagyobb a kézos hossznél és persze n nagyobb a
v Osszes tobbi eleménél, tekintve, hogy azok s¥ résztermjeinek Godel —szamai.



FORMULAK
Definicié
(i) Relsym,,(n) = (Fk < n)(n =13+ 8(2™m 3%)) reldcidszimbdlum
(ii) (a) Atrel(n) =1h(n) =1A
A (3m<n)(Relsym,,((n)o) Ah((n)1)=m A (Vi<m)Trm(((n)1);)) atomi reldcic
(b) Ateq(n) = (3 ko, k1 <n)(Trm(ke) A Trm(ky) A n =233k . 5%) atomi egyenldség
(c) Atfm(n) = Atrel(n) vV Ateq(n) atomi formula

(iii) (a) k Fmgen(n) = (k)mwy=n A (Vi<lh(k))(Atfm((k);) V
vV (3j<i)((k); =2°-3%) v (j,m<i)((k); =27 -3k . 5Fm) v
V(Fj<i)(Tm<n)Varbl(m) A (k); =2 -3™. 5kj)) formulagenerdtor

(b) Fml (n) = (3k<p™*) k Fmgen(n) formula

(iv) (a) n Atrelsub]"k=Varbl(m) A Trm(l) A Atrel(k) N Atrel(n) A
A(Vj<k)(Relsym;((k)o) = Relsym;((n)o) A (Vi<j)((n)1);Tmsubst"(((k)1):))

atomi reldcio helyettesités

(b) nAteqsub"k=Varbl(m) N Trm(l) N Ateq(k) N Ateq(n) A
A (Vk?(), k1 <k;)(Vn0,n1 <TL) (kf =23.3k0 .5k A p=23.3%0 .5 —
= noTmsubst]" ko A ny Tmsubst]"k: )

atomi eqyenldség helyettesités

(c) nFinsubseq "k =
Varbl(m) A Trm(l) A Ih(n) =lh(k) A k Fmgen((k)mw) A (Vi<Ih(k))(V jo, j1 <i)
((Atrel((k);) = (n JiAtrelsub " (k);) A (Ateq((k):) = (n)iAteqsub]"k;) A
((k);=25-3%0 = (n);=2%-3%0) A ((k);=27- 3k . 5kin = (n); =27 - 30 . 511 ) A
A (VI<k) [ Varbl(l) A (k); = 2° - 3L 5kio =
— (I#m = (n);=2°-3"-5%0) A (I=m = (n);=(k);])

helyettesitéssel kapott formulasorozat

(d) nFmsubst]" k= (E|z<pn )(EI] < pk )(( Jhn) =n A j Fmgen(k) /\i}"msubseq;”j)

formulahelyettesités

Kovetkezmény

(i) Fenti relaciék mindegyike a nevében jelzett reldciét definidlja.
(' Tehét példaul

Fml(n) iff n valamely formula Godel-szama és

nFmsubst'k iff n = g(g‘l(k)z:ig)n)) iff az n Godel-szdmt formula a k Godel-
és g1 (k) € Fml, szamu formuldban az m Godel-szdmu
és gt (m) € Varbl, valtozonak az [ Godel-szamu termmel
és g () e Tm valé helyettesitésének eredménye. )
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(i) Fenti relaciék mindegyike konstruktiv relacio.

[ Minden, a termekre definidlt fogalom (pl. termgenerdtor sorozat, kis termgenerd-
tor stb.)  tokéletesen analég mddon definidlhaté formuldkra (pl.  formula-
generatorsorozat, kis formulagenerator stb.) és az ezekre vonatkozé allitasok bi-
zonyitdsa is tokéletesen analdg. |

Definicié

Legyen n € w. Azt mondjuk, hogy az (ng, ny, ..., n,) € W™ szdmsorozat az n—et
parcialisan generalé formulasorozat ha

(i) ne atomi formula Godel-szama

(il) minden k < m esetén az alabbi feltételek valamelyike teljesiil :
a) Mgy =25 3™
bl) ngy =27-37 -5 ahol j valamely formula Godel-szdma

(
(
(b2) ngyp =27-3™ -5 ahol j valamely formula Godel-szdma
(c) npy1 =2-3"-5" ahol | valamely valtozé Godel-szdma
)

(i) n,, =

Allités
Minden valamely n szamot parcidlisan general6 formulasorozat rovid, azaz n-—nél kevesebb
elembdl 4ll és ezek egyike sem nagyobb n-nél.?

Allités
Legyen az x valtozd, a t term és a ¢ formula tetszoleges.
(i) « € var(p) iff van olyan, a g(y)-t parcidlisan generalé (ng, ni, ..., n,) formu-
lasorozat, hogy
(a) x valtozdja az ng Godel-szamu atomi formulanak

(b) minden k < m esetén, ha ny egy (Vy)u alakd formula Godel-szdma, akkor y#z .

(ii) = € bnd,(p) iff van olyan a g(¢)-t parcidlisan generdlé (ng, ny, ..., n,) formu-
lasorozat, hogy

(a) x valtozdja az ng Godel-szamu atomi formulanak
(b) minden k < m esetén, ha n; egy (Vy)u alaki formula Godel-szama, akkor y#x

(¢) a t—nek van egy olyan z valtozdja és van egy olyan k < m, hogy ny egy (Vz)y
alaku formula Godel-szama .

3Parcidlisan genersalé formulasorozat mindig né, nincsenek benne felesleges elemek és lasd az
1. 1abjegyzetet.
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Definicié
(i) (a) nAtfmtm(m) = Trm(n) A ([Atrel(m) A (3i < 1h((m)1))((m)1); = n]V
V [Ateg(m) A ((m)1 =nV (m), = n)]))
atomi formuldban eléforduld term
(b) n At fmvar(m) = Varbl(n) A At fm(m) A (3k < m)(k At fmtm(m) An Tmvar(k))
atomi formula vdltozdja
(ii) (a) kPcfmgen(n) = (K)nwy=n A Atfm((k)o) A (Vi<Ih(k))
(((k)ig1 =2°-3F) v (3 < n)(Fml(j) A [(k)ip1 = 27-37 5% v (k)qq = 273k - 5]V
vV (3m<n)Varbl(m) A (k)1 =29 3™ 5k))
parcidlisan generdlo formulasorozat
(b) n Var(m)=Varbl(n) A Fml(m) A (3k<p™) (k Pcfmgen(m) An At fmoar((k)o) A
A (Vi <1h(k))(Vj<m)(VI<m)(Varbl(l) A Fml(j) A (k); =2°-3"-5 =1 # n))
szabad vdltozo
(c) nBnd;(m) = Varbl(n) A Fml(m) N Trm(l) A
A (k< p™) (kPcfmgen(m) A n At frmvar((k)o) A
A (Vi < Th(k) (V5 <m)(Vi’ <m)(Varbl(j) A Fml(i') A (k); =2° -3 -5 = j £ n) A
A (3i<Ih(k))(3j<m)(3Fi'<m)(Tmvar(l) A Fml(i') A (k); =2°-37-51))
termre nézve kotott vdltozo

Kovetkezmény

(i) Fenti relaciék mindegyike a nevében jelzett reldciét definidlja.

( Tehét példaul  nVar(m) iff az n Godel-szamu valtozé az m
Godel-szamu formula szabad valtozdja
és  nBnd;(m) iff az n Godel-szamu véltozé kotott

valtozdja az m Godel-szamu  for-
mulanak az [ Godel-szamu termre
nézve. )

(i) Fenti relaciok mindegyike konstruktiv reldcié.

Definici6

Frmly(n) = Fml(n) A (Vm < n)(mVar(n) = (31 <k)(m=15+8-1 A1 >0))

legfeljebb vmennyi vdltozoju formula
Snt(n) = Fml(n) A (Vm < n)=mVar(n) mondat
Allitas

(i) (a) Frmli(n) iff n egy olyan formula Godel-szdma, melynek szabad valtozéi mind a
{v1,v9, ..., v} —ban vannak, azaz n = g(¢) valamely ¢ = p(vq,vs,...,v;)—ra.

(b) Snt(n) iff n egy mondat Goédel-szdma

(ii) Mind Frml mind Snt konstruktiv reldcié.
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BIZONYITAS

Definicié
i) nNeg(m)=Fml(n) A Fml(m) A n= 253" tagadds
(i) g(m) (n) (m) g
(i)
(a) nConj(ny,ng) = Fml(n) A Fml(ny) A Fml(ng) A n=27-3m.5m konjunkcid
(b) nZmpl(ny, ny)=Fml(n) A (Imy, mo <n)(nNeg(mi) AmiConj(ni, ms) Amo Neg(ns))
implikdcio
(iii) nUniv, (m) = Fml(n) A Fml(m) A Varbl(k) A n=2-3%.5™
univerzdlis kvantifikdcio
Allitas
(i) Fenti relaciok mindegyike a nevében jelzett relaciét definidlja.

(ii) Fenti relaciok mindegyike konstruktiv relacio.
Definicié (Logikai axiémék)
(i)  Azimply(n) = (3n1,n2, m < n)(nZmpl(ni,m) A mZImpl(ny,ni))

(i) Azimply(n) = (Ing, n2, ng, ma, ma, k, ky, ko < n)(nZmpl(mq, ma) A
Amy Impl(ny, k) A kZImpl(ng,ng) AmaZImpl(ky, ko) A ki1 Impl(ny, na) A ks Zmpl(n, ng))

(iii) Azimply(n) = (Elnl,ng,ml,mg, ki, ke < n)(nZmpl(my, mg) A
Ay Impl(ky, k) N ki Neg(ng) A ko Neg(ng) A mQImpl(nQ,nl))

iv) Azconj,(n) = (Iny, na,m < n)(nZmpl(m,ni) A mConj(ni,ns))
v) Azconj,(n) = (Ing, na,m < n)(nImpl(m,ny) A mConj(ni,ny))

(
(
(vi) Azconjs(n) = (Iny, na,m < n)(nImpl(ni,m) A mImpl(na, k) A kConj(ni,ny))
(

vil) Azquan,(n) = (3Iny, ne, my, ma, ki, ka,i < n) (ﬂiVar(nl) A nZImpl(my, msg) A
AmyUnivi(ky) A ks Impl(ny,na) A meZmpl(ng, ka) A kQL[m'vi(ng))
(viii) Azquan,(n) = (3ny, ne, 4, j, k < n)(—iBnd;(k) A nZmpl(ni, na) A
AngUnivi(k) A no Fmsubst;k’)

(ix) Awidi(n) = (Im < n)(Varbl(m) A n=2%.3m.5m)

(x)  Awida(n) = (Ing, na, my, ma < n)(nZmpl(ni,n2) A Varbl(my) A Varbl(ms)A
Ang=2%.3m™.5m2 A (3k, k' <ng)(ny =2%-3F- 58" A Th(k)=1 A lh(k')=1A
NG <E) [Frsymi((K)o) A Frsym, (ko) A (K)o = (k") A
Alh((k)1)=1 A Th((k")1)=i A (VI <) (Varbl(((k)1);) A Varbl(((k')1);) A
A3 < D)[((R)1)j=ma A ((K")1)j=ma A (V<) # 5= (k)= ((k")1))])])
(xi) Azids(n) = (3n1,n2,m1, ma < n)(nImpl(ni,na) A Varbl(mi) A Varbl(ma)A
Ang =2%-3™ .52 A (3k, k' <no)(na Impl(k, k') A Th(k)=1 A Th(k')=1A
A(Fi<k)[Relsym;((k)o) A Relsym;((k')o) A (k)o = (k')o A
Ah((k)1)=i A Th((E")1)=i A (VI <) (Varbl(((k)1);) A Varbl(((k")1);) A
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AE7 < DI((Rr);=ma A (k)1)j=m2 A (V<)L #j = ((k)1)i=((k")1))])]) v

V (3n1, n2, mi, mo, ms < n)(nZmpl(ni,ns) A Varbl(mi) A Varbl(msa)A
Ang =2%-3™ . 5m2 A (Tk, k' <no)[ns Impl(k, k') A
Al(k=2%-3m.5ms A\ |'=2%.3m2.5ms) v (k=2%.3m.5m A k/=23%.3ms.5m2)]])

(xii) Azlog(n) = Azximpl,(n) V Azimply(n) V Aximpls(n) V Axconj,(n) V Axconj,(n) V
V Azconjs(n) V Azquan,(n) V Azxquany(n) V Axidi(n) V Azidy(n) V Axids(n)

Allités

(i) Fenti relaciék mindegyike a nevében jelzett relaciét definidlja.

(i) Fenti relaciok mindegyike konstruktiv relacio.

Definicié
Legyen I' C Sn, tetsz()'leges és Axp = g'T".
() kPrfr(n) = (k)nw=n A (Yi<lh(k))(Fml((k);) A
[Axlog(( )i) V Azp((k)i) V (35, m <i)[(k); Zmpl((k)m, (k)i)] vV
v (3j<i)3l<n)Varbl(l) A (k);Univ((k);)]])

bizonyitds

(b) Prp(n) = Snt(n) A (3k)kPrfr(n) bizonyithatdsdg

Tétel

(i)(a) kPrfr(n) iff k az n Gbdel-szdmu formuldnak az Axp—ba esé Godel-szamu
mondatok halmazabdl (azaz I'—bol) valé bizonyitdsdnak Godel-szama

(b) Prp(n) iff az n Goédel-szdmd mondat bizonyithaté az Az —ba esé Godel-szamu
mondatok halmazabdl (azaz I'—bodl), tehat

Prp. = g*DedI".

(i) (a) Ha Axp konstruktiv reldcié, akkor

Prfr konstruktiv relacié

(b) Ha Az rekurzive felsorolhaté relacié, akkor

Pr rekurzive felsorolhato reldcio.
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2.4 Az aritmetika onreferencialitasa

Definicié
Az aritmetika nyelve: £ = L4 = (0, s, +, -, exp, <). Ha ¢ az £ Godel-szamozasa,
akkor :
g(0) =17, g(s) = 11+ 8(2'3%) =27, g(+) = 11 +8(223%) =43,
g(-) =11+ 8(223") =107, g(exp) = 11 + 8(223?) =299,
g(<) =1348(223%) =45, g(v;) =13+8-1 =23,

azaz L alapszimbolumainak Godel-szamai :

Szimbélum‘ = - AN VYV 0 s 4+ - exp < v
g ‘3 5 7 9 17 27 43 107 299 45 23
Definicié
nNum(m) = (Fk<p?”)(h(k)=m A (kK)o =17 A (k) = nA
A (Vi<m)((k)iq1 = 227 32(k>i) szdmterm
Allitas

(i) nNum(m) iff g(m)=mn, azaz n az m szamterm Godel-szdma.

(ii) Num konstruktiv reldcio.

Példak?!
(i) Az, konstruktiv reldcid.

(ii) Azp, konstruktiv reldcid. (PA a Peano-—axiémék, azaz a Peano —aritmetika)

Jelolés

A tovabbiakban minden eddig definidlt relacio esetén rogzitiink egy tetszéleges, a relaciot
definialé formulat, mely konstruktiv reldcié esetén egy Ag— és rekurzive felsorolhatd
reldcié esetén egy ) —formula. Ez (a bizonyithatésdgra vonatkozé két relécid, a Prf és
a Prp relaciok kivételével, ha a benniik szereplé I'—t6l fliggd, tehat “valtozd” relécid, az
Az nem Ag) éppen lehet a reldciét definidlé ZFC —formula egyértelm(i L4 képidja.”
Nos, ezt a minden relacidhoz egyértelmiien hozzarendelt, a reldciot definidlé formulédt a
relacié nevének sans serif valtozataval jeloljiik, pl.

v, Fmsubst Z§v4 = Fmsubst (v, ve, v3,v4) € Fmg,
az a formula, mely definidlja a formulahelyettesités relaciot, azaz
(n,m,l, k) € Fimsubst 1FF n Fmsubst'k IFF
IFF  w [= Fmsubst (n,m, k,1) 1FF  w = n Fmsubst "k .

1A bizonyitasokhoz lasd a Fiiggeléket a fejezet végén (20. old.)

5Ahol persze a reldcidban szerepld fiiggvényeket az Sket definidlé Prm, Lgh, Exp relicidk és a
fiiggvényekhez tartozé termkorlatok (1asd 2.0ld.) segitségével kikiiszobéljik, pl. a (Vn < (Ih(k))?)¢(n, k)
reldcié L4 —kopigjat igy kapjuk, hogy a (Im < k)(Vn < m?)(mLgh(k) A ¢(n, k)) relacié L4 —képidjat
képezziik. Msrészt persze Pry esetén (ha Az Ag), akkor Prp(vi) = (Jvz)(Snt(vi) A v Prfroug).
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Definicié

(i) Legyen tetszéleges n € w esetén Fm} = {¢ € Fmg : var(p) C {v1,02,...,0}},
azaz azon @ formuldk halmaza, melyekre ¢ = p(vy,v,...,v,) (vagyis melyek szabad
valtozoi mind az els6 n darab kozott vannak).

(ii) N = g*Fm} alegfeljebb v; szabad valtozéji formuldk Godel-szdmainak halmaza.
(iii) Frmli(n) = Fml(n) A (Vm < n)(mVar(n) = m = 23))

Allitss

(i) Frml; konstruktiv

(ii) Frmly = g Fmp =N

Definicié

Tetszéleges ¢ € Fmy és n € N esetén
pln] = Fv)(vi=n A )
Megjegyzés
Tudjuk, hogy tetszéleges ¢, x,t esetén
Foi <= (Fz)(z=t A ) ha ¢ var(t) U bnd ()
{gy tetszéleges ¢ = p(v1) € Fmp és n € w esetén
Fo(n) <= (Fu)(vi=n A p(u))

azaz Fon] <= ¢(n)

Tétel

Legyen £ = L. Tetszéleges ¢ € Fmy esetén van olyan 1 € Fmy , hogy tetsz6leges
n € N esetén

Qo = ¥(n) = 0(g (g7 (n)(n)))
Bizonyitds.

A bizonyitas két nyilvanvalo 1épésbol all. Elészor definidljuk a Self fliggvényt a kovetkezo-
képpen: minden n € w esetén

Self(n) = g(g7'(n)(n)) ha neN és Self(n) =0 egyébként.

Mivel a formulaba val6 helyettesités és a szamtermnek lenni reprezentalhato, a definiciot
lemasolé formula segitségével megmutatjuk, hogy Self trividlisan (funkciondlisan) rep-
rezentalhato. Ezutan a reprezentald Self formula segitségével megadhatjuk a Self —nek
a ¢ altal reprezentalt reldcidéba valé helyettesitését reprezentald formulat (ldsd 1.5):

¥ =(x) = By)(Self(z,y) N ¢(y)),

ami persze pont a kivant formula ; ezt mutatjuk meg a masodik 1épésben.
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o Elso 1épés
Megmutatjuk, hogy a
n = n(vy,ve) = Frmly(v1) A (us < UQ)(UQ Fmsubst ii’vl A Us Num(vl)) V = Frmly(v1) Avg=0

formula definidlja a Self—t. Valéban, nyilvan elég az n € N esetet vizsgalni. Legyen
tehat n € N, k € w tetszoleges. Ekkor

w = n(n, k)
iff  wk(Jus<k)(k Fmsubstizn A v3Num(n))

if wgkEk Fmsubstif’n A mNum(n) vimely m < k-ra
iff k Fmsubst fs’n ES  mMNum(n) vmely m < k—ra
iff m=g(n), k=g (gil(n)ijgﬁv vmely m < k-ra
iff g(n) <k, k=g(g~"(n);!)

iff k=g(g'(n)(n)

1

Nyilvdn : g(t) < g(e(t))
iff (n, k) € Self iff
Self(n) =k.

Nomarmost, Frml;, Fmsubst, Num € A, ~» n € Ay ~» Self Ag—definidlhatéd

figgvény ~> Self reprezentalhato fiiggvény ~>
1 1
Ao-def.-hatdsdg és repr.-hatdsdg ekv.(1.3) Fv. repr.-hatdsdg és funkc. repr.-hatdsdg ekv.(1.4)

~~» Self funkciondlisan reprezentalhato.

® Masodik 1épés

Jeloljiik a a véltozokat (ilyen sorrendben) x,y—al. Self funkciondlisan reprezentalhato,
tehat van olyan Self = Self(z,y) formula, hogy tetszéleges n,m € w esetén

(%) Self(n) =m ~»
(a) Qo F Self(n,m)
(b) Qo - (Vy) (Self(n,y) = y=m)

Legyen most ¢ = @(x) és n € N tetszileges, m = Self(n) és (ahogy a bevezetd
megjegyzésekben mér jeleztiik)

b =(x) = (3y)(Self(z,y) A @(y)) .

Ekkor

QoU{y =m} ( l)—( : Self(n,m) A y =mt Self(n,y),

a
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és forditva:

Qo U {Self(n,y)} (*l)—(

b)y:m.

Ezekbol
Qo y=m A p(y) = Self(n,y) A ¢(y)
~> Qo (Fy)(y=m A o(y)) = (Jy)(Self(n,y) A o(y))
~ Qo p[m] = (n)
és persze ugyanigy
Qo Self(n,y) A o(y) = y=m A p(y)
y =

~> Qo (3y)(Self(n,y) A p(y)) = (3y)(
~> Qo F(n) = ¢[m]

¢ <

¢ <

~— —

m A ¢(y))

.
e Qo ¥(n) < o[m],

amibdl Self definici6javal és felhasznalva, hogy m = Self(n) , tetsz6leges n € N —re:
Qo - ¥ (n) <= ¢lg(g~"(n)(n))].
fgy 16. oldal els6 Megjegyzése alapjan :

QED
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2.5 Eldonthetoség
Definicié
Legyen L tetszbleges megszamlalhaté elsorendi nyelv, g ennek Godel szamozasa és
I' C Sn, tetszoleges elmélet.
(i) T' rekurziv ha ¢*T" rekurziv
(ii) I' eldontheté6 ha Pri rekurziv
(iii) I' rekurzive axiomatizalhaté ha van I'y C I'| hogy
(a) I' =DedT
(b) 'y rekurziv

Megjegyzés
Ha I' rekurzive axiomatizalhaté, akkor Ded ' = DedDed 'y = Ded 'y =1T".

Tétel

Teljes konzisztens rekurziv elmélet eldontheto.

Bizonyitds.

Legyen I' rekurziv. Azt kell megmutatnunk, hogy Pr rekurziv, azaz azt, hogy mind
Prr, mind pedig komplementere, a Prnp, = w ~ Prp reldcié ¥ —definidlhat6. Mivel
I rekurziv, {gy Prp rekurzive felsorolhatd,® tehat a Pri—t defindlé Prp = Prp(vp)
formuldra Pr. € ¥. Legyen

Prap(v1) = =Snt(v1) V (Snt(vi) A (Fue) (Prp(va) A va Neg(v1)) .

Mivel Snt, Neg € Ay C X, Prp € ¥ ~» Prnp, € X, elég annyit megmutatni, hogy
Prn,. definidlja Prn,—t. Legyen n € w tetszoleges.

n € Prnp =w~ Prp iff
iff n nem mondat Godel-szama vagy vimely o € Sn—re g(o) =n és I't/ o iff
iff n nem mondat Godel-szama vagy vimely o € Sn—re g(o)=n és ' -0 iff
iff n nem mondat Gédel-szédma vagy vmely o,7 € Sn—-reg(oc) =n,I't7, 7==0 iff
iff —Snt(n) vagy (Snt(n) és Prn(k) A kNeg(n) valamely k—ra) iff
iff = Snt(n) V (Snt(n) A (3k)(Prr(k) A kNeg(n))) iff
iff wl=-=Snt(n) vV (Snt(n) A (Jva)(Prp(vs) A kNeg(n))) iff

if wk=Prmp(n)
QED

Kovetkezmény

Teljes konzisztens rekurzive axiomatizdlhaté elmélet eldonthetd.

61.4sd az erre vonatkozé Tételt a 14.oldalon

T =DedTy, T teljes, konzisztens, 'y rekurziv ~ Ty teljes, konzisztens ~»
Ded'=Ded I’y
~> ha I'g rekurziv akkor tétellel DedI'=Ded I’y rekurziv.

19



Fiiggelék: Az aritmetikai axiomak konstruktivitasa

¢ AIQO

[ Az g kivételével trividlis (legfeljebb az az tjdonsdg az elézéekhez képest az, hogy az
axiomakban szamtermek is szerepelnek) és egymadssal analdg. Igy az ag kivételével
csak egyrdl, az a1 —rél mutatjuk meg, hogy Ag—definialhaté.

(a‘) Axal (n) = (32,], ka ni,n2 < n)
43 | 9237
(i Num(ni) A j Num(na) Ak Num(ng +ng) An =23 3 52703 )
(b) Az, egy kicsit problematikusabb, mert rekurzive definidlt diszjunkcié

szerepel benne. Ehhez definidlnunk kell a diszjunkciét és segitségével a szokdasos
(sorozatos) médon az axiéméban szereplé m + 1 elemii diszjunkeci6.

(1) nDis(m, k) = (3i < n)(nZmpl(i, k) NiNeg(m))
(2) nDs(m)= (k<p?)(Ih(k)=m A (k)o = 2333 517 A (k) =nA
AVi<m)(31 < n)(INum(i+1) A (k)i Dis((k);, 23 - 323 - 51))))
Nyilvan nDis(m,k) iff n az m és k Godel szamu formuldk diszjunkciéjanak
Godel-széma és nDs(m) iff n=g(\/;2,vi=1). Ezzel aztan az Axq:
Azag(n) = (3m, k, k1, k2, n1, na, ng, mi, mo < n)
(n Univysnz AngConj(ki, k2) A kiZmpl(ng,ng) A koImpl(ng,ni)A
Any Dis(my, ma) Ak Num(m) Amy=23-3% .58 Amy=215.323 .58 Any Ds(m)) |

® Ax,, konstruktiv relacié.

[ Az egyetlen konstruktivitds szempontjdbdl nemtrividlis aziéma nyilvdn az indukcié
séma, dgyhogy csak errél mutatjuk meg, hogy Ag—definidlhaté. (A tobbiek egyes
formulak, pl. (Vv1)(v1 +0 = wvy), tehdt ilyen alakitak: Az;(n) = (n = k;) valamely
fix k; szdmtermekre, tehat a vi = k; (k; = 1,2,...) atomi formuldval definidltak.)

Maga az indukco6 séma a kovetkezd: gogl A (Yv1)(p = gozi ) = (Yor)p. gy
1
Azina(n) = (3, m, n1,n2, ng, n4, ns, ng < n)
(Fmi(m) A nImpl(ni,n2) A ngUnivggm A niConj(ng, na)A

Ang Fmsubsti? mAng Univesns AnsImpl(m, ng) Ang Fmsubst ?3 mAi= 227-3223) ]
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