3. A limitacios tételek

3.1 A diagonalis lemma

J.N. Findlay adta meg a Hazug paradoxon egy olyan természetes nyelvi megfogalmazasat,
melyben nincs in. indexikalis :

Az (j mondat, amelyet tgy kapunk, hogy az “Az 0j mondat, amelyet gy
kapunk, hogy az x mondat nevét a benne szerepl6 valtozd helyére irjuk,
hamis” mondat nevét a benne szerepl6 valtozé helyére irjuk, hamis.!

Ez mind szintaktikusan mind szemantikusan tokéletes mondat és éppen azt fejezi ki, amit
a Hazug, hiszen ha végrehajtjuk a benne leirt transzformaciot, éppen magat a mondatot
kapjuk. Tovabba, éppen mert teljesen kifogastalan, a benne szereplé minden informalis
fogalomnak (név, helyettesités stb.) megvan a formadlis aritmetikai megfelel6je, tehat
az egész mondat elvben formalizdlhaté az aritmetikaban. Ezt fogjuk tenni. Formélis
nyelviink £ = L4, az aritmetika nyelve lesz. Legyen p = p(p) :2

Az () mondat, amelyet Ugy kapunk, hogy a p formula nevét a benne
szerepld (egyetlen) véltozd helyére irjuk, rendelkezik a @ tulajdonsiggal.

Ekkor a magérél ®—t allité mondat természetesen: p(“p(n)”). Igy, ha megtaldljuk
p(p) formélis megfeleldjét, 1 (v;)—et, akkor a a magarél ®—t allit6 mondat formalis
megfelel6je nyilvdn a ¥ (g(1))) lesz.?

Legyen tehét ¢ € Fm}. tetszéleges. Ekkor nyilvdn a p formalis megfeleldje a kovetkezd
kifejezés:* o (g(u(g(p))), vagy a g(p) =n € N = g*Fmy jeloléssel: (g(g~'(n)(n))) .
Ez azonban még metanyelvi kifejezés, hisz szerepel benne a g metanyelvi fiiggvény.
Amire sziikségiink van az egy targyelvi formula, ami pontosan azt fejezi ki, amit ez a
metanyelvi kifejezés. Tehdt amit keresiink az egy olyan ¢ = ¢(v;) € Fm} formula, mely a
Qo — beli bizonyithatésag értelmében ekvivalens® ezzel a kifejezéssel, azaz minden n € N
esetén (n) és a tekintett kifejezés (Qp—ban egyszerre bizonyithatéak. Az kell tehét,
hogy 1étezzen egy olyan ¢ = 1 (v;) € Fm} , hogy minden n € N esetén

(*) Qo = ¥(n) == ¢(g(g7" (n)(n))).

Ha van egy ilyen formula, akkor az lesz p(u) formalis megfeleléje. Ez a tény volt tehat
az, amiért az aritmetika onreferencialitasara sziikségiink volt, hisz a rd vonatkozo tétel
pontosan azt mondja ki, hogy az aritmetika rendelkezik a kivant tulajdonsaggal (lasd 2.4).

LAzt az ltaldnosan elterjedt konvenciét alkalmaztuk, hogy egy nyelvi kifejezés (pl. egy mondat) neve
az maga a kifejezés idézdjelek kozott, hiszen az nyilvanvald, hogy ha valamirdl vagy valakirdl allitunk
valamit, akkor erre az illetd (dolog) nevét kell haszndlnunk: PETER OKOS. Nem Pétert magdt, csak a
nevét helyettesitjiik. Igy természetesen a A HO FEKETE NEGY SZOBOL ALL kifejezés értelmetlen, az
értelmes (és hamis) mondat {gy szél: “A HO FEKETE” NEGY SZOBOL ALL.

2A formalizélas attekinthetésége kedvéért most mar az egy szabad valtozoés kifejezést mondat helyett
formuldnak nevezziik és a szabad valtozét a formulakra fenntartott betiik egyikével jeloljuk.

3Hisz a koznyelvi névaddsnak megfeleld formalis hozzdrendelés nyilvan a Godel —szdmozés.

1o a @ formalis megfeleléje és u = pu(vi) € Fmk .

5A “pontosan azt fejezi ki” nyilvan valamelyik ekvivalencidt jelenti, mi a legerdsebbet valasztjuk,
azt amib6l az Osszes tObbi ekvivalencia (vagyis az w—n valé igazsdg értelmében ill. a @y barmely
kiterjesztésében valé bizonyithatésag értelmében vett ekvivalencia) kovetkezik.
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Tétel (DIAGONALIS LEMMA)

Minden ¢ = ¢(v1) € Fmy}, esetén van A € Sny., hogy
Qo= A<= (g(N)).

Bizonyitas.

Az aritmetika onreferencialitdsanak (2.4) értelmében van ¢ = 1(v1) € Fmy , hogy min-
den n € N esetén

(*) Qo F¥(n) <= ¢(9(g~ " (n)(n))).
Alkalmazzuk ezt magdra 1-re, azaz, legyen n = g(v¢). Ekkor

p(9(g7H(n)(n) = (9(¥(g()))) és Y(n) =1 (g(¥)).
Legyen ez utébbi mondat A, azaz A = 1(g(v))). Ekkor (*) a kivant alakot olti:

QoF A<= p(g(N),
QED

Megjegyzés

A Diagondlis lemma mutatja, hogy valéban sikeriilt formalizdlnunk az 6nmagardl ®—t
allité mondatot, hisz a lemma szerint (a ()p—ban valé bizonyithatésig és igy mind az
w—n vald igazsag értelmében mind a )y barmely kiterjesztésében valé bizonyithatdsag
értelmében) A iff A a ¢ &ltal kifejezett tulajdonsagu.



3.2 A limitacids tételek

Definicié
'CSn, 3X;-helyes ha ¥;NDedl'C Thw (I'Fo ~» wlko, o€ X, NSn,).

Allitas

Y1 —helyes elmélet konzisztens.®

Tétel (GODEL (ELSO) NEMTELJESEGI TETELE, 1931)
Legyen I' Qo rekurziv kiterjesztése. Ekkor van A € Sn, olyan, hogy

(i) Ha I' konzisztens, akkor I' t/ A
(i) Ha I' 3; —helyes, akkor 't/ = A

Bizonyitads
El6szor is, I' rekurzivitdsa miatt Prp € ;. Diagonélis lemmaval — Prp(v;)—hez van
olyan A € Sn,, hogy
Qo A<= —Prr(g(N)),
amibol DedI' D )y —el,

(*) I'F A<= =Prr(g(N)).
i) TFA f(\§> I'E=Prp(g(A) és THA P,\Zf w = Prr(g(N)) P/\f>E ['FPrr(g(N))

Ezek egyiittesen ellenmondanak I' konzisztencidajanak.

(i) T =X~ TEP() |~ = Prelg(N) ~o T

1 -helyes Prr def.

ellentondva I' konzisztencidjanak, ami trividlisan kovetkezik I' 327 —helyességébdl (lasd
el6zé All.)
QED

Kovetkezmények
(i) PA és Q 7 egyetlen ¥;-helyes (spec. helyes) rekurziv kiterjesztése sem teljes.®

(ii) Az aritmetika helyes rekurziv elméletei nem teljesek : © minden olyan rekurziv elmélet
esetén, melynek w modellje, van w—n igaz, de az elméletbol nem bizonyithaté mondat.
Ez a hires Godel-mondat : A ~ ‘En nem vagyok bizonyithaté.’, hisz A = =~ Prp(g()\)) és a
tétellel I' I/ X\, tehat Prr definicidjaval w = = Prp(g(A)) ~» w E .

(iii) Az aritmetikdnak nincs rekurziv axiomatizalasa (azaz, nincs olyan rekurzivl’ C Sng,
elmélet, hogy DedI' = Thw legyen)!?, spec. maga az aritmetika elmélete sem rekurziv.

(iv) Torténeti tény, hogy Godel a tételét nem elsérendii aritmetikdra, hanem a Prin-
cipia Mathematica-ban szereplé magasabbrandli nyelvre és egy a ;-helyességnél erésebb
feltételre az un. w-konzisztencidra bizonyitotta.

bg = (Fz)(x#2)€ X1, T'Fo ~> wl o, ami abszurdum.

"Emlékzetetéiil: Q a Robinson—aritmetika, mely véges kiterjesztése Qg —nak.

8Qo C Ded PA

Nyilvan I' € Thw ~» QoUT X;-helyes (és igy konzisztens) rekurziv kiterjesztése Qg —nak.
0Qp C Thw = DedTI" ~» T' Qg helyes kiterjesztése és I' teljes (hisz ¢ € Thw ~» =¢ € Thw).



Tétel (TARSKI TETELE AZ ARITMETIKAI IGAZSAG DEFINIALHATATLANSAGAROL, 1936)
Az igaz mondatok Godel szamainak halmaza nem definidlhaté w—n.
Bizonyitas.

Indirekte, tegyiik fel, hogy van tn. igazsdg prédikatum, azaz olyan Tr = Tr(vy), hogy
minden o € Sn, esetén

() wTr(glo)) iff wi=o.

Diagonalis lemmaval, = Tr(v;) —hez van X € Sn,, hogy:

Qo - A<= ~Tr(g(N)).
Mivel w = Q) , ebbdl wE A<= Tr(g(\)
WA Wk -TrgY),

(A = o -ra) ellentmondva (*)—nak.
QED

Megjegyzés

A tétel azt mondja ki, hogy az aritmetika elmélete nemcsak, hogy nem rekurziv, nemcsak,
hogy nem rekurzive felsorolhat6, nemcsakhogy a komplementere nem rekurzive felsorol-
hatd, stb., hanem egyaltaldban nincs olyan aritmetikai formula, amellyel le lehetne irni.

Tétel (CHURCH TETELE AZ ARITMETIKA ELDONTHETETLENSEGEROL, 1936)

Qo minden konzisztens kirejesztése eldonthetetlen.

Bizonyitds.

Indirekte, tegytik fel, hogy I' konzisztens, eldonthet6 és Ded I 2 @y . Ekkor, a I = Dedl’
jelolést hasznélva, Prp = ¢*I' rekurziv, tehét valamely ¢ = ¢(vg) formuldval reprezentél-
haté is Qo —ban (14sd 1.6), azaz tetszéleges n € w—ra

(1) (a) negT ~» Qo)

(b) né€gT ~» Qo k-pn)
Diagonalis lemma alapjan —¢ —hez van A € Sn,, hogy:
(2) Qo F A= =0(g(N).
Ekkor

AT ~s g\ €gT ~s Qo F=9(g\) ~ QoA ~s M€Ded@y C DedI'=T,
(1)(b) (2)
ami abszurdum. De

ANeT ~s g(\) € g T ~» Qo F(g(N) ~» Qo =X ~s =X €DedQy C DedI'=T,
(1)(a) (2

ellentmond I' konzisztencidjanak. Vagyis sem A €T sem A € I' nem &llhat fenn.
QED



Tétel (GODEL — ROSSER NEMTELJESSEGI TETEL, 1936)

Qo egyetlen rekurziv konzisztens kiterjesztése sem teljes.

Bizonyitas.

2.5 alapjan minden teljes konzisztens elmélet eldontheté. Church tételével azonban Qg
minden rekurziv konzisztens kiterjesztése eldonthetetlen.

QED

Kérdés
A Godel tétel @y kiterjesztéseire vonatkozik. De nyilvan, egy nem teljes elméletnél
sziitkebb elmélet sem teljes. Mi tehat a )y szerepe?

[ Az a szerepe, hogy a vizsgélt elmélet valéban aritmetikai legyen, azaz csak aritmetikai
Osszefiiggéseket formalizaljon. Valéban, van rekurziv és konzisztens nyilvanvaléan
nem aritmetikai teljes elmélet az aritmetika nyelvében, azaz van 3 C Fm,, rekurziv
és konzisztens teljes elmélet, mely persze nem Kkiterjesztése QQp—nak. Példaul a
¥ = {(Vz)(x = 0)}, hisz ennek nyilvan izomorfizmus erejéig egyetlen modellje van,
azaz minden modellje elemien ekvivalens.'' ]

Vannak nemtrividlis ilyen elméletek is, pl. barmely n-—re az n elem{i maradékosztaly elmélete.



3.3 Két kovetkezmény

Tétel (A HALMAZELMELET ELDONTHETETLENSEGE ES NEMTELJESSEGE)

Z F minden konzisztens kiterjesztése eldonthetelen.

Bizonyitas.
Legyen L, az aritmetika, L£g a halmazelmélet nyelve és legyen w a Lg—ben definidlt
legkisebb végtelen rendszam.

definicié
Tetszoleges t € Tmyg, és ¢ € Fmp, esetén tg € Fme, ill. g € Fme, a t il ¢
w—ra valé relativizaltja a kovetkezd :

(i)

(a) 05 =0, Vks = Uk

(b) (st)g = s(ts), (t1+1ta)g = tigttag, (t1-t2)g = tigtas, (exp(ti,t2))g = exp(tis, tas)
ahol persze a jobboldalon a L4 fiiggvényszimbdélumainak (s, +, -, exp)
megfelel6 w—én értelmezett fiiggvények allnak (pl. (b) elsé Gsszefiiggése igy
frhat6: (st)g =tsU{ts}), tehat pl. 2 4= (ss0)g ={0,{0}}.

(i)

(a) (t1 =t2)g =tig =tag, (hh <la)g =tig < tag,
(B) (mp)s = vs, (PAD)g=psAYs, ((Vur)p)g = (Yo, € w)ps .2

Legyen most ' a ZF egy konzisztens kiterjesztése és indirekte tegytlik fel, hogy I’
eldonthetd. Legyen (lasd az dbrat a bizonyitds végén)

(1a) Q= Sng,
(1b) Ag ={og € Sng, : 0 € A} tetszéleges A C Snp, esetén,
(1c) Foy =QsNDedT, F'y={oceSn,, :05€lq,}.

Nos, mivel DedI' rekurziv és két rekurziv halmaz metszete is az (X zart az A-re),
gyenge Church — tézissel 1

(2) 'y rekurziv. 1

Maésrészt, legyen Fmg, minden & modellje esetén we a & —beli legkisebb végtelen
rendszdm és wg = (we, 0, s, +, -,exp, <) az a modellja Fm,, —nak ahol a 0, s, +, -,
exp, < az we elemein a szokasosak: a 0 rendszam és a szokédsos rendszam miiveletek és
rendezés.

12példaul, ha o= (Vv1)(v1+s0=v1+1) € Sng,, akkor o5 = (Vv; € w)(v1+s0=v1+1) € Snzg, ahol
0=0,1={0}, s={(v1,v2) :v1 EwAve =03 U{v1}}.

13 Azoknak az altalunk vizsgalt konkrét reldcicknak melyek informdlis érveléssel rekurzivaknak mu-
tatkoznak, formélisan bizonyithatéan is rekurzivaknak kell lenniiik (Monk).

MKicsit részletesebben, nyilvdn Qg rekurziv, hiszen magérél Sn., —rél mar lattuk, hogy Ag és a
relativizalds (ha a Godel szdmok kozotti viszonyra vonatkozik) nyilvanvaléan rekurziv fliggvény (hiszen
éppen a termeken és formuldkon valé rekurziéval definidltuk). Tovabbd T'g, szintén az ( A" —formuldk
zdrtak a konjunkcidra, tehat két A —reldcié metszete is A ) és vele nyilvan T'y is.

BNyilvdn Fm,, minden & modellje esetén van ilyen wg modellje Fmy, —nak. Az univerzum
definicidja: wg = {z € S : 6 = (11 € w)[z]}. A miveletek és a rendezés is nyilvan hasonléan
definidlhat6ak & —ban.



Nos, I' minden & modellje esetén minden o € Sn., —ra (g fenti rekurziv definiciéjanak
alapjan trividlis formularekurzidval) belathatd, hogy

(3) SkFos iff wgko.
Kovetkezésképpen,

(4) we ET4  tetszileges & =T esetén,
hiszen (1c) (1c) ®3)

T T

cgely ~» gs€lg, ~» g€ Dedl’ ~» Gl=og ~> welEoOo.

Ebbdl aztan az kovetkezik, hogy I'4 deduktive zart, azaz DedI'y =", . Valdban,
0 €Dedl’'y ~» O o barmely O T4 esetén ~»

~> we = o barmely G =1 esetén ~»
l
(4)—e O s-Ta

~» G Eog barmely & =1 esetén ~»
(3) (1c) (1c)
~ I'Fog ~» og€lg, ~» cel'y.
Nomarmost, tudjuk, hogy T+ PAgs ~» PAg CTg, ~» PAC T, = Dedl',. Igy

(4)—el 'y konzisztens kiterjesztése PAg—nek, tehat nem eldonthetd, azaz Ded 'y = T'4
nem rekurziv, ellentmondasban a feltevésiinkkel.

QED

Kovetkezmény

Z F konzisztens rekurziv kiterjesztései nem teljesek.



Allitds (AZ ARITMETIKA w — NEMTELJESSEGE)

Legyen I' Qo tetszéleges helyes kiterjesztése. Ekkor van olyan ¢ € Fm', hogy
I'F ¢(n) minden n € w esetén, de I' ) (Va)p(z).

Bizonyitds.

Godel - tétel bizonyitasanak jeloléseivel és eredményével :

(1) I = Prr(g(N),

ahol Prr = Prr(y) € 31 ~» van ¥(z,y) € Ay, hogy Prr(y) = () (z,y) .1° Megmu-
tatjuk, hogy o(z) = —v(z,g(N)) a kivant tulajdonsdgi. Valéban, egyrészt,

(2) F=Pro(g(A) = = F2)(z,9(N) <= (Vo) 2 (2, 9(N) = (Vo)p().
Igy (1)—el persze

Iy (Vo)p(z).
Masrészt (2) —vel

w = =~ Pro(g(A)) <= (Vo)p(z).

De tudjuk, hogy w = —Prr(g(A)) (lasd 3.2—ben a Godel —tétel utani Kovetkezmény
(i) —t) , igy

w = (Yo)p(z),
azaz minden n € w-ra:

w = p(n).

De ¢(z,y) € Ay ~ p(n) = 2(n,g(N)) € Ay, vagyis @y X —teljességével, minden
new-ra:

Qo (n) ~» TFpn).

QED

6Persze nyilvan lényegében v(x,y) = z Prfr(y) .



