Szintaxis

1. Termek

(i) Minden valtozé és konstans szimbdélum term

(i) HajeJ és t1, to, ... tyy termek, akkor (fj,t1, ta, ... t,y)) term

(ili) Szimbdélumok egy véges sorozata csak akkor term, ha (i) ill. (ii) véges sok alkal-
mazasaval all elo.

Jelolés
Filte, ta, o to)) = (fintn, tas o s te())

2. Formulak

(a) Atomi formuldk
(i) Ha t; és ty termek, akkor ¢; =ty atomi formula
(ii) Ha i€l és ty,ta, ... tyu) termek, akkor (r;,t1, t,... ,t,;)) atomi formula

(b) Formulak

(i) Minden atomi formula formula

(i) Ha ¢ és ¢ formuldk, akkor (—m¢) és (A, ¢, ¥) formuldk. (és ill. nem)

(iii) Ha n € N és ¢ formula, akkor ((Vv,), ¢) formula (minden (tetszdleges))

(iii) Szimbdélumok egy véges sorozata csak akkor formula, ha (i), (i) ill. (iii) véges sok
alkalmazasaval all eld.

Jelolés
Ti<t17t2 v 7t,g(i)) = (rhtl;tQ s 7tg(i))7 2 = (_‘7 (10)7 2 A ¢ = (/\7 (107w)> (vvn)@ = ((vvn)a ()0)

3. Valtozok tipusai

l.a A var: 7m — P(V) figgvényt definialé feltételek :

(i) var(z) ={z}, var(c) =0

(i) var (f;(t1, ta, - - toi)) = U2 var (1) (tetsz. j € J-te)
1.b A var: Fm — P(V) fiiggvényeket definidlé feltételek :

(i) wvar(t=s) =var(t)Uvar(s)

(i) var (ri(t1, o, . - tom)) = U2, var (t) (tetsz. i € I-re)
(iii) var(—¢) =var(y), var(p A ¢) = var(p)Uvar ()

(iv) var ((Vz) @) = var (p) \ {2}

2. Legyen t € 7m. A bnd; : Fm — 73( ) figgvényt definidl feltételek :

(i) bndi(ty =ta) = bndy(ri(ty, to, .. . tew)) = 0 (tetsz. j € J, i€ I-re)
(ii) bnd; (-¢) =bnd; (p), bnd, (90 A @D) = bnd; (¢) U bnd; (¥)
(

o [ )\ fr} ez e ()
i) bad () ) = { PN e

x szabad valtozdja p—nek ha x € var ()
x t-re nézve szabad (kotdtt) valtozdja ¢-nek ha = € bnd, (p) (z € bnd, (¢))



4. Helyettesités

Legyen a € RgcURgv, t € Tm. A sbsy : Tm U Fm — Tm U Fm figgvényt
definialo feltételek :

. a . | t haz=a
i) sbst(z):{z ha z 2 a

sbsy (fj(t1,ta, .. o)) = fi(sbsi(t1),sbsy(t2), ... sbsi(to))) (tetsz. j € J-re)
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iii) sbs;(s;=s2) = sbs{(s1)=sbs}(s2)
iv) sbsy(ri(t,ta, .. . tow))) = ri(sbsy(t1),sbsy(t2), ... sbsy(teu)) (tetsz. i € I-re)
v) sbsi(-g) = —|sbst (v),  sbsi(p A ¥) =sbsi(p) A Sbst (1)

. (Vz) ¢ haz=a
vi) sbs{((Vz) @) = { (V2)sbs?(p) ha z#a

5. Bizonyithatésag
(a) Logikai axiémak
1. Propoziciondlis kalkulus axiomari:
Implikacioaziomak
axj1: o = (Y = ¢)
axp: (0= W=1n) = ((¢=v¢)=(p=n)
axiz: (me = Y) = (Y = p)
Konjunkcioaziomak :
aXe: ¢ NY=¢
aXep: P NY =1
axez: = (Y = p A7)
2. Kvantoraxiomdik
axg1: (Vo)(p = ¢) = (¢ = (Vx)y)  ha x ¢& var(p)
axga: (Vo) = ¢f ha z ¢ bnd;(p) (Univerzdlis specifikdcio)
3. Identitas axiomak:

aXe1: T=1T

AXe2! T=Y — fj(xlaxQ, ey Lh—1, Ly Tht 15 - -+ ’xg(j)):fj(xlyx% sy Le—1, Y, Th+15 - - - 7xg(]))
tetszoleges j € J és 1 < k < p(j)-re
AXe3: T=Y =—> (Ti(l'l,l'g, ey Tk 1y Ty Tt 1y ey Tpy) = T (XT1, T2y o X1, Yy Tty - .,xn))

tetszbleges i € I és 1 < k < p(j)-re
r=y = (x=2 = y=2)
r=y = (z=z = z=y)
(b) Bizonyitas
p-nek X-bdl valé n hosszu bizonyitasa egy olyan o1, s ..., ¢, formulasorozat, melyre

fenndll, hogy ¢, = ¢ és minden 1 < k < n esetén az alabbi feltételek valamelyike
teljestl:

(i) ¢ logikai axiéma

(i) preX

(iii) van olyan 4,5 <k, hogy ¢; = p;j=¢r (Modus ponens (MP))
(iv) van olyan i <k, hogy ¢r = (Vz)p; (Generalizacio (G))
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Az aritmetizalt szintaxis

1. A fundamentalis konstruktiv relacidok

Definicié

min=m#0A (Fk<n)(n=%k-m) oszthato
Pr(n) =n>1ANVm<n)(m>1= —m|n) prim
mPrm(n) = Pr(m) A (3k < m™)[=2]k Am" [k A =m"+ kA (vhanyadik)

A(Fi<m)(¥j <m) ([i<j APr(i) APr(j) A~ Ql<m)(Pri) Ai<l<j)] = PM

— (< )ik <= k)]

nLgh(k) = (k=0Vk=1)An=0]V (Im < k)mPrm(n) Am|k A hossz
A (Vi < E)(Pr(i)Ni>m = —ilk)]

néxp;(k) =[(k=0VEk=1)An=0]V][i> Lgh(k) An=0]V primoszto
V[i < Lgh(B)A@m < k)(m Prm(i)Am?|kA=m"tH k)] kitevdje

Allités

(i) po=m iff m Prm(n)
(i) (k)i=mn iff nExp,; (k)
(iii) Ih(k) =n iff n Lgh(k)

2. Godel-szamozas

Definici6
Legyen L tetszéleges megszamlalhato elsérendii nyelv, azaz valamely Q,I,J, K C w
esetén

L= <on 7”?7 Ck p>n€Q,ieI,jeJ,k:eK )
ahol p(f") =p(r})=n+1 minden n € Q,i € I,j € J esetén.

Legyen Sm, a konstansszimbélumok kivételével az L 0Osszes logikai és nem logikai
szimbd6lumainak halmaza. Legyen S = Sm, U Tm,; U Fm, és S* az Fm, elemeibol
alkotott Osszes véges sorozatok halmaza. A ¢g: SUS* — w fiiggvényt rekurzioval a
kovetkezdképpen definialjuk :

(i) g:Smy — w definicidja:

szimbolum | =~ AV i e
g |3 5 T 9 11+48(2"3) 13+8(2"3)



(ii) ¢g:7mg — w definicidja:

term ‘ V}e C.

g | 1548k 17T+8k

(to) o(t1)  gltn)
g(fm 273,

g(fzn(t()?thtn)) =2 -3

(iii) g: Fmy — w definicidja:

) 2g(to). g(t1)m g(tn)
(@) g(rj(totr,. tn) =277 -3 "
= 1 3 1
) gty =t1) = 9=) 3g(to) . 5g(t ) _ 9 39(to) . 59@ )
(C) g(_| SO) o 29(ﬁ)39(¢) _ 25 3g(g0)
7
@) gloAp) = 29(/\) 9(®) 59(¢) _ 5 39(<p) 59(¢)
v v 9 v
© g((Yop)p) = 29( ) 39( k) 59(@) ) 39( k) 59(@)
(iv)
g(po)  g(p1) 9(pn)
g(<@07@17790n>)é2 -3 “Pn
tetszbleges s = (o, P1,- .-, pn) € S* esetén.
3. A szintaxis
TERMEK
® Varbl(n) = (Ik < n)(n =15+ 8k) vdltozdszimbdlum
Const(n) = (Ik <n)(n =17 + 8k) konstansszimbolum
Fnsym,,(n) = (Fk < n)(n =11+ 8(2™ 3%)) fiiggvényszimbdlum

® k Tmgen(n) = (k)mwy=n A (Vi<lh(k))(Varbl((k);) Vv Const((k);) V
v [in((k)) =1
A (Fm < k) (Fnsym,,((k):)o) A((k)i)r =m A (V0 < m) (35 <) [((k)h ), = (k);]])

termgenerdtor

Trm(n) = (3k < (pn)"2 )(k Tmgen(n)) term



o m Tmoar(n) = Varbl(m) AN Trm(n) A
A (Vk < p?) (KTmgen(n) = (Ji < 1h(k))((k); = m)) termvdltozé

® nTmsubseq;"k=Varbl(m) A Trm(l) Alh(n) =1h(k) A kTmgen((k)mw)) A (Vi <Ih(k))

[(Varbi((k)) v Const((k);) = ((k); # m = (n)i=(k):) A ((k); = m;‘( Ji=1)A
A= Varbl((k):) A ~Const((k);) = Trm((n);) A Th((n)i)=1 A ((n)i)o=((k)i)o A

Ah((n))r=1h((k):)1 A (V5 < Ih((k)i)1) (V5" < ) (((k)i1);=(k);r = (((n)i)1);=(n);")]

helyettesitéssel kapott termsorozat

nTmsubst]"k=(3i < pT(lT;f (35 < pf )( (i) = n A j Tmgen(k) A i Tmsubseq]" j )

termhelyettesités

o n Num(m) = Bk<p?)(h(k)=m A (k)o =17 A (k)m =nA
A(Vi<m)((k)iz, = 227 - 30

szamterm L 4—ban

FORMULAK
® Relsym,,(n) = (3k < n)(n = 13 + 8(2™ 3%)) reldcidszimbdlum

o Atrel(n) =1lh(n) = 1A
A (3m<n)(Relsym,,((n)o) Alh((n)1)=m A (Vi<m)Trm(((n)1);)) atomi reldcid

Ateq(n) = (3 ko, ki <n)(Trm(ke) A Trm(k;) A n =233k . 5k) atomi egyenldség
At fm(n) = Atrel(n) vV Ateq(n) atomi formula

® k Fmgen(n) = (k)ww=n A (Vi<lh(k))
(At fm((k);) v 3j<i)((k); =2°-3%) v (34, m<i)((k); =27 -3k - 5km) v
vV (3j<i)(@m<n)Varbl(m) A (k); =2%-3™- 5kj)) formulagenerdtor

Fml (n) = (3k<p? )k Fmgen(n) formula

® n Atrelsub"k=Varbl(m) A Trm(l) N Atrel(k) N Atrel(n) A
N(Vg <k)(Relsymj((k)o) = Relsym;((n)o) N (Vi<j)((n)1);Tmsubst]* (((k)1):))

atomi reldcio helyettesités
nAteqsub "k =Varbl(m) A Trm(l) N Ateq(k) N Ateg(n) A

A (Vko, k1 <k)(Vng,ny <n)(k =233k .58 A p =23.3m0 . 5m —
= nogTmsubst;" ko A anmsubst?‘k;l)

atomi eqyenldség helyettesités



° n.Fmsubseql k=
Varbl(m) A Trm(l) A Ih(n) =lh(k) A k Fmgen((k)mw) A (Vi<Ih(k))(V jo, j1 <i)
((Atrel((k);) = (n);Atrelsub]"(k);) A (Ateq((k);) = (n); Ateqsub"k;) A
((k); =25 3kio = (n);=2°-3%0) A ((k); =27 - 3kio - 5¥i1 = (n); =27 - 30 - 51 ) A
A(VI<K)[Varbl(l) A (k); =29 -3 5F0 =
= (I#m = (n);=2°-3"-5%) A (I=m = (n);=(k);])

helyettesitéssel kapott formulasorozat

nFmsubst]"k = (3i <10nHC )(Elj < p¥ )((i)lh(n) =n A jFmgen(k) A i}"msubseq;”j)

formulahelyettesités

® n At fmtm(m) = Trm(n) A ([Atrel(m) A (3i < 1h((m)1))((m)1); = n]V
V [Ateg(m) A ((m)1 = nV (m)y = n)]))
atomi formuldban elGfordulo term
n At fmvar(m) = Varbl(n) A At fm(m) A (3k < m) (k Atfmtm(m) A n Tmvar(k))
atomi formula valtozdja
® kPcfmgen(n) = (K)mwy=n A Atfm((k)o) N (Vi<lh(k))
(((k)ig1 =25-3%) v (Fj < n)(Fml(j) A [(k)iy1 = 27-37 58 v (k)iyq = 273k 5]V
vV (3m<n)Varbl(m) A (k)1 =2°-3™ - 5k))
parcidlisan generdlo formulasorozat
nVar(m)=Varbl(n) A Fml(m) A (Ik <p7£2)(k Pcfmgen(m) A n At fmoar((k)) A
A (Vi <1h(k))(Vj<m)(VI<m)Varbl(l) N Fml(j) A (k); =235/ =1 # n))

szabad valtozo

nBnd;(m) = Varbl(n) A Fml(m) A Trm(l) A
A (3k <p22)(k Pcfmgen(m) A n At fmoar((k)o) A
A (Vi < Th(k)) (Vi <m)(Vi’ <m)(Varbl(j) A Fml(i') A (k)i =2° -3 -5 = j #n)A
A(Fi<Ih(k))(3j<m)Fi'<m)(GTmvar(l) A Fml(i') A (k); =2°-37-5"))

termre nézve kotott vdaltozo

® Frmly(n) = Fmi(n) A (Vm < n)(mVar(n) = (31 < k)(m=15+8-1 ANl > 1))

legfeljebb vmennyi vdltozoju formula

Snt(n) = Fml(n) A (Ym <n)-mVar(n) mondat
o n Neg(m) = Fml(n) A Fml(m) A n=2°.3™ tagadds
nConj(ny,ny) = Fml(n) A Fml(ny) A Fml(ng) A n=27.3m.5m konjunkcio

nZmpl(ni, ng) =Fml(n) A (3my, me <n)(nNeg(mi) AmiConj(ni, ma) AmaNeg(ns))

implikdcio
n Univ, (m) = Fml(n) A Fml(m) A Varbl(k) A n=2%-3%.5™

univerzdlis kvantifikdcio



BIZONYITAS

o Azimpl,(n) = (3nq,n2, m < n)(nImpl(ni,m) A mZImpl(na,ny))
Aximply(n) = (Ing, ng, n3, my, ma, k, ki, ke < n) (nImpl(ml,mz) A

AmyImpl(ny, k) A kEZImpl(ng,nz) A moZmpl(ky, ka) A
A ki Impl(ni,ngy) A kQZmpl(nl,ng))

Azimpls(n) = (3n1, ne, my, ma, ki, ke < n)(nZmpl(my, ma) A
Amy Impl(ky, k2) A k1 Neg(ny) A ke Neg(na) A mQImpl(ng,nl))
® Azconjy(n) = (Iny, n2, m < n)(nImpl(m,n1) A mConj(ni,ns))
Azconjy(n) = (3ny,ne,m < n)(nZmpl(m,ns) A mConj(ni,ns))
Azconjs(n) = (3n1, no,m < n)(nZmpl(ni,m) A mImpl(ns, k) A kConj(ni,ns))
® Axquan,(n) = (Ing, ng, my, ma, k1, ko, i < n) (—|2'Va'r(n1) A nZImpl(my, mg) A
AmyUnivi(ky) A ky Impl(ny,na) A meZmpl(ng, ka) A kgumvi(ng))
Azxquansy(n) = (Ing, ne, 1,5,k < n) (ﬂiBndj(k) A nZImpl(ny,ng) A
AnyUnivi(k) A ng ﬁnsubst;k')

® Azidi(n) = (3m < n)(Varbl(m) A n=23%.3™.5™m)

Axidy(n) = (Ing, ng,my, mg < n) (nImpl(nl,nQ) A Varbl(my) A Varbl(mag)A
Ang=23-3m.5m2 A (Jk, k' <ng)(ne = 233" 58" A Th(k)=1 A Ih(k')=1A
NFi<k) [Frsym;((k)o) A Frsymi((k')o) A (K)o = (k")o A
Alh((k)1)=1 A Th((k")1)=i A (VI <) (Varbl(((k)1);) A Varbl(((k')1);) A
AE7 < D((R))j=ma A ((k))j=me A (VE< D)1 # G = (k)= ((K)1))])])

Azidy(n) = (3ng,na, my, ma < n)(nImpl(ni,na) A Varbl(m) A Varbl(ma)A
Amng = 23.3m . 5m2 A\ (Elk,k’<n2)(n21mpl(k’,k’) A Th(k)=1 A Th(k")=1A

A(Fi <k)[Relsym;((k)o) A Relsym;((k')o) A (k)o = (k')o A
Alh((k)1)=1 A Th((k")1)=i A (VI <) (Varbl(((k)1);) A Varbl(((k'):
AEJ < DUR))j=ma A ((K)1)j=ma A (VE< D) # 5= ((F)1)i= (

V (3ng, na, my, ma, m3 < n)(nZmpl(ni,na) A Varbl(my) A Varbl(ma)A

Ang=2%3m .52 A (Fk, k' <no)[ns Impl(k, k') A
Al(k=2%-3m.5ms A k/=2%.3m2.5ms) v (k=23.3ms.5m A k/=2%.3ms.5m2)]])

1) A
(kN1))])]) v

® Azxlog(n) = Aximpl,(n) V Azimply(n) V Azximpls(n) V Azxconj,(n) V Axconj,(n)V
V Azxconjs(n) V Azquan,(n) V Azxquany(n) V Axidi(n) V Azids(n) V Axids(n)



® kPrfr(n) = (K)mwy=n A (Vi<lh(k) )(fml((k)l) A
A [Axlog((k)i) vV Ax((k);) v (34, m<i)[(k); Zmpl((k)m, (k):)] V
V (3j<i)(Fl<n)Varbl(l) N (k);Univ,((k);)] D
ahol ' C Sny, Ax = g*T

bizonyitds

Pri(n) = Snt(n) A (3k) kPrfr(n) bizonyithatdsdg
Példak
¢ ‘AxQo

[ Az g kivételével trividlis (legfeljebb az az tjdonsdg az elézéekhez képest az, hogy az
axiomakban szamtermek is szerepelnek) és egymadssal analdg. Igy az ag kivételével
csak egyrdl, az aj —rél mutatjuk meg, hogy Ag—definialhaté.

(a) Axal (n) = (32,], k,ni,ng < 7’L>
43 | 9237
(i Num(n1) A j Num(na) Ak Num(ng + no) An =23 3 5273 )
(b) Az, egy kicsit problematikusabb, mert rekurzive definidlt diszjunkcié

szerepel benne. Ehhez definidlnunk kell a diszjunkciét és segitségével a szokdsos
(sorozatos) médon az axiéméban szereplé m + 1 elemii diszjunkecié.

(1) nDis(m, k) = (Fi < n)(nZmpl(i, k) NiNeg(m))
(2) nDs(m) =Bk <p”) (th(k)=m A (k)o = 2% - 3% 57 A (k) =n A
AVi<m) (31 < n)(INum(i+1) A (k)i Dis((k);, 23 - 323 - 51))))
Nyilvan nDis(m,k) iff n az m és k Godel szamu formuldk diszjunkciéjanak
Godel-széma és nDs(m) iff n=g(\/;2,vi=1). Ezzel aztdn az Az, :
Az (n) = (3m, k, k1, ka2, n1,n2,n3, m1, ma < n)
(n Univysnz AngConj(ki, ko) A kiZmpl(ng,ng) A koImpl(ng,ni)A
Anq Dis(my, ma) Ak Num(m) Amq =23 323 .58 Amy=215.3% .58 Any Ds(m)) |

® Ax,, konstruktiv relacié.

[ Az egyetlen konstruktivitds szempontjdbdl nemtrividlis aziéma nyilvdn az indukcié
séma, igyhogy csak errél mutatjuk meg, hogy Ag—definidlhaté. (A tobbiek egyes
formulak, pl. (Vv1)(v1 +0 = wvy1), tehdt ilyen alakiak: Az;(n) = (n = k;) valamely
fix k; szamtermekre, tehat a v; = k; (k; = 1,2,...) atomi formuldval definidltak.)

Maga az indukc6 séma a kovetkezd: gogl A (Yv1)(p = c,oz:) ) = (Yo1)p. gy
1
Azina(n) = (3i,m,n1,m2, 13, N4, 15,16 < 1)
(Fmi(m) A nImpl(ni,n2) A ngUnivggm A niConj(ng, ng)A

Ang Fmsubst%gm Ang Univygns AnsImpl(m, ne) Ang ﬂnsubst??’m Ai=22T. 3223) ]



Elemi logikai tények

Kijelentéskalkulus

e Hamisbdl minden kovetkezik:
FF= o

e Els6 implikacié axiéma:
Fe= (¥ = ¢
e De Morgan altalanositasa (itt csak két formulédra, de igaz akarhdnyra):

FlpViy=n <= (@e=nA{=n)
FlpAb=n) <= (p=n)V @ =n)

Helyettesitési lemma

Allitas

Legyen L tetszéleges nyelv, t1,ts,...,t, € Tme, © = p(vo,v1,...,0,) € Fmp. Tegylik
fel, hogy ti1,t9,...,t, egyetlen véltozdja sem szerepel kototten ¢—ben, azaz

minden 1 < ¢ < n-re p—ben a t; valtozdi szerinti kvantorok hatokorében v; nem
fordul el6 szabadon. Ekkor £ minden 2l modellje és minden a € A“ értékelés esetén

(i) t(t1,ta, ... ty)[a] = t[ti[a], ta[a], . .. ta[d]]
(ii) A=ty ta, .. te)la] ifF A= o(tfa] talal, ... tala])
Példaul

Ha a modell az w, a nyelv pedig ennek a modellnek a nyelve és minden

n € w,n >0 esetén n = s"0, akkor

Q)ZQO(TLMTLQ,,TL]C) iff Q):Sp[m,@,,nk]

Logikai tételek
Allités
Tetsz6leges o, 1) esetén, ha x & var(v) , akkor
N
[ =9 ~> 0 g F (2)~p F ~(Fz)p ~»

~ b = (Ez)e F Gx)p =1 ]



Allitas
TetszOleges ¢, 1 esetén, ha x & var(v), akkor
Fe— Y~ F (G — ()
[ Fo=v ~ (@)Y b (Va)¢ F ~¢ F ~¢ F (Vo) F =(3z)p ~»

~ b @) = ~(Ga)p F () = (Fa)y ]

Megjegyzés
(i) Az eléz6 Allités ennek speciglis esete.

(ii) Az Alitds dedukciés tétel alkalmazéasa nélkiili kovetkezménye egy a (pl. teljességi
tétellel, vagy a (Vz)(¢ = ¥),(Vz)p + ¢, = ¥ F ¥  (Vx)p—Dbdl trividlis) logikai
tételnek: + (Vz)(¢ = ¢) = ((Va)p = (Vz)y) . Valdban,

o= (V)oY =29 F (Vo)my = (Vo)ne) B o (Ve)ne = = (Vo)- g,
(iii) Trividlisan belathaté teljességi tétellel :
A (Fr)p = (F2)Y ~» A (Fx)p A= (F)Y ~»
~» valamely a € A-ra A = pla] A =Yla] ~ A (o = ¥)[a]
Allitss
Tetszoleges o, x,t esetén

Fof < (Fx)(z=tA ) x & var (t) U bnd(p)

[=: F (Vo)) = —¢@) F ¢) = Go)v(r) ~»
~opt) Eopt) At =t = (Fr)(z =1t A p(z))

—: Fa=thp@) = o) ~> - (F)@=tApE) = et) ]
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