Laplace transzformacié alkalmazasa

linearis differencialegyenletek és -rendszerek megoldasara

1. Példa
Oldjuk meg az alabbi elsorendi linearis differencidlegyenletet:
y'ty=e
MO.
(1) Direkt:
(a) Homogén.
!/
y'+y=0 ~» Yo 1~ Inlyl=—x+c¢c ~> y=ce™® ~» ypa=ce *, ceR.
Yy
(a) Inhomogén.
y=c(x)e™ ~» y'=c'e —ce™ ~» et —ce e ="~
1
~s clet=e" A c =€ A coln) = 56% ~>
—T 1 2z —x 1 T —x 1 x
Yip = c(z)e 256 e :§e > Yia = Yha T Yip = CE€ +§e, ceR.
(2) Laplace transzformicié:
Y 2L, 4(0) =0,
1 1
y,—i_y:ex/\ASY_a+Y:jMY(S+1):j+aM
1 —1
~>» Y = A+als—1) . Ezt kell parcidlis tortekre bontani (persze s = —1,s = 1-el):
(s—1)(s+1)
l4+a(s—1) A n B A(s+1)+B(s—1)
(s—1)(s+1) s—1 s+1  (s—1)(s+1)

1
~+ 1+a(s—1)=A(s+1)+B(s—1) ~ 1—2a=-2B ~» B:a—§és

1 1 1 1 1 1 1
2A=1 ~s A=t s vt by L
2 2s—1 2’s+1
11

~> y=ce *+ —e”, ahol persze c=a — 5.

Megjegyzés
Persze Laplace-transzforméciét (a derivalt Laplace transzforméltjdban megjelend kezdeti érték
miatt igazan kezdeti érték probléma megoldédséra érdemes hasznalni):

Y +y=e® y0)=1 ~» sY—l—l—Y:S_% ~> Y(SH):S—%“ZSL ~s
~> Y:(s+1)8(51):sf1+531 ~s Als—1)+B(s+1)=s ~>
R e e s

1+a(s—1)

TAzY = m -bél kiolvashat6 a megoldés jellege (az egylitthaték persze nem): a nevezdbeli
s—1)(s

s — 1 egy c1 e-es tagot, mig az s + 1 egy co e~ "-0s tagot eredményez.



2. Példa

Egy soros R-L korre t = 0-ban egy Uy fesziiltségimpulzust kapcsolunk. Szamitsuk ki az ¢
aramerosség idofliggvényét |

R
—

© OO g

Altaldban tudjuk, hogy

du Q 1 [
C k ita tén: , = C— tU=—==— (17)dT).
(a) apacitds esetén i P (mer relnlte, /o i(r)dT)
: o . di
(b) L induktivitds esetén: wu = La 2

fgy az aramkorben (a kezdeti érték fizikai megfontoldsok eredménye, ldsd a Megjegy-
zés (1)-et aldbb):

ur+ur =Uy ~> iR+ Li =U, és 1(0) =0.

Ez egy elsorendii linedris differencialegyenlet, tehat a megoldasa a szokasos.

(1) Direkt megoldas
! R R

(a) Homogén: Li' +iR =0 ~» Z—.:—E ~> In|if :—zt—l—c ~> i=ce It cER.
i

(b) Inhomogén: Lc’(t)e_%t — c(t)L%e_lgt + Rc(t)e_%t =Uy ~~»

~> Le'(t)e it =Uy ~» c/(t) = %elgt ~> c(t) = %eLRt ~>
o ilt) = elt)e B = 2

) Ul
(c) Altaldnos: i = ce I+ EO’ ceR.

(d) Kezdeti érték: 0 =i(0) = ce‘fo—i—% =c+ % =0 ~» c= —%
> i:—%e Rt+%=%(l—6_ft).
Ai(D)
UO/P

2Vegyiik észre, hogy ezek egymds dudlisai: v < 3 és L < C szerepcserével kaphatéak egymdsbol.



(2) Laplace transzformaécié (I = L(z)):

U T A B
LsI+IR=—" ~» [=—L == =~
s s(s+4%) s s+ &
R Uo % UO % UO
A(S+Z)+BS—TSZO/:-/L?EA—?_E7B——§——E
’ L
Ug Ug
R T . Uy Uy _r Uo _
=L B ~, )= Zett = 21— T
s S+% Z() R Re R( € )
Megjegyzés

(1) A megoldés fizikai szemléletiinkkel egybevag: az induktivitdson az dram nem tud
gyorsan valtozni ~ az elsé idépillanatban nem folyik dram a (soros) aramkorben
~ az ellendllason nem esik fesziiltség ~» az egész Uy az induktivitason esik ~» az
aram derivaltja egy pozitiv konstans ~» az aram linearisan noévekedve indul. Ahogy az
aram elkezd néni az ellenallason elkezd néni a fesziiltség ~» az induktivitdson kisebb
fesziiltség esik ~» az aram tovabb nd, de novekedési iiteme lassul. Ez a folyamat
egészen addig tart, amig az ellendlldson esik az egész Uy fesziiltség: ekkor Uy /R egyendram
folyik az aramkorben, ez nem valtozik, az induktivitason tényleg nem esik fesziiltség. Az
ellenéllason es6 fesziiltség nyilvan w(t) = i(t) - R ugyanolyan jellegli, mint az i(t) mig az
induktivitdson es6 fesziiltség: u(t) = LE = Upe L'
A u(t)
Yo

(2) Teljesen analég médon hatdrozhatéak meg a kiilonbozé dualis aramkordk, tehat a
fesziiltség- (dram-) ugrassal meghajtott soros(parhuzamos) R-L (R-C) kordk jellemz6i.
Ez sszesen 23 = 8 eset. Legyen e(t) = e E(t)=1—e, F(t)=t, (t >0).

SOROS ARAMKOROK:

(a) Fesziilség, R-L: (Ezt lattuk) i~ E(t), up ~e(t).
(b) Fesziilség, R-C: (Ezt mindjdrt latjuk) i~e(t), uc ~ E(t).
(¢) Aram, R-L: nincs, induktivitdson nincs dramugrds (végtelen lenne a fesziiltség).

(d) Aram, R-C: i~ Iy, uc~ F(t).
PARHUZAMOS ARAMKOROK (ELOBBIEK DUALISAI):

(a-dual) A,ram, R-C: un~ E(t),ic ~e(t).
(b-dual) Aram, R-L: un~e(t),i,~ E(t).
(c-dual) Fesziiltség, R-C: nincs, kapacitason nincs fesziiltségugras (végtelen lenne az dram).
(d-dual) Fesziiltség, R-L: u~Uy, ip~F(t).
(A (d) esetben allandé drammal toltjik a kondenzatort ill. (d-dual) esetben &llandé

fesziiltségen tartjuk az induktivitdst.)



3. Példa

Egy soros R-C korre ¢t = 0-ban egy U, fesziiltségimpulzust kapcsolunk. Szamitsuk ki az ¢
aramerosség idofliggvényét |

WO O =

Altaldban tudjuk, hogy

d 1t
(a) C kapacitds esetén: i=c™” (mert U = Q = —/ i(r)dT).
dt cC CJo
. . di
(b) L induktivitds esetén: wu = LE.

fgy az aramkorben (a kezdeti feltétel fizikai megfontolasok eredménye, lasd a Megjegyzést
alabb):

Uo
7

Ebbol mindkét oldal ¢ szerinti derivélasaval egy homogén elsorendii linearis differencidlegyenlet:

iR+2=Uy ~» L+i’'R=0 é i(0) =%,

1 t
0

tehat a megoldasa a szokasos.

(1) Direkt megoldas

i’ 1 1 1

(a) Altaldnos: é—ki’R:O N S = N Inl|i| = —%t—i—c ~» i=ce ®S' ceR.
i
Ui 1 Ui 1
(b) Kezdeti érték: —2 = i(0) = ce 70% = ¢ ~» i = —2¢ RO
R R

Y

(2) Laplace transzforméacié (I = L(7)):

I Yo Uy
RsI —Uy+—==0 ~» I = Rl ~» i = —e RO’
C S+ﬁ R



Megjegyzés

A megoldas fizikai szemléletiinkkel egybevag: a kondenzatoron a fesziiltség nem tud gyor-
san valtozni ~~» az els6 id6 pillanatban nem esik fesziiltség a kondenzatoron ~» az
egész Uy az ellendlldson esik ~» az dram az elsé id6pillanatban Uy/R ~» a kon-
denzétor fesziiltsége (az aram integralja) linearisan névekedve indul. Ahogy a kondenzé-
toron elkezd néni a fesziiltség, az ellenallason elkezd csokkenni ~~» kisebb dram folyik a
kondenzatorba ~» a fesziiltség tovabb no rajta, de ndvekedési titeme lassul. Ez a folya-
mat egészen addig tart, amig a kondenzator fel nem toltédik az Uy fesziiltségre: ekkor mar
nem esik fesziiltség az ellenalldson és igy nem folyik dram az dramkorben Uy /R egyendram
folyik az dramkorben. Az ellendllason esé fesziiltség nyilvan u(t) = i(t) - R ugyanolyan
jellegli, mint az i(t) mig a kondenzéatoron esé fesziiltség:

Y

Megjegyzés

Erdemes még egy masik rokon dualitast megemliteni: a ‘kondenzator’ < induktivitas' dudlis
fogalompart a ‘kezdetben’ « ‘végil’ és a ‘rovidzir' < ‘szakadds’ dudlis fogalomparokkal
kiegészitve a dualitas segitségével egy, az ezekre a fogalmakra vonatkozo igaz allitasbol
tovéabbi harmat tudunk generdlni (és ezek egyiittesen az Osszes lehetséges esetet lefedik).
Valéban, ha valamely, ezekkel a a fogalmakkal képzett igaz allitdsnak tgy képezzik a
dudlisat, hogy barmely elemet régzitve a masik kettot rendre a dudlisaval helyettesitjik,
az eredményiil kapott dualis allitdsok megadjak az ezekkel a fogalmakkal képezhetd osszes
lehetséges kiilonbozo igaz allitast. Példaként két kiilonbozo kiindulo éllitas dudlisait adjuk
meg. (A szerepl6 roviditések a kovetkezok C: kondenzator, L: induktivitas; k: kezdetben,
v: végil; sz: szakadds, r: rovidzar és vastagon a rogzitett elem réviditése szerepel.)

C-k-r (akondenzator kezdetben révidzar)

)
(1) C - v -8z (akondenzdtor végiil szakadds)

(2) L -k-sz (azinduktivitds kezdetben szakadas)
(3) (

L-v-r (azinduktivitas végiil rovidzar)

L -k -sz (azinduktivitds kezdetben szakad4s)

(0)

(1) L-v-r (azinduktivitas végiil révidzar)

2) C-k-r1r (akondenzitor kezdetben rovidzar)
(3)

C - v - 8z (a kondenzétor végiil szakad4s)



4. Példa

Oldjuk meg az aldbbi elsérendl linearis differencalegyenletre vonatkozé kezdeti érték
problémat: y' 4+ y=sin 3z y(0)=0.

Megoldas Laplace transzformacioval.

Legyen Y'(s) = L(y(z)).

Mindkét oldalt Laplace transzformalva:

3
Y+Y =
st s2+9
Ebbdl Y-t kifejezve:
3

(s+1)(s2+9)
Parcialis tortekre bontvas:

3 A Bs+C
= tehat 3 = A(s>+9 Bs+C 1
GAD(E2+9) s+l 249 o (s°+9)+ (Bs+C)(s +1),

amib6l (s=—-1,s=0,s=1)

3 27 3

10 10 10

3 3 3
32 1042 (B+— B—_"°

o 02 (BHp) ~ 10

3/10  —3/10s  3/10 3 _

Tehdt Y = ~s Y= —e ™ — 2 cos 3z + — sin 3.
cha s11 . 249 T249 Y= 10° T T R



5. Példa

Oldjuk meg az alabbi mésodrendii linearis differencalegyenletre vonatkozo kezdeti érték
problémét: y'' — 10y’ + 25y =e™3* 4'(0) =0, y(0) =1/25.

Megoldas Laplace transzformacioval.

Legyen Y (s) = L(y(z)).
Mindkét oldalt Laplace transzformalva, Y-t kifejezve:

10
2V — 2 10sY + — 4 25Y =

25 25 s+3 7
1 s 10 25+s(s+3)—10(s+3) s*—T7s—5
~> V(s —10s+25) = —— 4+ — — — = _
(7105 425) = =5+ 55~ 55 25(s + 3) 25(s + 3)
~s V= s2—7s—5

25(s — 5)%(s + 3)

Nos ezt kell parcidlis tortekre bontani:

s2—7s—5 A B C
5-52(s+3) s5-5 (s=52 s+3

~» s2—=Ts—5=A(s—5)(s+3)+ B(s+3)+C(s—5)?.
A harom behelyettesités persze s =5,s = —3,5 = 0:
(1) s=5 B8=-15 ~» B=-15/8
(2) s=—3 C64=25 ~» C =25/64
(3)s=0: —15A+ 3B+25C =—5 ~» —154—45/8+625/64=—5 ~

~» —960 A — 360 + 625 = —320 ~» A =585/960 = 39/64 .
Tehét (az A, B, C egyiitthatékat még 25-el osztani kell):
v 52 —Ts—5 _ 39/1600_ 15/200 1/64

25(s — 5)%(s + 3) s—5 (s—=5)? s+3’
amit visszatranszformélva (15/200 = 3/40):
39 3 1

T :_e5a:__w65:1: _6—3:1:'
v(®) = 500 40 * 62




6. Példa

Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert:
T=x—09Y

y=2r—-y

ahol a kezdeti értekek:

z(0)=—-6, y(0)=0.

Megoldas Laplace transzformacioval.

Legyen X (s) = L(z(t)), Y(s) = L(y()).

Mindkét egyenlet mindkét oldalat Laplace transzformalva majd Y-t kifejezve
(1) sX+6=X—-5Y

(2) sY =2X -Y

Kifejezeve X-et (2)-bol és az eredményt (1)-be helyettesitve:

(3)X:YS+1

~ S+1+6—Y8+1—5Y ~
s ( 5+1 _s+1+5>:_6 s
~> ( s+1)+10)_—12«,>
~ s;+9

(4)Y:—482+9 ~>

~» y(t) = —4sin3t.
Miésrészt, (4) és (3)-bdl:

3 s+1
X =-12 ~>
249 2
1
’\»X:—GS—{_ ~>
s24+9
~ X =-6 5 -2 3 ~>

s2+9 s2+49
~» x(t) = —6cos3t — 2sin 3t.



