1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1997/98 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Déntse el, hogy fennéll-e minden A és B halmaz esetén a (AU B) \ B = A &sszefiiggés! Ha nem,
adjon sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy mikor all fenn!

MO. (AUB)\ B= A iff Aés B diszjunktak, hiszen egyrészt (AU B)\ B=A ~ hax € A, akkor
x ¢ B, mésrészt ANB=0 ~ zcAifft € AUB és z ¢ B.

2. Hatdrozza meg aze: v =2+43t, y=1—1t, 2 = —1 — t egyenes vetiiletének egyenletét az

S: x—3y+2z=1sikra!

MO. 1) P, = eNn S meghatdrozdsa: 2+3t—3(1—¢)+2(-1—-t)=1 ~ —4+4t=0 ~ t=1 ~
Py = (5,0,—2). 2) Valamely e; LS-re P, = e; NS meghatarozdsa: Legyen Py = ¢(0) = (2,1,—1) ~
e1 = 2+ty =1-3t,z = -14+2t ~ 2+4+¢t—-31-3t)+2(-1+2) =1 ~
—4+14t =0 ~ t=2/T ~ P, =1/7(16,1,-3). Ebbél mar a P, — P, irdnyd vetiiletegyenes
meghatdrozhaté: « =54 16/7¢, y=1/7t, z=—-2—-3/7t.
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MO. Csendérelvvel a hatdrérték 1, mert: 1 < (1+ )" < (1+1)

4. Milyen Osszefiiggés van az aldbbi két allitas kozott 7
a. (an) konvergens

b. (a?) konvergens

MO. (a,,) konvergens ~ (az
csak annyi, hogy (a2) konvergens ~+ (|a,|) konvergens, példaul ha a,, = (—1)", akkor (a
de persze (a,) nem konvergens.

2)  konvergens, mert konvergens hatvényai is azok, de forditva nem igaz,

2
2) konvergens,

1
5. Legyen f(x) = xsin —. limof(:c) =7 lim f(z)=7
€T xr— r—>00
MO. lim0 f(z) =0, mert csendérelvvel 0 < |f(z)] < || — 0és lim f(x) =0, mert az x = 1/y

siny

helyettesitéssel f(1/y) = — 1, hay — 0,{gy lim f(z)= lirr(1)+ f/y) =1.
T—00 y—

1
6. Felveszi—e maximumadt az f(x) = % fiiggvény a (—oo, 00) intervallumon ? Ha igen, hol ?
x
1 2 _22(1 1— 22 — 2?2
MO. Igen, az x5 = —1 + /2 pontban, ugyanis f'(z) = tr z(1 +2) = T 0 iff

(1+a?)° (1+a2)°

x = —1 £+ /2 és nyilvan (1 — 22 — 22 lefelé forditott parabdla) az z; = —1 — V2, 1z = —14+2
jeloléssel f (—oo,z1]-en csokken, [x1, 2216, majd [za,00)—n Gjra csokken, tehdt, mivel f(z) negativ a
(—o0, —1) intervallumon, f(z) < 0= f(—1) < f(x2) ha z < -1, f(z) < f(z2) hax; < -1 <z <z és
f(z) < f(z2) ha 25 < a.

1
7. Van-e szakaddsa, és ha igen, milyen tipust, az f(x) = 2% arctg —  # 0, f(0) = 0 fiiggvény derivaltjinak
T

az origéban ?

. 7 . s . / . Z‘Q arCtg 1 - O . 1 .
MO. Nincs, f’ folytonos az origéban, hiszen f'(0) = hm0 — T = hmox arctg — = 0 hisz arctg
r— X r— o
1 1 1
korlatos és ugyanezen okbdl ha z # 0, akkor f'(x) = 2z arctg . + x2@(_?) = 2x arctg - + —2? 122

fgy f/(x) — 0, hax — 0, hisz a mésodik tag nyilvdn mindeniitt folytonos és az origéban 0.

1
8./ v dr =7
0 l‘—f—l
1

1 1 1
1-1 1
MO./ i da:z/ Ldsc:/l— dr=xz—ln|lz+1]| =1-In2—-(0—-Inl)=1-1n2
o T+1 o z+1 0 z+1 0




2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1997/98 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Bizonyitsa be a Pythagorasz tételt vektoralgebrai eszkozokkel!
MO. Ha a két befogd a és b az atfogd pedig c, akkor (a,b) = 0 és a +b = ¢, tehdt |c|> = ¢ = (¢,¢) =
(a+b,a+b)=a®+2(a,b) + b*> = a® + b> = |al® + |b]2.

2n42" — 4p24n _

2. —_— =7
nglooll n42n _|_23n24n )
2n*2™ — 4n<4"  2n27" —4 4
MO i n Sl ——, mert n?27" — 0.

. = —_—

n42m 4 3n24n n22=" 43 3
3. Legyen (a,) tetszdleges sorozat. Az alabbi dllitdsok koziil melyik igaz, melyik nem? Vdlaszat indokoljal
a) Ha (a,) monoton és korlatos, akkor minden részsorozata konvergens. b) Ha (a,) minden részsorozata
konvergens, akkor (a,) monoton és korldtos. c) Ha (a,) monoton és van korldtos részsorozata, akkor
konvergens. d) Ha (a,,) korldtos és van monoton részsorozata, akkor konvergens.
MO. a) Igen, a, monoton és korlatos ~» a, konvergens ~> a, minden rdszsorozata konvergens. b)

. 1 .
Nem: van nem monoton de konvergens sorozat is, pl. a, = (—=1)"= ¢) Igen: Ha a,, monoton és van
n

korldtos részsorozata, akkor a,, korldtos (hisz ellenkez6 esetben van a,—nak (pl. a,, névekedd esetén) co—
hez konvergdld ay () részsorozata, azaz tetszéleges P esetén van N, hogy minden n > N-te af,) > P,
amib6l a monotonitds miatt minden n > f(N + 1)-re a, > apn41) > P, vagyis a, — oo adédik. d)
Nem: két monoton kiilonbozd hatérértékhaz tarté sorozat Osszefésiilése, pl. a, = (—1)", ellenpéldat
szolgéltat.

4. Tnvertdlhaté-e az f(zx) = ™ fiiggvény a I = [r/4,7/2] intervallumon? Ha igen, egyenletesen
folytonos-e az inverze f x I-n?

MO. Igen, invertdlhatd, mert kélesondsen egyértelmii fliggvények osszetett fliggvénye is trividlisan kolesonosen
egyértelmii és folytonos inverze is folytonos, igy zart intervallumon egyenletesen folytonos.

5. Adja meg azt a legkisebb pozitiv egész n—et (ha van ilyen), melyre a kivetkezd f fliggvény derivilhaté
az origéban: f(zx) =0ha z <0és f(z) =z™ ha z > 0.
MO. n = 2, mert ha n > 1, akkor f jobb— és baloldali derivaltja megegyezik az origéban, hisz
fL(0) = mc"*1|l_:0 = 0= f"(0), tehat ekkor f derivdlhaté itt, de ha n = 1, akkor ez nem igaz, mert
FL0) =12£0=F (0).
6. lim zer =?

z—0+

1 L, . 1 . eY

~— —— s ocohax — 0+ vagy: y = ~ helyettesitéssel: lim xze* = lim — = o0

z—0+ y——00 Y

MO. L’Hospitallal: xer =

mert L’Hospitallal — ~ T oo ha y — oo.
Y

x
7. —_— =7
/1+a:2
T 1 1 1
MO. [ —2 = [2z— = -1 2(:1 1 2)
/1—|—3c2 2/x1+m2 2n( + %) ny/(1+ x2)

1 xr
8. Legyen f(x) = xsin; ha x # 0 és f(0) = 0. Hol értelmezett és hol derivélhaté a g(z) = / f@)de
0

fiiggvény? Ha létezik, szamitsa ki a a ¢'(2) értékét!
MO. g mindeniitt létezik és derivalhatd, mert f mindeniitt folytonos és ezért ¢'(x) = f(z) minden z-re,

tehat g’(%) = f(%) = %Sing = %



3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1997/98 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Oldja meg a 28 — 223 + 1 = 0 egyenletet a komplex szdmok korében! MO. Az egyenlet nyilvan
(23)2 —2284+1=(2%- 1)2 =0, azaz 23 = 1, amib8l 2; = 1 bs 293 = +1/26727/3,
1 159 19 17 25 1 17 33 49 65 1 33 65

3
57572717171737§7§7§7§74 77777 5

2. Legyen az (a™) sorozat a kovetkezd: 0,1,

a) Dontse el hogy (an) konvergens-e !

b) Hatdrozza meg (an) slirlisodési értékeit !

¢) liminf (an) =7  limsup (an) =7

MO. Rendezziik a sorozatot az aldbbi végtelen haromszog alakba:
1315919 17 25 1 17 33 49 65 1 33 65

75’571717,’1’§7é’§7§7T6’176’E’T67T67’57.3727372,.“ o )
Ekkor az els6 oszlopban egy 0-hoz tartd, a mésodik oszlopban egy 1-hez tartd, és igy tovabb, az n.
oszlopban egy n — 1-hez tarté részsorozat van. Igy a, nem konvergens, mert t6bb siirtisodési értéke van,

nevezetesen siirlisodési értékei a természetes szdmok, tehét liminf(an) =0  limsup (an) = co.

3. Melyek igazak és melyek hamisak az alabbi allitasok koziil ?

a) Minden korldtos sorozatnak van monoton részsorozata

b) Minden monoton sorozatnak van korlatos részsorozata

¢) Minden korldtos sorozatnak van konvergens részsorozata

d) Minden konvergens sorozatnak van korldtos részsorozata

MO. a) Igaz, mert minden sorozatnak van monoton részsorozata (14sd a Bolzano—Weierstrass tétel elsd
felének ”csicsos” bizonyitdsit). b) Nem igaz, pl. a, = n c) Igaz: Bolzano—Weierstrass tétel d) Igaz, mert
minden konvergens sorozat maga is korlatos, igy mnden részsorozata korlatos.

4. lim z— V22 -8z ="

r—>00

8x 8 8
MO. z — V22 — 8z = = — =4 ha x — oo.
r+Var—8r 14 [/1_8 I+1
. ) Inz x .. .
5. Dontse el, hogy korldtos—e az f(zr) = — + — fiiggvény az I = [1, 00) intervallumon!
T er

MO. Igen: egyrészt f(x) pozitiv I-n, mésrészt L'Hospitallal 3 lim f(x) =0, igy van P > 1, hogy

0 < f(x) < 1 minden = > P-te és az I' = [1, P| intervallumon f(z) folytonossdga miatt korlatos. Végiil
nyilvan I'-beli korldtja és 1 koziil a nagyobb korldtja lesz I-n is.

1
6. Bizonyitsa be, hogy minden = > 0 esetén 1 — z < Tr <1-—z+2%
x
1 1
MO. Legyen f(z) =1 -z, g(z) = . h(z) =1 -z + 2% Ekkor f(0) = g(0) = h(0) =0és f'(z) = -1 < ———
1+ (1+x)

Ea x > 0. (Ez utébbi egyenlStlenség azért igaz, mert ¢'(0) = —1 = h’(0) és ¢’ (z) = 2(17130) <2="n"(z)
azxz>0.

U
7./ sindz dz =?
0

MO. / sinz dx = / sin” sinz dx = / sin”(1 — cos’z) dx = / sin® dx — / sin® cos?x dx =
0 0 0 0 0
—cos x| + ] ot _ 4
0 o 33
1 x
8. lim 7/ e dt =7
r—0 2 0
x
MO. Legyen f(z) = e és F(x) = / f(t)dt. Ekkor F'(0) = 0 és igy f folytonossdga miatt
0
N Y AT Y _ o F@)-F0O) 0 _ et o
1@0; 0 € dtilhi{lO;‘/O' f(t)dtiwﬁnoﬁiF(O)if(O)ie :J(::Oi6 =1
Vagy hasonkéan L’Hospitallal f folytonossdga miatt

. 1T o @) _ _a? _0_
IthOE/O feyde = tim ST =t @)= fO)= | ==

! |



4. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1997/98 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Mit mondhatunk az A és B halmazok viszony&rdl, ha (AN B)U (AN B) =0 .

MO. A = B, ugyanis (ANB)U(ANB) =0 ~ ANB={x € Ax ¢ B} =0, ami viszont azt jelenti, hogy:

A~ z€B, azaz AC B és persze ugyanigy adédik az is, hogy B C A.

2. Legyenek (a,) és b, a kovetkezd sorozatok: a, = n, b, = % tetszbleges n € N esetén. Adjunk meg
olyan (¢,) és (d,,) sorozatokat, ha vannak ilyenek, hogy (c¢,) slirlis6dési értékei pontosan a, elemei és
(dy,) stirlisddési értékei pontosan b, elemei!

MO. ¢, példéul a kovetkezs:
1—1—1 1—|—1 2+1 1+1 2+1 3+1
% b % ) % ) 3 ) 1 3 ) ]{; )
1+ =24+ -3+ —,...,k 1
+k’+k’+k’ ’ +kz JrI<;+1
A feltételnek megfelel6 d,, sorozat nem létezik, mert b,, egyetlen siirtisodési értéke, a nulla is sziikségképpen
el6fordul barmely olyan (z,) sorozat siirisodési értékei kozott, melynek b,, Osszes eleme siirfisodési
értéke, hisz nulldhoz barmilyen kozel esik (b,)nek eleme, melyhez barmilyen kozel van (z,,)-nek el-
eme. Mésszéval, ha (z,) slriisodési értékei (by,) elemei, akkor (x,) siirlisédési értéke a nulla is, mely

(by)—nek nem eleme.

3. lim Vn2=71" lim "“/n="7

n——oo n——oo

MO. Vn? = (Q/ﬁ)2 —12=1, éscsenddrelvvel ™/n is 1-hez tart mert 1< "/n < n? 1

4. Legyen f(z) = arctgz és g(z) = arctgl. Adjon példat olyan (z,) sorozatra, ha van ilyen,
melyre lim, .. x, =0 tovabba
a) (f(zy)) konvergens és (g(x,)) konvergens
b) (f(x,)) divergens és (g(z,)) divergens
¢) (f(xy)) divergens és (g(z,)) konvergens
d) (f(z,)) konvergens és (g(z,)) divergens
MO. Atviteli elv alapjdn mivel f folytonos az origéban, mig g-nek ugrdsa van itt: a) x,, = %, b) ¢) ilyen
nincs d) z, = (—1)"+.

5. lim e* sine * =7

r—>00
sine™*
MO. e sine™ @ = és  lim e * =0, igy azy=-e * helyettesitéssel lim e” sine™® =
e~ T T —00 T —>00
6. Abrdzolja vézlatosan az f(z) = pr— fliggvényt legfontosabb jellemz6 értékeinek feltiintetésével!
3 —
MO.

1
7. Legyen f(x) = cos 7. Létezik-e az aldbbiak koziil egy vagy tobb integral?

0S =
:c

¢
/_7f d;v/lf alac/:r x) dx

MO. Igen, mind a hérom letemk mert a) f korldtos és szakadési helyei az intervallum egy pontjiban,
az origéban torlédnak, b) f korldtos és az intervallum egy pontja kivételével folytonos, ¢) f folytonos az
intervallumon.

8. / Inzxdx =7
1

€ € € 1 1
MO. lnxdac:/1-lnxdx:|:c~lnw\i—/ ldv==e+-—(e—-)=~.
1 1 < J1 e

€ €

x €

hiszen

y—0

siny

"n? az



5. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1997/98 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Bizonyitsa be vektoralgebrai eszkozokkel a Thélesz tételt!

MO. A koézéppontbdl irdanyitva a kor egy—egy pontjahoz hizott helyvektorok legyenek ry és ro. Mivel az
r1 végpontjihoz tartozé atmérd masik végpontjanak helyvektora —ry, igy belatando, hogy r1—ro L(—71)—
ra), azaz (r; —ro,—r1 —12)) = 0. De (11 — 19, —11 —12)) = — (11 — 12,71 +72)) = 712 — 122 = 0, hiszen
|r1] = |r2| a kor sugardnak hossza.

2. Bizonyitsa be, hogy barmely A, B, C' halmazok esetén

A\ (B\C) = (A\B)U(ANC)

MO.a-(b-¢)=a(b+¢) =alb+c)=a-b+a-c

3. Az alabbi allitdsok koziil melyik igaz, melyik nem?
a) Ha a,, konvergens (a,)" is konvergens

b) Ha a,, divergens (a,)" is divergens

c) Ha lim, .o a, =1, akkor lim, .. (a,)" =1
d) Ha lim,, . (a,)" =1, akkor lim, .. a,=1

MO. a)nem: a,=2 b)nem: a, a b,= L ésa ¢,=1 sorozatok Gsszefésiilésével keletkezett sorozat.

2
1—1-% d) igen: a, — 1 ~  végiilis % <(an)" <2 ~ 1+ ¢ % <ap, < /2 —1, amibdl csendérelvvel
1.
4. Legyen a > 0 tetszoleges valds szam. Hatarozza meg a

. 1+ 2a™
lim

n—soo 2 — 3a™

hatarértéket a fiiggvényében!

1424  (1)"+2 2

MO. Hirom eset van: a) Ha a > 1, akkor tea <a) - — ——, b) ha a = 1, akkor
TR

14 2a™ 3 1+ 2a™ 1

5 3gm :_—1:—3—>3ésvégiﬂb) ha a < 1, akkor 5 3gn 5

5. Egyenletesen folytonos—e az f(x) = /x fliggvény a [0, c0) intervallumon?

MO. Igen: egyrészt f folytonos igy egyenletesen folytonos az I = [0, 2] intervallumon, mésrészt |f/(z)| =
| 2\1/5| <1 ha x> 2, tehdt f’ korlatos az I = [1,00) intervallumon, igy f egyenletesen folytonos Is—n,
kovetkezésképp f egyenletesen folytonos I és Is egyesitésén, hiszen nyilvan itt az adott e-hoz a két
részintervallumon taldlhaté 1-nél kisebb §—dk kozil a kisebb jo lesz.

6. Hol és milyen szakadasa van az

e
) =
f(@) l1+e=
fliggvénynek?
MO. Ugrasa: lim f(z) = lim —0— — 1i L _120- 1 “_ m f)
. grasa: mil(l)—i- xr _yinool«l»ey_yinoo@*y«l»l_ _y—l>n—lool+ey_x£>r(l)— X).

7. Legyen f(z) = 2% + 322 — 92 +8. Van-—e valés gyoke f-nek? Ha igen, van—e pozitiv gyoke?

MO. Van, paratlan fokszdmu polinomnak mindig van valds gyoke. Pozitiv gyOke azonban nincs, mert
(@) =322 +62—-9=(r—1)(z+3) ~ z>1 esetén f(x)>0 és —-3<x<1 esetén f'(z)<
0~ f(z)>f(1)=3>0 ha ze€[-3,00).

8. Van—e primitiv fiiggvénye az f(x) = z2e® fiiggvénynek? Ha igen, hatdrozzon meg egyet!

MO. /x2e$ =2%e® — Q/xeg” dr = z%e” — 2(xe® — /eI dz) = e*(z% — 22 4 2)

¢) nen

an —



6. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1997/98 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Mely z komplex szdmokra igaz, hogy z + 2 =22 és z -z = 4.
MO. Legyen Rez =z ésImz=y. Ezekkel 1 =2 és 2z - 2= |22 =22+ =2+1y°> =4 ~
~ =2 oy =1V2 o 2 =v2(147)

2. Hatdrozza meg a P = (1,1,1) pontonésaze: =1+t y=1—1t, 2= —1+t egyenesen atfektetett
S sik egyenletét!

MO. Legyen P’ = (1,1,—1) € e és a = PP’ = (0,0,2), tovabbd e irdnyvektora v = (1,-1,1).
S normélvektora a x v = (2,2,0), {gy S egyenlete: 2(x — 1) +2(y—1) =0 ~ z4+y=2.

3. Adjon példat olyan szamsorozatra — ha létezik ilyen —, melyre igaz, hogy

(a) nincs véges siirlisddési értéke (b) egyetlen véges silirlisodési értéke van és nem konvergens (c) nincs
sem véges sem végtelen siirlisodési értéke (d) nincs végtelen silirlisodési értéke és nem konvergens

MO. (a) a, =n b) (a,) a b, =n és a ¢, = + Osszefésiilésével keletkezett sorozat c) ilyen nincs: ha
egy sorozat korlatos, akkor van konvergens részsorozata, ha pedig nem korlatos, akkor van végtelenbe
divergélé részsorozata d) a, = (—1)"

1
4. lim n-(1—4/1+=)=7
n

n—-mao0

1 1 1 1 1
MO.1—4/l+—=—"2—— ~ n-(1—4/1+—-)=-— =
o141+ L " T4 /142 me 2
5. Az aldbbi allitdsok koziil melyik igaz, melyik nem? Valaszat indolokolja!

(a) Ha egy flggvény felveszi minimumdt és maximumadt egy korldtos intervallumon, akkor folytonos ott
(b) Ha egy fiiggvény folytonos egy korldtos intervallumon, akkor felveszi minimumdt és maximumdt ott
(c) Ha egy fliggvény nem veszi fel sem minimumét sem maximumét egy korldtos intervallumon, akkor
nem korldtos ott (d) Ha egy fiiggvény nem korldtos egy korldtos intervallumon, akkor vagy minimumét
vagy maximumat nem veszi fel ott
MO. a) nem: f(z) =signx a [—1,1]-en, b)nem: f(z) =z a (—1,1)-en. ¢)nem: f(x) =z a (—1,1)—en.
d) igaz, ellenkez$ esetben az intervallumon: min f(z) = f(z1) < f(z) < f(x2) = max f(z).
6. Legyen f(x) = z|x|. Hatdrozza meg az f’ derivaltfiiggvényt, ahol az létezik, és 4llapitsa meg, hol
derivdlhat6 az f’ derivaltfiiggvény .

-0
MO. f(z) = —2® haz <0 és f(r) =2® haz >0, 1{gy f'(z) = —2x haz <0, f(0)=0 ( limO% =

r—> €T
= |z| — O) és f'(z) = 2x ha x > 0 azaz f'(v) = 2|x| igy f’ az origéban nem, az origé kivételével azonban
xr—

mindeniitt derivalhaté.
7. Bizonyitsa be, hogy az y = e* egyenletii gorbe x =1 pontbeli érintéje a&tmegy az origdn!
MO. Az érintd egyenlete: y —e =e(z — 1) ~ y = ex, mely dtmegy az origdn.

8.

e.T
de =7
/1+6I v

dt e t 1 1
M . — :Eil :1 —_ = _— = = _— :1 1 :1 1 ®
O.t=e"elz =1Int, dx , «»/1+ezdaj /1—|—t tdt /1+tdt n|l+t =In(l+e")




7. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1997/98 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Mit mondhatunk az A, B halmazok viszonyardl, ha ANB=AUDB .

MO. A =B, ugyanisxt € A ~ € AUB ~ € ANB ~ x € B, vagyis A C B és ugyanigy
forditva, azaz B C A, tehat A = B, vagy: ab<a <a+b=ab ~ a = ab és ugyanigy forditva, azaz
b=ab, tehdt a =ab=5b ~ a=0.

2. Allapl’tsa meg, hogy az
er: z=14+¢t, y=1—-1t, z=-1+1

és az
er: x=1—-t, y=1—-2t, z2=-1—1t¢

egyenesek egy sikban vannak-e, és ha igen, hatdrozza meg ezen sik egyenletét!

MO. Igen, mert a két egyenes metszi egymdst a P = (1,1,—1) pontban (x = 1+¢, y = 1 — ¢,
z=—-14t,e=1-A y=1=-2\,z2=—-1-X ~ 1+t=1-XA,1—-t=1-2\ ~ t=—-\=
—t/2,~ t=A=0,~ =1,y =1,z=—1). Legyen v; = (1,-1,1) az e; és vy = (—1,—2,-1)
az ey irdnyvektora. A keresett S stk normélvektora n = v X va = (3,0,—3), amivel S egyenlete:
3x—1)—-3(z+1)=0 ~ z—2=2

3. lim V2n=71" nlim X/ =17

n——aoo —00

MO. V2n={/n-V2—1-1=1 és csendérelvvel =X/n is 1-hez tart mert
1< %/n< %/2n— 1, hiszen */2n az {/n részsorozata, vagy  X/n =1/ V/n — Vi=1.

4. Az (a,), (bn) szémsorozatokra vonatkozé aldbbi kovetkeztetések koziil melyik igaz és melyik nem?
Vilaszait indokolja!

(a) Ha (ay, - b,) konvergens, akkor (a,,) is és (b,) is konvergens

(b) Ha (a,) is és (by,) is konvergens, akkor (a, - b,) is konvergens

(c) Ha (ay, - b,) konvergens, akkor vagy (a,) vagy (b,) konvergens

(d) Ha (a,) vagy (b,) konvergens, akkor (a,, - b,) is konvergens

MO. (a) Nem igaz, pl. a, =0b, =(—1)" (b) igaz, konvergencia invaridns az alapmiiveletekre nézve

1
(c) nem igaz, lasd (a) (d) nem igaz, pl. a, = n? és b, = 5 Vagy an = (=)™ és b, =(1+ H)

sinrz —x

5. lim — s = ?
r—0 x . 1 . L . )
smx —x COST — — S s x
MO. Kétszer L’Hospitallal: ~ ~ = __. _—
etszer ospitalla 3 322 o 5 - ﬁ 5

6. Abrazolja vézlatosan az f(x) = ze® fiiggvényt legfontosabb jellemz8 értékeinek feltiintetésével!
MO. f'(z) = (x + 1)e®. Az abrét 14sd a tiloldalon.
7. Bizonyitsa be, hogy

e-x<e® ha z>1

MO. Legyen f(z) = e-x és g(z) = e*. Ezzel f(1) = e = g(1) és f'(x) = e =e! < e® = ¢ (2)
ha x > 1, hiszen e® szigorian monoton névekedd, amibdl a Lagrange kozépértéktétellel készen vagyunk.
(Valéban, a tételt a h(z) = g(z) — f(z) figgvényre alkalmazva: ha x> 1, akkor valamely ¢ > 1-re

f <_x)1 - h(xi:?(l) =H(c) =¢'(c) = f'(¢) >0 ~ h(z) >0.

27
8./ sin’zdr = ?
0

27 2 27 2
1 - cos2 1 2
MO./ siand:r:/ ﬂdz:/ fd;z:f/ COSZT e = ©

. 27
27 sin2x

0 4

=r—-0-(0-0)=m.

0



1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998/99 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Legyen E tetszOleges halmaz. Mely A, B C E halmazokra &ll fenn, hogy ANB =0 és AUB = E?
Allitasat indokolja! - -
MO. A=B mertz €A ~ 2¢B ~ x2€B ~ ¢ B ~ x€ A vagyisz € A iff z € B.

2. Hatdrozza meg a kovetkez6 hatarértékeket!

2\" 3\"
a) lim (1 + 2) b) lim (1 + )
n—soo n n—so00 n
2 n
MO. a) e, mert az a, = 1+ > — e? részsorozata.
n

3 'ILS 3 n n2 5 3 n
b) oo, mert <1—|—> = (<1+> ) > 2" — o0, hisz (1+> —e? > 2
n n n

3. Létezik-e, és ha igen mennyi a lim sinz-lnz ?
r—0+
. sinx
MO. sinz -Inz =

-xlnz — 0 ha = — 0+,

sinx

mert ha & — 0+, akkor z-lnx — 0 és — 1.

4. Egyenletesen folytonos-e a az f(r) = 2 fiiggvény az I = (0,1) intervallumon?
MO. Igen, f folytonos a [0, 1] zart intervallumon, igy ezen és vele persze ennek minden részintervallumén,
koztiik I-n is egyenletesen folytonos.

5. Van-e gytke az 2'°° — 1002 — 1 =0 egyenletnek és ha igen hany?

MO. Legyen f(z) = 2! — 100z — 1, f'(z) = 1002° — 100. Ez pontosan akkor nulla, ha 2% = 1
azaz ha x = 1 és itt monoton n6vé moédon valt eldjelet a derivalt, tehdt minimuma van. A figgvény a
minimumbhely el6tt szigorian monoton csokkend, utdna szigortian monoton névo és mindkét végtelenben
a hatéréréke plusz végtelen, tehat f(1) < 0 és a folytonossidg miatt Bolzano tétellel pontosan két gyoke
van.

1
6. / zet dr =7
0

1 1
MO. Parcialis integréldssal: / xe® dx = xe“:|(1) - / efdr=e—(e—1)=1
0 0



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998/99 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Adjon meg két olyan pontot, mely rajta van az x —y+2z = —3, 2z+y+2z = 1 sikok metszésvonalan!
MO. PL. z =0-~val —y+2z= -3, y+ 2z =1, amib6l 4z = —2, tehat y = 2, igy P, = (0,2,—%) és
ugyanigy pl. y = O0val x +2z = -3, 2x + 2z = 1, amib6él o = 4, tehdt z = —%7 igy
P, = (4,0, —%) . VAGY: Mésodikbdl az els6t levonva: 42y = 4, {gy y = t,x = 4—2t,z = 0.5(2—2x—y) =
=05(1—-8+4t—1t) = —% + %t a metszésvonal, tehdt pl. ¢ =1,3-al: P, = (2,1,-2), P, = (—2,3,1).

2
2\" 2\"
2. Hatérozza meg a kovetkezd hatarértékeket! a) lim (2 + 2) b) lim (1 + 2)
n n

n——-m:a©0o n——oo

2\" 2\" 2\"\"
MO.a)oo,mert(2+2> > on _>oo.b)1,mert1§<1—|—2) = <1+2) <9" —1,
n n n

2
2\" 2
mert <1 + 2) —e? <3< 9, hiszen az a,, = (1 + ) — €2 részsorozata.
n n

3. Legyen f(z) =e" és g(z) = f(f(f(%))) (x #0),9(0) =0. Hol nem folytonos a g fiiggvény, és itt

milyen szakadasa van?
eY . z .
¢ = lim e = lim ¥ =e,

z—0 w—1

MO. lim g(z)= lim ¢’ = lim e =00 és lim f(z)= lim e
r— 0+ Yy—>00 r—0— Yy—>— 00

z—>00

tehdt az origéban masodfaju szakadasa van, masutt folytonos, mert elemi fiiggvény.

4. Legyen n tetszéleges nemnegativ egész. Hatdrozza meg a lim 2"e”® hatdrértéket!
r—>00

MO. L’Hospitalt felhasznédlva, n—re vonatkozdé teljes indukciéval belatjuk, hogy lim x"e™® = 0 minden
xr—>00

f i nxn—l
——— 0. Mésrészt, n > 1-re 2""e¢ ™ = — ~ N )
=00 ev et z—o0

x

természetes n—re. Valébann = 0 esetén e~

az indukciés hipotézis alapjan.

5. Abrézolja vazlatosan a gyokok, a szakadasi helyeken és a végtelenben vett hatarértékek és a szélscérték-

helyek meghatdrozédsa alapjén az f(z) = 1 a: fliggvényt!

—x
MO. Csak az x = 1-ben szakad. lim f(z)= lim f(z)=—-o00, lim f(z)= lim f(z)= o0,
r—+00 r— 14 r—1— r———00
2 —
flz) = Q(E(SQ) , ami az origéban noévekedden, x = 2-ben csokkenben valt eléjelet, igy lokdlis minimuma
Tz —

van az origéban, f(0) =0, lokdlis maximuma pedig az x = 2-ben, f(2) = —4.

1
6. Legyen f(z) =xsin— (x #0), f(0) =0. Van-e primitiv fiiggvénye f-nek a [—1,1] intervallumon?
x
MO. f mindeniitt folytonos (origén kiviil elemi fiiggvény, origéban korldtos és nulldhoz tarté szorzataként
nulldhoz tart), {gy minden integrélfiiggvénye primitiv fliggvénye, és ez szintén a folytonossdg miatt min-
deniitt 1étezik.



3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998/99 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1
1. Adja meg osszes olyan komplex szdmot, melyre z° + —==0.
J

MO. 51 =L =j fgy zg—l—j%:O iff 22=—j iff 2=4 vagy z=jel?™/3 =¢i7/6

J
vagy z = j€j47r/3 _ e]llﬂ/G

2. Hatédrozza meg a kovetkez6 hatarértékeket!

2
. 1 2)\" . 1\"
a) nhmoo <2 + n) b) nhmoo (1 - 2n2>

1 2 1 1 2\"
MO. a) 0, mert 3 + - — 3 miatt van ¢ < 1, hogy elég nagy n-re <2 + ) <q"—0.
n n

n
b) /1/e, mert az (1 + E) — €° részsorozata ¢ = —1/2-al.
n

3. lim In(z+1)-lnz =7

r—0+
1 1 1
MO-ln(x—Fl)-lnx:M-xlnx—ﬂ)mert (z+1) léselnz —0.
xX r—s0+ L x r—0+ r—0+
l 1 1 1
VAGY L’Hospitallal: In(z 4+ 1) -lnz = n (x1+ ) ~ 19”1 — = sz ln®z — 0
W o e Tl T

4. Egyenletesen folytons-e az f(x) =« fiiggvény a [0,00) intervallumon?
MO. Igen, mert a definiciébdl tetszbleges € > 0-hoz a § = ¢ jé vdlasztés, hiszen: Vz,y € [0, 00)-re
|f(z) = f(y)| =|r—y| <ehal|r—y| <e. VAGY: f'(z) =1 korldtos az egész intervallumon.

5. Adjon meg egy olyan nem iires intervallumot, ahol az f(z) = z° — 80z fiiggvény invertalhato !
MO. f'(z) =52* —80=0 ~ 2* =16 ~ =42, {gy > 2 és v < —2 esetén szigoriian monoton
névo, [—2,2]-n szigorian monoton csokkend, tehét ezeken az intervallumokon invertdlhato.

27
6./ cos?zdr =7

0
27 27 o o ) o
1 2 1 2 1 1 9
MO. cos? rdx = de: Zdr + COS fdx:7.2ﬂ_+i.sm T _
0 0 0 0 2 2 2
=r+0=

2 2

.



1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999/2000 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Metszik—e az alabbi egyenesek egymast, és ha igen hol ?

ep:x=14+t,y=—-14+2t,2=2—-1t; e:x=24+t,y=3+1t,2=1—-1

MO. z1 =xz0,y1 =Y ~ 14+t =24+s,-14+2t =3+s ~ t=1+s,5s=—-442t ~»
~» t==-342t ~» t=3,8=2 ~» P=(4,5,—-1)€e; Ney

2. Igazak—e a kovetkezo allitdsok ?

a. Ha (a,) és (b,) divergens, akkor (a,b,) is divergens

b. Ha (a,) konvergens és (b,,) divergens, akkor (a,b,) divergens

c. Ha (a,) divergens és (a,by,) konvergens, akkor (b,,) konvergens
d. Ha (a,) konvergens és (a,b,) konvergens, akkor (b,) konvergens

MO. a. Nem: a, = b, = (—1)"; b. Nem: a, =1, b, = (-1)"; c. Nem: lasd a.;
d. Nem: lasd b.

hx —1
3. lim =2~ — 9
z—oo shux

MO. chz —1 _ e +e -2 _ 14 e 2% — Q¢ 22

shz er —e~% 1—e 2= z—00

1

4. Az aldbbi intervallumok koziil melyeken egyenletesen folytonos az f(z) = /z fliggvény ?
Il = (0,1)7_[2 = [0,1], 13 = [1,00)
MO. Mindhdrmon: a) Heine-tétellel mert f € C(lz) és Iy zart korldtos intervallum,

b)I; C L, ¢ f/(ac):ﬁ ~ |f'(x)] <3 ha z€l3 ~» [ korldtos I3—on.

5. Legyen f(x) = 2(€") minden z > O-ra. flx)="7
MO. .
f(z) =@~ Inf(z) = e®Ing ~» f'(z) = f(z)(In f(z)) = f(z)(e® Inz + %) = f(z)e*(Inz + 1)

6. / Plnxdr =7
1

e ZL’S
MO. / 2?Inzdr = glnz
1




2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999/2000 tél 1. évf. 13.-18.tk.
1. Bizonyitsa be, hogy barmely A, B és C halmazokra AN B C C—bdl kovetkezik, hogy C C AUB.

MO. A C Eiﬁ B C A és de Morgan. XAGY kozvetlentl : T € C~ 2 & C ~»
~> &€ANB ~» ¢ Avagyx ¢ B ~» r€AvagyreB ~» z€ AUB.

a
2. Legyen (a,) pozitiv tagi szdmsorozat. Igaz—e, hogy ha lim ntl 1, akkor (a,) konvergens?
n—oo (O

Igaz—e ennek az allitasnak a megforditdasa ?

1 T
MO. Nem, pl. ha a,, =n" barmely raciondlis r > 0—ra, mert ekkor Intl _ (n+1) =(1+-) ——1,

n" n n—oo

Qn
de persze r >0 esetén a, =n" —— 00, azaz a, nem konvergens. A megforditds sem igaz, pl. ha

n—oo

n 1
a, = q", ahol 0 < ¢ <1 akkor lim a, =0 és lim aH:q;él,VAGYhaan:—,akkoris
nn

n—oo n—oo (O
. . Gpy1 n" 1 n" 1 1 1
lim a, =0 és = = . = . 241,
e~ + 232”2
1 = ?
8. fim, 3re=* + dx2e2
e~ + 2x%e ™" 14 2ze™® 1 P 0
. = = mert ze”* —— 0.
3re~® +4x2e=2® 34 4ze® z—o0 3 @00

4. Melyik igaz, melyik nem:

a) Ha f folytonos [a,b]—n, akkor f korldtos [a,b]—n

b) Ha f korldtos [a,b]—n, akkor véges sok pont kivételével f folytonos [a,b]—n

¢) Ha f folytonos (a,b)—n, akkor véges sok pont kivételével f derivilhaté (a,b)—n
d) Ha f derivdlhaté (a,b)—n, akkor f folytonos (a,b)—n

MO.

a) Igen: Weierstrass

1
b) Nem: [0,1]—en Dirichlet VAGY f(z) =0 ha z = — valamely n € N—re és f(z) = 1 egyébként
n
1
¢) Nem: f(z)=sin ;\ (0,1)—en folytonos mert itt értelmezett elemi fiiggvény abszolit értéke, de az

1
z, = — (n € N) pontokban nyilvdn jobb— és baloldali derivaltjai nem egyenléek , VAGY persze pl. egy
nm

olyan 1 magas egyenlészari haromszogekbol 4ll6 végtelen sorozat, amelynél a haromszogek alapjai rendre

1 1
az | —] (n € N) intervallumok

n+tln
d) Igen: f(x+h)—f(x):hf(m+hf)z_f(z) — 0 f'(2) =0

1
5. Legyen f(z)= warctg— hax# 0 és f(0) =0. Hol derivalhaté az f figgvény ? f'(z) =7
x

MO. Mindentitt, mert
a) az origbn kiviil itt értelmezett elemi fliggvény
fO+h)—f(0) harctgz —0 1 T
= = arctg — s —
h h M2 o 20

1 1 1 222
() marcte -1

b) az origéban : igy

ha z#0 és f/(0) =

1 m

!
— arctg — Z.
f(z) arcng—i—xl 5

1
6./ Ldac:?
0 1+.132
1

1 1
x 1 2z 1 1 1
MO. ——dr = ——dr = -1In(1 ] =-(In2-Inl)=-In2=Inv2
/0 T2 2/0 T 2w 211( —i—x)o 2(n nl) 5 In nv?2

1
P




3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999/2000 té1 L. évf. 13.-18.tk.

1. Adjamega (j-(1— j))loo komplex szamot kanonikus alakban !

MO. j-(1—j) = e/ V27T =V2e/T ~s (j-(1 fj))wo — (\@ej%)loo — /2" 1005F _ 950, 25m5 _

— 250 . ej((12~2)ﬂ'+‘n’) _ 250 AP X _250

el

2. lim n-(Vnt—2n—vnt+2n) =7

n—oo

MO. n - (v/n* —2n—v/nt+2n) =n-

—4
Ji-2k+ 1424 "

1
3. Hol és milyen szakadédsa van az f(x) = - fuggvénynek !

n*—2n—n*—2n —4n?

\/n4—2n+\/n4+2n: vt —on+vnf+2n

-2

o
MO. 1 . 1 1

: ig6 o i =1 =1 = li = i = li =
Ugrds az origbban: limy, f(o) = lim 3= = fim =2 =0, lig f@@)= Hm =7 =lm 17—

1
Miésutt nem szakad el, mert a nevez6 csak e =1-1e 0ése¥ =1iff y=0,dey=—#0.
x

4. Melyik igaz, melyik nem ? a) Folytonos fliggvény derivalhaté b) Derivélhaté fliggvény folytonos

¢) Derivéalhaté fiiggvény derivéltja folytonos d) Folytonos fliggvény integralhaté e) Integralhato fliggvény

folytonos

MO. a) Nem, pl. f(x) = |x| az origéban. Valéban: legyen g(z) = x. Ezzel f(x) = g(z) haxz >0, és

f(z) =—g(x) hax <0, igy f,(0)=¢'(0) =1# —1=—¢'(0) = f_.(0), pedig f mint g abszolit értéke
Jl+h) =~ f@)

g—vel egylttt folytonos. b) Igen f(z+h)— f(z)=h- A p— 0-f'(z)=0.
o . 1 e . h?-siny -0 !
c)Nem: f(xz) =2z"sin —haz # 0, f(0) = 0. f’ mindeniitt 1étezik: f'(0) = }ILHIB — = }lllr%h sin g = 0
x — —

1 1
és x # 0-ra f'(r)=2zrsin— — cos —, aminek nincs hatdrértéke az origéban. d) Igen e) Nem: pl.
x x

signx .

5. Abrézolja vézlatosan az f(x) =z -e™* fliggvényt elsd és mdsodik derivéltjaival egyiitt f legfontosabb
jellemz6i pontjainak feltiintetésével gy, hogy az abrabdl ezeknek a pontoknak a derivaltak jellemzo
pontjaival valé viszonya is megallapithaté legyen !

MO. f'(z) = e *(1—a), f'(z)=e*(z—2), ["(z)=e (B -2) ~» f(1)=f"(2)=f"(3)=0,
f(@)>0hax <1, f(x) <Ohaz>1, f"(z) <O0Ohaz <2, f(z) >0haxz>2, (spec. f/(1)=-1<0)
f"(x) <0haz <3, f"(x) >0 haz >3 (spec. f(2)=1>0):

T
6./ sin’zdr = ?
0

ER 11 1 1. x
MO. sin“zxder = = (1 —cos2x)de = = (z — < sin2x)|F =
o 2 J, 2T 2 0



1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
2000/01 t61 . évf. 13.-18.tk.

1. (a) Bizonyitsa be vektoralgebrai eszkozokkel a szinusz—tételt !
(b) Igaz—e, hogy a # 0 esetén a x b = a x ¢-bol kovetkezik b = c.
MO. (a) Héromszog T teriiletének duplédja két kiilonbozs oldalparja keresztszorzatdval : ¢ X a| = 2T = |¢ x b

~ |cl]al sin B = |c| b] sin a ~s '&': zig
(b) Nem: csak annyi kovetkezik, hogy a||b—c, pl. axb=ax (a+D).
3 TLS 3 n
2. Hatdrozza meg a kovetkez6 hatéarértékeket! a) lim (1 — ) b) lim (3 — 3)
n—o0 n n—o0 n

MO.

3 n3 3 n nZ 1 n2
a) 0, mert végiil 0 < (1 — — = 1—— < | = —0,

n n 10

3\" 1 1
hisz persze | 1 — -~ —e 3 x 2 < 10"

b) co , mert végiil <3— 33> > 0.
n

3. Mutassa meg, hogy az f(z) = ¥/x fliggvény egyenletesen folytonos a [0,2] és az [1, c0) intervallumok-
ban! Igaz—e, hogy f egyenletesen folytonos az egész [0, cc0) intervallumon ?
1 1 ,
MO. [0,2]: Heine. [1,00]-en derivaltja korldtos: |f'(x)| = 3,278 < 3 ha x > 1. Igy persze az egész
x
jobb félegyenesen is egyenletesen folytonos, hisz adott e-hoz a két részintervallumon létez6 d—aknal és
1-nél kisebb jo lesz mindeniitt.

4. Legyen n tetszéleges nemnegativ egész. Hatdrozza meg a lirr(lH_x -(Inz)™ hatérértéket!
€Tr—
MO. L’Hospitalt felhasznélva, n-re vonatkoz6 teljes indukciéval belatjuk, hogy 1in(1)+33~ (Inz)" =0
xr—
minden természetes n-re. Valéban n = 0 esetén x ———— 0. Maésrészt, n > 1-re

r—0+
Inz)” n(nz)nti
z-(Inz)" = ( 1 ) ~ ( )1 2 = pg(lnx)" ! 7 0 az indukcids hipotézis alapjan.
T Tz S

5. Abrézolja vazlatosan a gyOokok, a szakadasi helyeken és a végtelenben vett hatarértékek és a szélscérték-

3
helyek meghatdrozésa alapjén az f(z) = 1367 . fliggvényt!
MO. Gyok z = O0-ban. Csak x = 1-ben szakad. lirri flz) = lirrh_f(x) = lim f(z)=—o0,
r—>1+00 xr— r—>—00

: , 2%(3 —2x) . . e s .

hn% f@)=00, f'(z)= W , ami az origéban nem vélt el§jelet, x = 3/2-ben cstkkenden valt
r—1— T —
eléjelet, lokdlis maximuma tehdt az z = 3/2-ben van, f(3/2) = —2.

1
6. / 221+ a3dx =7
’ 1 1 1k
1 1 (1+ 2 2 2
MO. / 221+ a3de = g/ 3221+ 23de = 5# =3 (2% —1) =3 (\/g—l)
0 0 3



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
2000/01 t61 . évf. 13.-18.tk.

1. (a) Bizonyitsa be vektoralgebrai eszkozokkel a koszinusz—tételt !

(b) Igaz—e, hogy a # 0 esetén a-b = a - c-bbl kdvetkezik b = c.
MO. (a) Irdnyitsuk tigy a hdromszog oldalait, hogy a C csicsban taldlkozé élek a csiesbdl kifele legyenek
irdnyitva. Ekkor: a — b = ¢ vagy a — b = —c~» (a —b) - (a — b =
=a2—-2a-b+b*=c* ~» |a]? —2|a||b] cos v+ |b]* = |c|?.
(b) Nem: csak annyi kovetkemk hogy a L b—c¢, pl. cLa ~» a-b=a-(c+b).

3 3
1\" 1 1\"
2. Hatérozza meg a kovetkezd hatarértékeket! a) lim (1 + 3> b) lim (3 + 3>
n—so00 n n—->00 n
MO.
2

3 2
1 n 1 n n ) n
a) oo, mert végiil [ 1+ — =({1+-— 2(5@) — 00
3n 3n
1
hisz persze ( ) e >v2>1

3n
1 2\"
o) <(3) —0

3. Legyen f(z) =22, g(x) = % . Mutassa meg, hogy f egyenletesen folytonos a [0,1], mig g az [1,00)
intervallumon! Igaz—e, hogy f egyenletesen folytonos a (0,1) intervallumon ?

MO. f [0,1]-en: Heine és persze (0,1)—en is mert egyenletes folytonossdg a részhalmazokra 6roklédik,
hisz adott e-hoz nyilvan ott is j6 lesz az a §, amelyik az egész halmazon j6. g [1,00]-en: deriviltja

1
korldtos: |f'(z)| = ‘ 5
x

00\*—‘

b) 0, mert végiil (

<1 haz>1.

4. Hatérozza meg a lin(l)+ Vo Inz hatdrértéket!

1 =
MO. V7 Inz = =& ~ — = = -2y ——0,
Vi oV et

VAGY: y = /z helyettesitéssel: vz Inz = ylny® = 2ylny o 0
y;}
5. Legyen f(z)=a%cosZ; ha x#0 és f(0) = 0. Létezik—e, és ha igen folytonos—e az f fiiggvény
derivaltja az origéban 7
x)— f(0 x> cos % 1
MO. Létezik, f'(0) =0, mert f(@) = f(0) = 22 — 22 cos P 0 hisz egy korlatos és egy 0—
T X X Tr—
hoz tarté szorzatanak 0 a hatérértéke, de nem folytonos, mert ha x # 0, akkor
f'(z) = 32?% cos I% + % sin I% , aminek persze nincs hatarértéke az origéban, hiszen az els6 tagnak, mint
egy korlatos és egy 0-hoz tart6 szorzatdanak 0 a hatérértéke, mig a masodik tagnak persze nincs hatarértéke
1

N ey

és igy a kett6 Osszegének sem lehet hatarértéke itt.

6. / sinx 2
1+cosz

3
MO./ ﬂdx:—ln\l—l—cos:d =In2—-Inl=1In?2
o l-+cosx 0

az origéban (pl. Atviteli elvvel z,, = esetén f'(x,) —— 0, f'(yn) ——— o0)
n—aoo n—:oo



