2. Zarthelyi megoldasokkal 1994 sz

1. Igaz—e, hogy
a) zart, korlatos intervallumon minden fiiggvény korldtos és felveszi a minimumat és a maximumat,
b) korldtos intervallumon minden korldtos fliggvény felveszi a minimumdt és a maximumat,
¢) nem korldtos intervallumon minden korldtos folytonos fiiggvény felveszi a minimumét vagy a maxi-
mumét ?
MO a) Nem: pl. f(z) =1 ha z # 0, f(0) =0 a [—1, 1] intervallumon nem korldtos és nem veszi fel sem
minimumat sem maximumaét.
b) Nem: pl. f(z) = a (—1,1) intervallumon nem veszi fel sem minimumdt sem maximumét.
¢) Nem: pl. f(z)=sinz-(1—e ") a [0,00)-n nem veszi fel sem minimum&t sem maximumat.
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3. Folytonos-e az f(x) = e ¢® fliggvény az x = 0 pontban ? Ha nem, milyen tipust szakaddsa van ?
1 y
MO Nem, ugrésa van : 1iIr(1)+f(x) =0#£1= liH(l) f(z) mert pl. lin})Jr e = lim e = lim e =0.
r—> z—0— T—> Yy—00 Z—>—00
4. Legyen f(x) = a” és © > 0. Hatédrozza meg f'(x) értékét !
MO f(z) =e*"% f'(z) = (Inx+1)-e*"% = (Inz + 1) - 2*.

5. Hol derivalhatéak az alabbi fiiggvények 7 Ahol derivalhatdak, szamitsa ki a derivaltakat !

2) f(@) = - [z

b) g(z) = -sinl haz #0, g(0)=0.

MO a) Mindeniitt : ha z > 0, akkor f(z) = 2%, {gy f/(x) = 2x; ha z < 0, akkor f(z) = —a?, tehét
f'(z) = —2, és ha = = 0, alkkor lima, o {OED=IO — jipy,, 5 = A2I2r20
tehat f/(0) = 0.

b) R\{0}-n azaz az orig6t6l megfosztott szdmegyenesen g derivalhaté fiiggvényekbdl épiil fel alapmiiveletekkel
és Osszetett fliggvényképzés segitségével, melyekre a derivdlhatosag invaridns, tehat itt g derivalhaté. De

04+ Az)—g(0) Az-sin —0 1
x = 0—ban nem, mert 90+ Ax) 9(0) = Az = sin s és sin ﬁfnek nem létezik hatarértéke
x

= lima,—0 |Az| =0,

x Az
x = 0-ban, hiszen z = 0 minden kdrnyezetében felvesz minden -1 és 1 kozé esd értéket.

6. Allapitsa meg, hogy létezik-e és ha igen mekkora az f () = z - e~ fiiggvény suprémuma a [0, 00)
intervallumon !

MO f'(z) = e ® —x-e % =e (1 —x). Igy f/ @ <1 esetén pozitiv és x > 1 esetén negativ, tehat
a [0, 1] intervallumon f szigorian monoton névekedd, az [1, 00| intervallumon pedig szigorian monoton
csokkend, igy az x = 1 pontbeli értéke az intervallumbeli abszolit maximuma, azaz

s f(a) = max fla) = (1) ="

z€[0,00) ze|0,00

7. Igaz-e, hogy
a) ha valamely H halmazon két fiiggvény derivaltjai megegyeznek, akkor itt a két fiiggvény is megegyezik
b) ha f és g két mindeniitt derivalhaté fliggvények, és f'(x) < ¢'(x) minden valés x—re, akkor fenndll,
hogy f(x) < g(z) minden valds z-re ?

¢) ha valamely [a,b] intervallum esetén f'(r) = 0 minden = € [a,b] , akkor f konstans ezen az intervallu-
mon 7

MO a) Nem: pl. H = (0,00) ~ N (azaz H az 0sszes pozitiv valés a természetes szamok kivételével),
f(z) = [z] minden & € H-ra (az egészrész fliggvény) és g(x) = 0 minden z € H-ra (az azonosan 0
fiiggvény). Ekkor f'(x) =0 = ¢’(z) minden x € H-ra, de persze f #¢g H-n.

b) Nem: pl. H = (0,00) f(z) = —1, g(z) = L. Ekkor persze f(z) < 0 < g(z) minden z € H-ra, pedig
¢ (z)=—-% <0< % = f'(z) minden z € H-ra.

¢) Igen, Lagrange-kozépértéktétellel tetszoleges x1,xo € [a,b] esetén van ¢ € (a,b), hogy

f'(e) =0, tehdt f(x1) = f(x2).

8. Készitsen véazlatos abrat az f(x) = z2-In z fiiggvényrdl a legfontosabb jellemzd értékek feltiintetésével !

f(@)—f(z2) _

(z1—z2)



2. Zarthelyi megoldasokkal 1995 6sz

1. Létezik-e az alabbi fliggvénynek jobb- ill. baloldali hatarértéke az x = O0-ban, és ha igen mi az értéke?
flz) =e ¥ -sin—
x

MO Igen, a Jobboldall hatarérték 0, mert |f(z)] < e"% — 0. Baloldali hatarérték nem létezik, mert

e w — 00 éssin L felvesz minden -1 és 1 kozé eso értéket az x = 0 minden kornyezetében, igy f(x) felvesz
minden valos erteket az x = 0 minden kornyezetében.

Vo +
2. L =
Szamitsa ki a kovetkezd hatdrértékeket | a) lim, o4 f(z) b) limy o0 f(2)
Va3 + Vab V241 Vaz+1 ) )
= == 5 = — , gy lim f(zx)=1 és lim f(x)= -
5Vadb+ Va2 54+ vVr 2 5vaZ+1l =0+ z—00
3. Legyenek a < b valés szdmok tetszolegesek. Igaz-e, hogy
a) minden [a, b]-n értelmezett f fiiggvény felvesz minden f(a) és f(b) kozotti értéket ;
b) minden [a, b]-n folytonos fiiggvény felvesz minden két fiiggvényértéke kozotti értéket ;
¢) minden (a,b)-n folytonos fiiggvény felvesz minden két fiiggvényértéke kozotti értéket ;
d) ha egy [a, b] — —n értelmezett f fliggvény felvesz minden f(a) és f(b) kozotti értéket, akkor f folytonos
[a,b]n?
MO a) nem: egészrész fiiggvény [0,2]-n. b), ¢) igaz: Bolzano-tétel kévetkezménye. d) nem: tortrész
fiiggvény [0, 3]-n.

MO. f(x) =

4. Egyenletesen folytonos-e az f(z) =« - sin% fiiggvény a (0,1) intervallumon ?

MO

Igen: legyen g(z) = f(x) ha x # 0és g(0) = 0. Ekkor g folytonos a [0,1] intervallumon, {gy itt
egyenletesen folytonos, tehdt egyenletesen folytonos ennek barmely részén, igy (0,1)—en is, ahol viszont
g = f, tehét f is egyenletesen folytonos (0,1)—en

5. Legyen c tetszoleges pozitiv valés.

lim z¢ - lnz =7
x—0+

MO

Inx 1

1 .
z¢-lnx = ~—2 _—=_"32°-0+ hax — 0+
r—¢ —cx—c1 c

6. Bizonyitsa be, hogy minden x > 0 esetén sinx > x — %3 !
MO

[F(a) = g(@)A(Va > a)(f'(a) < g'(a))] ~ (Y > a)(f(a) < g(a)),igy @ >0~ sin < ~> —z < —sine ~

x2 x3 .
1—?<cos:c«f>:u—€<smx.

7. Hény megolddsa van az aldbbi egyenletnek ? Ha van(nak) megoldds(ok), dllapitsa meg eldjelét(iiket) !
2* — 1082 +9=0

MO f(z) = 2* — 1082 + 9 ~ f'(z) = 42> — 108, f'(x) =0 iff 2 =3. Mivel f'(z) <0 hax <3 és

f'(z) >0 ha z > 3, {gy x = 3 az egyetlen szélsdértékhely. Tovabbd lim, o f(z) = lim,— o f(z) = o0,

és f(3) =81 —324+9 = —234. Kovetkezésképp f-nek van két gyoke, melyek mindegyike f(0) =9 > 0

miatt pozitiv.

8. Van-e olyan a (-1,1) imtervallumon derivalhat6 h fiiggvény, hogy h derivdltja (-1,1) - en az f vagy a
g fuggvény, ha

fl@)=121, g(z)=arctg haz#0 é [f(0)=g(0)=0.

MO Nincs. Darboux tétel miatt a derivaltak felveszik minden két értékiik kozotti Gsszes értéket. De
f(z) pl. [0,1] - en nem vesz fel egyetlen f(0) = 0 és f(1) = 1 kozotti értéket sem, (0,1)—en f értékei
mind nagyobbak 1 - nél. Hasonlé a helyzet g—vel, melynek = 0-ban ugrdsa van: [0,1]-en nem vesz fel
egyetlen f(0) =0 és f(1) = § kozotti értéket sem.
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1. a) Bizonyitsa be, hogy az f(z) = sin% figgvénynek nem létezik hatdrértéke az origéban !

b) Milyen tipusi szakaddsa van az f(x) = :Esin% fliggvénynek az origéban ? Valaszat indokolja !
MO a) Atviteli elvvel, mert ha z, = Flw és y, = m, akkor f(x,) = 0#1— f(yn).

b) Megsziintethetd, mert 0 < |zsin 1| < |z| — 0 ha  — 0, tehdt csenddrelvvel lim, o f(z) = 0.

2. Bizonyitsa be, hogy minden pozitiv x esetén 1 + x < e”.
MO Legyen f(z) =14z és g(z) =e*. Ekkor f(0)=1=g(0) és f'(z)=1<e®*=g'(z) ha x>0.

3.
lim z2e * =7

r—>00

MO L'Hospital al 22¢~% = & ~ 22 ~ 2 (),

er e’ e’

4. Egyenletesen folytonos-e az f(z) = e~? fliggvény az [0, 00) intervallumon ? Allitasat indokolja !
MO Igen, mert derivaltja, a —e~® korldtos itt, hiszen | — e=*| = e~® monoton csckken és e® = 1, tehat
|—e®| <1

5. Legyen f(x)=2% ésx > 0. f[f'(z)="
MO f(z) =e*® f'(z) = (Inz + 1) - e*% = (Inx + 1) - 2°.

6. Derivalhatéak-e az alabbi fliggvények az origéban? Ha igen, szamitsa ki a derivaltat, ha nem, magya-
rdzza meg, miért !

a) f(z) =x-|z| b)g(z)=1z+|z|
MO a) f derivalhat6, mert lima, o W = lima,——o W = lima,— o |Az| = 0, tehdt
f'(0) = 0. b) g nem derivdlhatd, mert egy az origéban derivdlhatd és egy itt nem derivdlhaté Osszege.
Valdban, feltéve indirekte, hogy ¢ derivalhaté itt, g(x) = x + |z|-bdl |z| = g(z) — = két itt derivdlhatd
kiilonbsége és mint ilyen derivalhato itt.

7. Legyen H C R tetszéleges nyilt halmaz és tegyiik fel, hogy f derivalhaté H—n. Igaz-e, hogy

a) Ha van olyan ¢ € R, hogy f(x) = ¢ minden x € H esetén, akkor f'(z) =0 minden 2 € H esetén ?
b) Ha f/(x) = 0 minden = € H esetén, akkor van olyan ¢ € R, hogy f(x) = ¢ minden x € H esetén ?
f(0+AAIgZ*f(0)

MO a) Igen, konstans derivéltja 0, mert ha f(z) = ¢, akkor lima,—0 = lima, 0 Kr =
limaz——00 =0, tehdt f/(0) =0.
b) Nem, a)-beli gondolatmenet megismételhet az f egészrész fliggvényre értelmezési tartomanyénak,

H = Do f—nek barmely bels6é pontjaban, igy ott derivaltja 0 és persze f nem konstans H-—n.

8. Invertdlhaté-e az f(z) = ze® fiiggvény értelmezési tartomanydn? Ha nem, adjon meg egy olyan
legh6vebb intervallumot, ahol invertalhatd!

MO Nem, mert f'(z) = (x+1)e* =0~ = -1 é f'(z) >0, haz > -1, f'(z) <0, ha
x < —1, tehdt lokdlis minimuma van z = —1-ben, I} = [—1,00)n [ szigordan monoton névd és
Iy = (—o0,—1]-en f szigorian monoton csokkend. a) Szigori monotonitdsbdl kozvetleniil kdvetkezik
a kolesonos egyértelmiiség, tehat f I1—en és Io—n invertdlhaté. b) Felhaszndlva, hogy intervallumon
folytonos fiiggvény esetén a szigori monotonitds sziikséges feltétele is az invertalhatésagnak, az adodik,
hogy sem az I;—nél sem az Is—nél bévebb intervallumokon f méar nem inverdlhatd, specidlisan értelmezési
tartomdnydn (az egész R—en) sem. (Ez egyébként a folytonos fiiggvények invertdlhatésdgdra vonatkozd
fenti feltétel helyett a Bolzano tételre valé hivatkozédssal is belathaté az alabbi mdédon. Legyen
Il = (-1,0) C I és yo = f(=1). Mivel egyrészt f*I} U f*Iy C (yo,0), mdsrészt (f(0) = 0 illetve
lim,_,_o f(z) = 0 miatt) Bolzano tétellel (yo,0) C f*I] és (y0,0) C f*Is, azt kapjuk, hogy f*I] =
= (yo,0) = f*I, tehédt f minden (yo,0)—beli értéket felvesz mind I} C I;—en mind Io—n. Kovetkezésképp
f egyetlen I;-nél ill. I5-nél b&vebb intervallumon sem kolcsénosen egyértelm(l, {gy nem invertdlhato.)
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1
1. lim arctg—sinz=07

r—00 €T

1 1 1
MO. 0 < |arctg — sin x| = |arctg —| - | sin 2| < |arctg —| ——— arctg0 =0
x x xr T—00

2. Rajzoljuk fel vézlatosan az aldbbi fiiggvényt a végtelenekben és a nem folytonossagi helyeken vett
(jobb- ill. baloldali) hatérértékek meghatarozédsa alapjan!

el/z

M@ ==
MO. lim f(z) =1+ (szdmldl6 1-nél nagyobb, mert a kitev6 pozitiv, nevezé 1-nél kisebb),

m}ig%i‘f(z) :::t007

lin(lH_f(x) = —oo (nevezd negativ) , liH(l) f(z) = —0 (nevezd negativ) |,
T— z—s0—

lim f(x) =—0 (szamlald pozitiv, nevez6 negativ) .
T —s—00

Masutt folytonos és és nincs gyokhelye.

3. Legyenek a < b valds szadmok tetszdlegesek. Igaz-e, hogy

a) minden [a, b]-n értelmezett fliggvény korldtos

b) minden [a, b]-n folytonos fiiggvény korlatos

¢) minden (a,b)-n folytonos fiiggvény korlatos

d) ha egy [a, b]—-értelmezett fliggvény korldtos, akkor folytonos is itt.

Vilaszait indokolja !

MO. a) Nem: f(z) =1 haz#0, f(0)=0, I =[0,1] b) Igaz: Weierstrass-tétel,
¢) Nem: f(z)=21,1=(0,1) d)Nem: f(z)=signz, I=[-1,1].

4. Hol derivalhaté az aldbbi fiiggvény?

f(x):x-sin%, haxz #0, f(0)=0

Ahol derivélhatd, ott adja meg derivaltat!
MO. Az origd kivételével mindeniitt, mert itt elemi fliggvény, az origéban nem, mert nem létezik a

lim w = lim sinﬁ.

—0 h h—s0

5. Van-e gyokhelye az alabbi fiiggvénynek, és ha van, akkor hany ?

f@)=2"4+2° +23+2+1

MO. Pontosan egy van, mert paratlan fokszamu polinomnak van gyokhelye és

f'(z) = 72% + 52* + 32 + 1 > 0 minden valds a-re,

igy az egész szamegyenesen szigoriian monoton névekedo.

6. Létezik-e olyan, a valés szdmok valamely H részhalmazén derivalhatd, ott szigortian pozitiv derivalttal
rendelkezo fliggvény, mely H—n nem szigoruan monoton néveked6? Ha igen adjon meg egy ilyet, ha nem
indokolja meg, hogy miért.

MO. Igen, pl. a tortrész fiiggvény, ha H = R \ Z, azaz az egészektsl megfosztott szamegyenes.
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1. Léteznek—e az aldbbi hatérértékek, és ha igen, mi az értékiik ?

1 1
a) lim sinz b) lim sin — ¢) lim —sinz d) lim zsin —
x

MO. )
7r
a) Nem, atviteli elvvel: lim sin7n =0, lim sin(4n+1)- =1 b) lim sin — = lim sinz =0
n—so00 'ri—voo 1 Tr——00 T x—0

mert sinx folytonos az x = 0-ban. ¢) 0 <|—sin z|=|—| |sin z| < || ——

) ) x x T a—oo
d) lim zsin — = lim —sinz =1

T—00 x z—0 T

2. Van-—e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, melynek nemfolytonosséagi helyei egy pontban torlédnak,
azaz valamely csupa kiilonbozé elembdl all6 (a,) konvergens sorozat esetén fenndll, hogy a fiiggvény
az r = an, n = 1,2,... pontokban nem folytonos, mindeniitt masutt folytonos? Van-e olyan fenti
tulajdonsagu fiiggvény, melynek nemfolytonossdgi helyein a hatarértéke végtelen 7

1
MO. Van, pl. ha f definiciéja a kovetkez&: f(x) =1 hax=— és f(xr) = 0 egyébként, akkor
n

1
ap = — 0. Van: ha f definicidja a kovetkez6: f(r) = —5 hax # P és f(x) =0 egyébként,
T

n mn—oo Sin %

1
akkor a, = — 0és lim f(z)=o00.
nm n—oo T——nT
3. Legyenek a < b valds szamok tetszdlegesek. Igaz-e, hogy
a) minden [a, b]-n értelmezett korlatos fiiggvény felveszi valamelyik szélséértékét
b) minden [a, b]n folytonos fiiggvény felveszi mindkét szélsGérértékét
¢) minden [a, 00)—n folytonos korldtos fliggvény felveszi valamelyik szélséértékét
d) ha egy [a, b]-értelmezett fiiggvény felveszi mindkét szélséérértékét, akkor folytonos is itt.
MO. a) Nem: f(z) =z ha -1<z <1, f(-1)=f(1)=0, I =[-1,1] b) Igaz: Weierstrass-tétel, c)
Nem: f(z) =sinz-(1 —e ?),I =[0,00) d) Nem: f(z)=signz, I =[-1,1].
4. Legyen f(x)=2?Inz haz >0 és f(0)=0. Folytonosill. derivdlhaté—e jobbrél f az origéban ?
Ha létezik, folytonos ill. derivalhaté—e itt jobbrdl a jobboldali derivéltja ?
f(O+h) - f(0)

. . _ . 2 _ _ . s z . ! _ . _
MO. Folytonos: mEI(lH_ f(x) = Illf)r(l)Jr x° Inxz = 0= f(0), derivalhaté: f (0) = hE}(l)Jr —

= lim hlnh =0, tovdbb4 a derivalt jobbrdl folytonos: ha z > 0, akkor f'(z) =2z Inz + z* -

—0+
"0+ h)—f.(0
=2z Inz+a —— 0= f,(0). Végiil a derivalt mar nem derivélhaté jobbrél: lim FO0+h) = £2(0) =

8

z—0+ h—s0+4 h
2h Inh + h
= lim niJr: lim 2lnh+1=-00.
h—s0+ h h—0+

2
5. Bizonyitsa be, hogy minden x > 0 esetén cosz > 1 — % .
2
MO. cos0=0=1— % , (cosz) = —sinz > —x = (177”2—2)’ haz >0, mert sinz <z ha >0
=0

hisz sin0 =0 és (sinz) =cosz <1=(z) .

6. Van-—e lokalis szélséértékhelye, és ha igen hol, a kovetkezd fiiggvénynek ?
f(x) = 22° + 425 + 623 + 8z + 10

MO. Nincs: mindeniitt derivdlhaté és f'(z) = 182% + 202 + 1822 +8 > 8 > 0 minden zre.



