1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998 nyér 1. évf. 13.-18.tk.

e} oo
1 1
1. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok? Vélaszat indokolja! a) E tg — b) g arctg —
n n

n=1 n=1

1 1
MO. a) ~ 5 konvergens, b) ~ o divergens.

2. a) Bizonyitsa be, hogy az f,(x) sorozat egyenletesen konvergens az [1, 2] intervallumon!

2
n
b) L ———dr =7
)nﬂloo/l 1+ n2e3 &
n

MO. a) n@mf,b(x) annmm =0 haz>1 ~ ry(x) = fu(r) haax >1  ésigy

1 4+ n2g3

|rn(2)] = | fr(z)] < n:x?’ < o 0 hax >1. b) a)val alimes és az integrédl felcserélhetd, tehdt

2

n@wm = 0 miatt n@m . mdm = 0.
2 2 2
3. Legyen A= -1 —1 1 |. Adja megaz A x =0 egyenlet Gsszes megoldasat!
a -1 -2 2 S
2 2 2
MO. Gauss—elimindcié utdn A ~ 0 —1 3 |, tehat A oszlopai lin. fliggetlenek, az egyetlen
0 0 2

megoldas a trivalis 0

4. Oldja meg az y' + 2xy = z differencidlegyenletet!

2

d
MO. A homogén: ¥y + 2zy = 0 ~» /—y :—/Qxdac ~ Inly|=—2%4+c ~ y=ce ™ , vagyis a
Y

homogén altalanos megoldasa: yps = ce™® . Az inhomogén az allanddék varidlasaval: y = c(x)eiﬁ ~
~ e —2mee™ 4 2ce™ =3~ de T =a~ =xe® ~ o= /xem2 dx = 56“32 ~
1 1 .
~ oy = iexzeﬂ”2 =3 Igy az inhomogén egy partikuldris megolddsa: y;), = 3 amivel az inhomogén
1
altalanos megoldasa: yis = Yng + Yip = 3 + ce™® .
5. Hatdrozza meg az f(x,y) = v* + y? — 322 fiiggvény lokélis szélséértékhelyeit !
MO. grad f(z,y) = (42% — 32,2y) =0 ~ z =2,y =0. A mésodik parcidlisok martixa:
1222 . P Sons g . ..
A= ( Ox g , ennek determindnsa P = (2,0)-ban 96 > 0, {gy itt van széls6értéke, és ez minimum,

mert itt fp, =48 > 0.

6. LegyenT:{(x,y):x§y§2—x,x20}.//xyda:dy =7
T

1 r2-z 1 /1 1 23 1 1
MO.//xydmdy :/ / zy dy dx :f/ 33((2—36)2—:52) dx:/ 20 — 2% de = 2% —2—| = .
T 0 Ja 2 Jo 0 3lp 3



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998 nyér 1. évf. 13.-18.tk.

1. Konvergensek-e az aldbbi improprius integralok ? Vélaszat indokolja!

a) /2 ! dx b) /00 ! d
1 zln’z v 5 2%lnz *
1 1

1 1 1 1 <1
MO. a) Nem: /wa:_li és A lim — , b) Igen: |m|<——2 ha x > 2 és 3/2 ﬁdx.

rIn“x ne r——11lnzx ~“In2z

2. Legyen minden valés z—re F(z) = / e~ dt. Szamitsa ki az F(-1), F(0) és F(1) értékeket 1 %-os
0

pontossaggal!
o0

T © 9\ 0o 1
MO. e z =0 koriili Taylor-sora alapjan : F(z) = / Z ( x') dx = Z(—l)”—'/ " dr =
0 — n: 0 n:Jo

0 2n+1
x
= E (-1)" m , hiszen az integrélas és a hataratmenet felcserélheto, tekintve, hogy a szébanforgd
n n!
n=0

=* minden valds x-re), igy barmely korldtos inter-

(oo}

hatvanysor mindeniitt konvergens (6sszegfiiggvénye: e~

1
vallumon egyenletesen is konvergens. Koévetkezésképp, F(1) = E (—1)"—————, ami nyilvan Leibniz
o (2n + 1)n!
1
tipust, igy a hiba nem nagyobb, mint az elsé elhagyott tag abszolit értéke: |r,| < ———— <1072 ~»

(2n+ 1)n! —
~ (2n+1)n! > 100 ~ n>4 ~ F(1)~1—-1+ & — L =20 ~0.743. Nyilvdan F(0) = 0 és, mivel
e~ péros, F(—1) = F(1) ~ 0.743.
3. Mely a és b valds szdmokra lesz az aldbbi egyenletrendszernek a) nulla, b) egy, c) végtelen sok
megoldasa ?

r+2y+2z = 1
—x—y+z = 3
—r—4y+4+az = Db
1 2 2 1
MO. A kib&vitett métrix Gauss-eliminacié utan: 0 1 3 4 , tehat egy megoldds van ha

0 0 a+8 b+9
a # —8, b # —9, végtelen sok megoldds van ha a = —8, b = —9, végiil nincs megoldas ha a = —8,

b#£ 9.

1 -1 0
4. Vannak-e R3-nak olyan e és f bézisai, hogy 1 of = 2 —2 1 |, ahol I az identitasoperator?
0 -1 2
Ha igen, adjon meg ilyen bazisokat!
1 -1 0
MO. Igen, az adott matrix regularis, mert Gauss-eliminacié utan: 0 -1 2 |.PL ha f R?
0 0 1

szokdsos béazisa, akkor e a matrix oszlopvektoraibdl all6 rendszer, hisz az operator matrixanak definicidja
alapjén: ief = (&f) = (gf)
xy

5. Hol derivélhaté a kovetkezd f fiiggvény? Az origén kiviil f(z,y) = -—— ¢é  f(0,0)=0.
x

MO. Mindeniitt az origé kivételével, mert itt derivalhaté fiiggvényekbol van a derivalast megtarté médon
1
Osszerakva, mig az origéban még csak nem is folytonos, hisz limO f(z,0)=0+# 3= lim0 flz,z).
Tr— Tr—
6. Keresse meg az meg az f(x,y) = zy fiiggvény abszolit szélséértékhelyeit a K = {(z,y) : 22 +y* < 1}

korlapon és allapitsa meg a széls6értékeket!
MO.

gradf = (y,z) = 0 iff =z =y = 0. Itt Jaw  foy = ‘ 0 11 _ —2 < 0 igy K belsejében
nincs szélséérték. A hataron poldrhelyettesités utdn : g(¢) = f(rcosep,rsing)|,_; = cospsing =

__ sin2¢

=22 /() =cos2p =0 ~ ¢ =T Ezek a szélséértékhelyek, g(+7) = +1, ezek a széls6értékek.

2



3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998 nyér 1. évf. 13.-18.tk.

1. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok? Vélaszat indokolja!

T 1 1 1 1 1 1 1 1
Im ) (2 —)4+(2—=2). b) mdoqod—t. .
a) A=)+ 3-pP+E - ) stitgtst L

MO. a) Igen: a zardjelek elhagydsdval keletkezd altarnalé harménikus sor konvergens. b) Nem: 3 + 1 + 5 + 3 +...=
1 1 1

= 5(1 + 3 + 3 + 1 +...), mely a divergens harménikus sor konstansszorosaként divergens.

x n
T
2. Hol konvergens és hol egyenletesen konvergens a E — fliggvénysor ?
n!

n=0
MO. A sor az e® Taylor-sora, mely mindeniitt eléallitja a fliggvényt, tehat mindeniitt konvergens,

fgy lévén hatvénysor, minden véges intervallumon egyenletesen konvergens (VAGY: minden korldtos
e n

[- K, K] intervallumon majoralhaté a konvergens Z — numerikus sorral (ez utébbi konvergencidja a
n!

n=0

Kntl nl K
hanyadoskritériummal: ——— - — = — — 0 < 1 addédik), igy itt Weierstrass-kritériummal egyen-
(n+1! K™ n
mn
letesen konvergens.) e nem egyenletesen konvergens az egész szdmegyenesen mert mér az f,(z) = —
n!
nn
fv. sorozat sem az, hisz az a,, = n — 00 sorozat mentén r,(a,) = fn(a,) = — —— #0.
n!
3. Adja meg az aldbbi egyenletrendszer Gsszes megoldasét!
T+2y+2z =
—r—y+z = 3
—r—4y—8z = -9 1 0 —4 -7
MO. Gauss-eliminédcié utan az egyenletrendszer bévitett matrixa: 01 3 4 , igy
00 0 O
r=—-7—4c,y=4+3c,z=—c, ceR.
4. Hatdrozza meg R?-en az y = —x egyenesre val6 tiikrozés operdtordnak métrixat az (i + j,i — j)

bézisban, ahol i = (1,0), 7 =1(0,1),!

MO. Legyen T a tiikrézés operatora. Ekkor T'(i+j) = —(i+j), T(i—j) =i—j, tehdt T = ( _01 (1) ) .

5. Szamitsa ki az aldbbi hatarértékeket, ha léteznek!

. . Tty . .z

a lim sin b lim T+ y)sin ———

) (@y)—(00  z%+y? ) <x,y>ﬁ<o,o>( v)sin oy y?

1 1

MO. a) Nem létezik: dtviteli elvvel adddik abbdl, hogy az f(xz,y) = sin ;2:7132 ) Tn = 5 z, = (s r
s . Tty Tty

16lésekkel f(2,0) =0 — 0, f(z/,0)=1—1, b) 1 LY 0 mert 2Ty
jelolésekkel f(x,,0) — 0, f(,0) — ) (z,y)in(o,o)(x + y) sin iy mer ’(m + y) sin 7

<l|lzr+yl—0.

6. Hatdrozza meg az y = 23 és az y = /v gorbék altal hatdrolt sikidom teriiletét!
1

MOT—/l/%dd—/lsf Bgr = g3 Lpa 23 11
. —O - y.’l?—o x T $—4LIJ 43}0—4 4_2



4. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998 nyér 1. évf. 13.-18.tk.

n
1. Hol konvergens és hol egyenletesen konvergens az f,(x) = x—' fliggvénysorozat?
n

MO. f,(z) — 0 minden valés z—re, tovabba egyenletesen konvergens minden [— K, K] intervallumon,
n—-aoo
n
mert itt |, ()] = |fn(2)| £ — ——— 0. De nem egyenletesen konvergens az egész szdmegyenesen
n!

n—m~ao n
n
mert az a,, = n — 0o sorozat mentén r,(a,) = fn(a,) = — X #0.
n!
e’ —1

2. Legyen f(x) = az origén kiviil és f(0) = 1. Adja meg az f(0) értékét, ha létezik!

2
MO. ¢* Taylor sora alapjan f(z) =1+ z + L ... mindeniitt konvergens hatvanysor hatarfliggvénye,

igy mindeniitt akarhanyszor derivalhaté és Taylor sora az 6t el6allité hatvanysor. Kovetkezésképp,

" 0 2 1
S70) 2( )x2 = %, amibél f”(0) = 3
3. Legyen e; = (1,2,0), e2 = (—1,—-2,—1), e3 = (0,1,2). Dontse, el, hogy bézisa-e az e = (eq, 2, e3)

vektorrendszer R? -nak és ha igen, hatdrozza meg a szokdsos bazisrél e-re valé dttérés matrixat!

1 -1 0
MO. Igen, linearisan fliggetlenek, ha s a szokdsos bazis, akkor Ios = [ 2 -2 1 , az attérés matrixa
o 0 -1 2
-3 2 -1
ennek inverze: Iy, = I+ = -4 2 -1
- -2 1 0

4. Oldja meg az y" — 4y’ + 4y = e** differencidlegyenletet !

MO. 1) A karakterisztikus polinomnak egyetlen kett&s gyoke a A =2, igy a homogén egyenlet dlaldnos
megoldésa: yng = c1€%* + coze®® . 2) Az inhomogén egy partikuldris megolddsat y = Ae*® alakban
keressiik (az dltaldnos e® (p(x) sinbx + ¢(x) cosbr) alakban a =4, b =0, p(x) =1, q(z) = 0, igy, mivel
az a+bj = 4 nem gyoke a karakterisztikus polinomnak, m = 0, azaz x™e® (P(x)sinbx + Q(x) cosbx) =
=% A). Ezzel tehdt y = Ae?® |y = 4A4e** |y = 16Ae*™ | amit az erdeti egyenletbe visszahelyettesitve
azt kapjuk, hogy e** A(16 — 16 +4) = e** . Ebbél A = % , tehdt az inhomogén egy partikuldris megoldasa

1
Yip = ie‘l’” , amivel az inhomogén altalanos megolddsa: yis = Yng + Yip = 1% + core®® + 164'"’3 .
5. Szdmitsa ki a kovetkezd fliggvények hatérérékét a P = (1,1) pontban, amennyiben ez létezik!
—1
Eljarasat indokolja!  f(z,y) = xzmif_lyQ , glx,y) = ;57_% .
MO. a) Az f(z,y) = % fiiggvény a P = (1,1) pontban folytonos, mert folytonmossdgmegorz6
22 +y
1 1

médon van Gsszerakva ilyenekbél, igy  lim  f(x,y) = f(P) == b) Az f(z,y) = 27" esetén nem

z,y)— P 2 2 — y2
P . r—1 1 1 1-1
létezik a (:C,y)th(M)f(:z:,y)7 mert f(z,1) = e et de f(1,y) = i 0 p— 0.

6. Szamitsa ki annak a tetraédernek a térfogatdt, melyet az x + y 4+ z = 1 sik és a koordinatasikok
hatarolnak!

1 1—x l—z—y 1 1—x 1 y2
MO.V:// / dzdydx:/ / (1fxfy)dydx:/(yfyx+f)
o Jo 0 o Jo 0 2
1 1 14"

! ) 11, 1
z/o(§—a:+§x)dx=(§x—§x +6x3) =

x

1—
dr =
0

0 6 .



5. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998 nyér 1. évf. 13.-18.tk.

(oo} oo

’ 271 277,
1. Atrendezhetdek-e az alabbi sorok plusz végtelenbe divergdlé sorokka? a) Y = b) Y (-1)"=;
= nl — n!
=2, 2+l )
MO. Nem, mert abszolit konvergensek, hiszen Z — = ¢” (vagy hdnyadoskritériummal ———— - — =
— nl (n+1)! 27

= _Qi_ 1 0 < 1 miatt) a) konvergens, igy pozitiv tagi lévén abszolit konvergens és vele természetesen
b) is az.
2. Legyen minden n € N esetén
-1 ha -1<z<1/n
fa(@)=<¢ nz ha —1/n<z<l/n
1 ha 1/n<z<1
a) Igaz-e, hogy az (f,,(x)) sorozat egyenletesen konvergens a [—1, 1] intervallumon?

b) Igaz-e, hogy minden z € R esetén

1 1
lim n dx = lim f, dx 7
u@yda= [t (o) do

n—oo J_ | n—oo

2. Mutassa meg, hogy az f,(z) = — fliggvénysorozat nem egyenletesen konvergens az egész valds
szdmegyenesen! Mutasson példdt olyan fiiggvénysorozatra — ha létezik ilyen — mely az egész valds
szamegyenesen egyenletesen konvergens!

n
MO. a) Tetszbleges valds z—rte fr(x) — 0, igy |rn(z)] = |fn(2)] és fu(n) = % — 00 (4 0).

b) Példul f,(z) = x + e esetén, tetszBleges valés z-te fo(z) — x, igy |rp(az)] = ™ , azaz
tetszoleges (r,) C R esetén rp(z,) = e — 0.
1 2 2
3. Legyen A = -1 -1 1 . Adjon meg két kiilonb6z6 héromelemii oszlopvektort, x és y-t,
o -1 -4 -8 T
1
ha vannak ilyenek, hogy A-x = 3 =A-y legyen!
-9 =
1
MO. A b= 3 jeloléssel megoldandd az A - x = b egyenlet. Az egyenletrendszer métrixa Gauss
-9
1 0 -4 -7 -7 —4
elimindcié utdn: A = 01 3 4 , tehat x = 4 és példaul a zp = 3 € KerA
a 00 0 0 a 0 - -1 a
—11 -3
jeloléssel y = x + 20 = 7 vagy y =& — 20 = 1
- -1 - 1
4. Hatarozza meg R3-on a z tengely koriili +90°-os forgatds szokdsos bézisbeli métrixdnak 1999-edik

hatvanyat!
MO. Legyen a pozitiv 90°—os forgatas operdtora P, a negativ 90°—os forgatds operatora N és az identitds

I. Nyilvin P* =1, gy P19 = (PH)™". P3 = [49. P3 = | . P3 = P3 = N, tehdt P19 = P19 =
0O 1 0
=N =1| -1 0 0 |,ahol s=(ij,k) aszokdsos bdzis, hiszen Ni=—j, Nj=i, Nk=k.
- 0 0 1
5. Van-e lokdlis minimuma és lokdlis maximuma az f(x,y) = e~ (@) fiiggvénynek a
K = {(z,y) : 22 + y?> < 1} korlapon ? Ha igen, hatdrozza meg ezek helyét és értékét!
MO. Lokélis maximum az origéban, értéke e® = 1, lokélis minimum nincs, mert a fiiggény K-beli

minimum&t K hataran veszi fel, hiszen poldrkoordinatas helyettesitéssel: f(r) = e (r > 0) r—ben
szigorian monoton csokkend, azaz K-beli maximumat » = 0-ban, az origéban, tehat K belsejében veszi
fel, ami igy lokalis maximum, mig K—beli minimumat ott, ahol K—ban r maximum, azaz barmely olyan
pontban, ahol r = 2% 4+ y? = 1, vagyis K peremén.

6. Szamitsa ki az 22 + y? = 4 egyenlet{i henger azon darabjanak térfogatat, mely az z+y+2z =8 ésa
z =0 sikok k6zé esik!



8—z—y
MO. Legyen K a henger alapkorlapja. Hengerkoordinatakkal: V = / / ( / ) dx dy =

27 8—1cos p—rsin @ 2w 2
/ / / rdzdrdgo / / —rcosp —rsinp)rdrde = / / 8r — 12 cosp — r’sin ) drdp =
/ 492 < oS +T S )
= r®— | = cosp+ —siny
0 3 3 0

persze a 8 magas henger térfogata, mert ennek ugyanakkora darabja van a z = 8 sik felett, mint alatt.
(Az dbrat ldsd a tuloldalon.)

8
dp = 16p — 3 (sinp — cos cp)’ =327 + 3(1 — 1) = 327, ami egyebként




6. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998 nyér 1. évf. 13.-18.tk.

0o n? 00 n
1 1
1. Konvergensek-e az kovetkezd numerikus sorok sorok? a) E (1 - ) b) E (1 + 2)
n n
n=1 n=1

n n2
~  végilis a," >2 ~ a, > V2>1 ~ an = 0.

1\" 1 1\"
MO. a) Igen, gyokkritériummal {/a, = (1 — ) — — < 1. b) Nem a," = <1 + ) — e ~
e

x© n
2. Hatarozza meg a E —- hatvéanysor konvergenciasugarat és mutassa meg, hogy nem egyenletesen
n!
n=0
konvergens az egész konvergenciaintervallumén!

o0 n
X . ‘ ‘ . . .
MO. E — = e” minden valés z-re, tehdt a sor mindeniitt konvergens, azaz konvergenciasugara:
n

n=0
n

n
R=o00,deaz fp(z) = x—' jeloléssel f,(n) = n—' — 00 (4 0), tehdt (f,) és vele anx) nem egyen-
n! n!
letesen konvergens az egész szamegyenesen.

1 2 2

3. Legyen A = -1 =1 1 |. Mely a értékekre lesz az A - x = b egyenletnek minden hdromelem
-1 —4 a

b oszlopvektor esetén megoldasal

2
3 , tehdt a # —4.
+

1 2
MO. Gauss elimindci6 utdn: A ~ 0 3
0 0 4

a

4. Hatdrozza meg azt a vektort, mely az a = (1,2,3) € R? vektornak a z tengely koriili +90°-al valé
elforgatasaval keletkezik!

0 -1 0 1 -2
MO. 1 0 0 ]-1 2 |= 1 , mert ez a matrix a forgatds operatoranak métrixa és ez az
0 0 1 3 3

oszlopvektor az adott vektor oszlopvektora (a szokdsos bdzisban).

3_ .3

5 Legyen f(z,y) = x2 +y2 az origén kiviil, f(0,0) = 0. Hatdrozzuk meg [ parcidlis derivaltjait az
T Y

origéban!

MO. f(z,0) = x minden z—re ~ f.(0,0) = f'(z,0) = 1, f(0,y) = —y minden y—ra -~

~ fy(0,0) = f'(0,y) = —1.

sinx

1,1
6. Az integralasi sorrend megcserélésével szamitsuk ki az / / dz dy értékét!
0 Jy

" L
d;n:/ sinzdr=1-—cosl.
0 0

MO, /1/1 sinxdzdy:/l/z sinxdydx: /1 sinxy ’
0o Jy < oJo Z o <




1. Vizsgazarthelyi
1999 nyar I.évf. 13.-18.tk.

oo

1 — 1
1. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok ? a) Z n - sin 3 b) Z n-cos g

1
MO. a) Konvergens mert n - sin — ~ -
n n
1 1
b) Divergens mert lim cos — = 1 miatt n-cos — > n- = elegendéen nagy n—ekre.
n—oo 7’1,3 n 2

1
2. Hatérozza meg az / e~ * dx értékét 0.01-nél kisebb hibaval!
0

: ., () (=)’
MO. e® Taylor-soréabdl: e™ =1 —z° + 51 + 3l F..., tehdt
1 3 5 7 r 1
2 T T T 2 1 1 1
e P der=1—— — +... |, azaz e P de=1—--+—————=+.... Azels6 4
/0 3+2'5 3.7 0 /0 3+2'5 37
tag osszege % = 0. 7428 ., és a sor Leibniz lévén a hiba az elsé elhagyott tag abszolut értéke, azaz
[H| < 4' 9~ 249 < W
3. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert !
r—y—z+w = 1
TH+2y+z—w = -2
3r+z+2w = 1
10 0 3 3
MO. Gauss—eliminacié utdn az egyenletrendszer matrixa: 01 0 -1 —1 ], tehat
o0 1 %+ 4
. ” . 1 1
a megoldsok (c tetszdleges valés): x = 3 +c- 3 Y= —1—¢c, z= ~3 +c- 7 w=-c.
4. Legyen e = (i,j) a sk szokdsos bézisa, f = (i + j,7 — j). Hatdrozza meg a sikon az e-rdl f-re vald
attérés matrixat és az y = —x egyenesre valé tiikrozés matrixat f-ben kétféleképpen: a) kozvetleniil

f-ben és b) az operator e—beli métrixdbol az dttérés métrixa segitségével!

wr . (0 -1 1 1 - 1 1 1
MO. Legyen a tiikrozés operdtora A. ée— (_1 0)7 Ife ( 1 _1) Tef_zfe _2.< . _1>,

A-T -A T (‘1 0>=( —(i+4), (i—j)f)z(A(iﬂ')f A(i—j)f).

=f —eof Ze —=fe 0 1

5. Hatdrozza meg az f(z,y) = 23 + y? — 3zy fiiggvény maximumat és minimumét az N négyzeten,
melynek cstcsai a (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) pontok!

MO. grad f = (322 —3y,2y—3x) (OO) =yy=3r~3r=2>var=0vagyz =3~
~x =0,y =0, vagy z = 3,y = 7, tehdt gradf = (0,0) a P = (0,0),P, = (3,9) pontokban,
Py hatérpont, P, nincs N-ben. A hatéarokon: fi(z) = f(z,0) = 2® ~ f{(z) = 0 ha x = 0, ez sarok,

) ):y '\’)f:}( )*Oha

fa(z) = f(x,1) = =23 -3z +1~ fi(x) =0 hax = 1, szintén sarok, f3(y) = f(
y = 0, megint sarok és végiil f4(y) = f(1,y) =y?> —3y+1~ fi(y) =0hay=
Tehét megnézendbek még a sarkok: f(0,0) =0, f(0,1) = 1, f(1,0) =1 f(
max(, ey f =1, ming ey f=—1.

Y
2, ez nincs a négyzeten.
= —1. Kovetkezésképp:

6.. Legyen K az egységsugaru origékozépponti kor x tengely feletti fele. / / Pydedy = 7
K

T 1 ™ 1
MO. Polarkoordinatakkal: / / r?cos?p rsing rdr dp = / / rtcos?e sing dr dp =
) 0 ) o Jo

o 157

rd 1 cos® pl|™
5 o

™ ) )
: cos“psinp dp = ——
/0 5 3




2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999 nyér 1. évf. 13.-18.tk.

1. Konvergensek—e az alabbi improprius integralok ?

< 1 ° cosx
a)/l J;smﬁdx b)/1 2 dx

1 1
MO. a) Divergens mert xsin — ~ —. b) Konvergens mert ‘cosz‘ < —.
2 22 2
< (100)
n=1
=0 L
MO. A sor hatvdnysor, konvergenciaintervallumdnak belseje a (—1,1) intervallum (limVn? =
N (n) 0 1
= lim(¥/n)? = 1). Ezért a sor sajat f osszegfiiggvényének (0 koriili) Taylor-sora, azaz ! '( ) =— ~
n! n

100! 100!

!
~ f(ﬂ)(()) = % minden n-re ~» f100) (0) = 1002~ 10%°

3. Legyen az A operdtor az y = x egyenesre valé tiikrozés a sikon. Hatarozza meg az A'%0 és az A101
operatorok sajatértékeit és sajatvektorait !

MO. A definiciéjabél A2 = I, tehdt minden péros hatvanya az identitds, minden paratlan hatvinya
onmaga, igy A'1%0 =1, A0l = A Kovetkezésképp A0 sajitvektora minden vektor az 1 sajatértékkel
és A0 sajatvektorai a tiikrozéséi, azaz az y = x egyenesbe es6 vektorok: c-(i+7), ¢ € R az 1 sajatértékkel
és az egyenesre merdleges vektorok: ¢- (i — j), ¢ € R a —1 sajétértékkel.

4. Oldja meg az y' + 3x%y = 22 differencidlegyenletet!
d

MO. A homogén: 3 + 322y =0 ~» /—y = 7/3992 dr ~ Inly|=—-24¢ ~ y= cefxs, vagyis a
Y

_IS

homogén &ltalanos megoldéasa: ynq = ce=" . Az inhomogén az allanddk varidlasaval: y = c(z)e ~>

! ! = ! 3 3 3
~ dem™ = 3x%ce™™ 4 3x%ce™™ =2? ~ dem =1 ~ ¢ =a2%" ~ c(z) = [ 2%e” dm:§e“E ~

1 . 1
~ y=-¢c"¢ ¥ _ 3 Igy az inhomogén egy partikuldris megoldésa: y;, = 3 amivel az inhomogén
3

1
altaldnos megolddsa: Yig = Yng + Yip = 3 +ce” " .

2
5. Hol derivdlhat6 a kovetkezd f fliggvény? Az origén kivill  f(x,y) = % és  f(0,0)=0.

T Yy
MO. Mindeniitt az origé kivételével, mert itt derivalhaté fiiggvényekbdl van a derivalast megtarté médon

Osszerakva, mig az origéban nem, mert f(z,0) = f(0,y) = 0 miatt nyilvan f,(0,0) = f,(0,0) =0 és

0+ h,0+Ek)— f(0,0) —(0,0) - (h,k h2k
az FO+h,0+k) - 1(0,0) = (0,0) - (h, k) = 575 figgvénynek nincs az origéban hatérértéke: a
Vh? + k2 (h2 + Kk2)%
. ) , 1 V2
tengelyek mentén: f(h,0) = f(0,k) = 0, mig pl. a h = k egyenes mentén: f(h,h) = =— #0.

23/2 4

1
6. Legyen T'az y = —, y =2z, y= — egyenletl gorbék altal hatarolt sitkidom. // rdydr =7
€ T

1 g 2 1 1 2
' 1 1 2
MO.//;vdyd:c:/2 zdyd:c+// xdydx:/2—5x2da:+/ <1x2) dz:EJr—?:l
T 0 Jig 1 Jig o 4 1 4 32 32

4

o R

8




3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999 nyar I.évf. 13.-18.tk.

1. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok ?

> on <~
a) ; - b) ;ne

MO. a) Nem: % — 00, b)Igen: nde " — 0~ ne "< % elég nagy n—ekre.

2.t ()" =2

MO. e* Taylor-sorabdl: €™ =1+ a7 + (x;l)Q * (x;l)g et (x523|50 + ..., tehdt az f(z) = ™ jeloléssel
az 2190 egyiitthatéja: % = % ~ f(loo)(O) = %0" Mivel f mindentitt akarhanyszor derivalhato,
tehat minden derivéltja is mindeniitt folytonos, adédik, hogy'iggrfuooHaﬂ::lfuom(O):: %g?;.

3. Legyen e; = (1,2,0), e2 = (—1,-2,—1), v = (0,1,2). Keressen egy olyan e3 € R3 vektort, melyre
az e = (ey, ea, e3) vektorrendszer bazisa R? -nak és adja meg ebben a bézisban a v oszlopvektorat !

1 -1 a O 1 0 a—c —2
MO.Az| 2 -2 b 1 maéatrix Gauss-eliminédcié utan: 0 1 —c =2 tehat ha b—2a # 0,
0 -1 ¢ 2 0 0 b—2a 1
példdul a = ¢ =0 és b =1, akkor az utolsé oszlop lin. fgtlen, azaz az e3 = (0,1,0) vektor megfeleled és
—2
a v oszlopvektora az e = (e, ea, e3) bazisban: | —2
1

4. Legyen az A operator a sikon az x tengelyre, a B pedig az y tengelyre val6 vetités. Hatarozza meg a
kovetkezd operdtorok magterét: A, A2, A+B, A—-B, A -B.

MO. Definiciéjukb6l A = A? és Ker A a j tengely. Nyilvdin A + B = I az identitds, tehdt
Ker A+ B = {0} csak a 0-bdl 4ll, A - B = 0 a zérusoperdtor, melynek magtere az egész sik. Végiil,

mivel az operdtorok szokédsos bdzisbeli matrixai: A = ( é 8 > , B= < 8 (1) > . Ezekbdl

A-B=A-B= ( 01 ), ami reguldris, tehat magtere megintcsak csupan a 0-bdl all.
5. Allapitsa meg, hogy létezik—e, és ha igen, akkor mennyi a lim

(2,9)—(0,0) Yy — T

MO. Nem létezik. Legyen f(x,y) = kA P tengely mentén: lirrb f(2,0) =0, mig az y = x + 2°
y—a 2—
2 2, .3
gorbe mentén: lim f(z,z + 2?) = m(a:—;x ) _— —Zx =142z ——1#0.
x—0 T T z—0

6. Szdmitsa ki annak a véges siktartomanynak a teriiletét, melyet az y =1—22 ésaz y = 1 —23 gorbék
hatarolnak !

1 pl—a® 1 1 o
MO.T:/ / dydx:/ (1—2%—(1-2%) dydx:/ (22 — 23 dydr = | — — =
0 Ji-a? 0 0 3 4

|

12°

0




1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
2000 nyar I. évf. 13.-18.tk.

oo o0
1 1
1. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok? Vélaszat indokolja! a) E tg — b) E (arctg — )?
n n
n=1

1 1
MO. a) ~ — ~» divergens. b) ~ — ~» konvergens,
n n

l.n
2. Hatdrozza meg az f,(x) = — fliggvénysorozatsorozat T' konvergenciatartomanydt és mutassa meg,
n

hogy (f,) az egész T-n egyenletesen konvergens !

MO. T = [-1,1] hisz |f.(2)] =

n 1 n
m’§—>0 ha |z| <1 és fn(x)|:‘x‘—>oo ha |z] > 1
n n n

1
mert ekkor n < x™. Mésrészt, [z] <1 ~» |rp(z)| = |fo(2)] = r <——0 ha |z|<1.
n n

1 2 2 1
3. Legyen A= | -1 -1 1 2 | . Adjameg az A x = 0 egyenlet Gsszes megoldasét!
-1 -2 -2 -1

1 0 -4 -5 _;‘ _g
MO. Gauss—elimindciéval A~ 0 1 3 3 ~z=oa|l + co 0 (c1, c2 €R)
00 0 0 . o

4. Oldja meg az y' + 322y = z? differencidlegyenletet!
3

d
MO. A homogén: 3 + 322y =0 ~» /—y = —/3962 de ~ Inly|=—234+¢ ~ y=ce ™ , vagyis a
Y

3
.’IJ3

homogén &ltaldnos megoldédsa: yns = ce™* . Az inhomogén az &llanddk varidldsdval: y = c(z)e™ ~»
. 1
~ dem™ — 322 +322ce™™ =22 ~ de ™ =22 ~ =% ~ o= /9526”3 dx = gexg ~
1 ,
~ Yy = gemse_m3 =3 Igy az inhomogén egy partikuldris megoldasa: y;, = 3 amivel az inhomogén
1
altaldnos megolddsa: yis = Yng + Yip = 5 + ce_w3

3

5. Hatdrozza meg az f(x,y) = 22 + y> — 6zy fiiggvény lok4lis szélséértékhelyeit !

MO. grad f(z,y)= (22 — 6y,3y> — 62)=(0,0) ~ x=3y és y = 0 vagy y = 6 ~ P, =(0,0), P,=(18,6).
A maésodik parcialisok martixa: A = ( —26 g; > , ennek determindnsa a P; = (0,0)—ban —36 < 0, igy
itt nincs szélséértéke, mig a P = (18,6)-ban 36 > 0, {gy itt van széls6értéke és ez minimum, mert itt
fee=2>0.

6. Hatérozza meg az / / xy dy dx integrél értét az adott és a forditott integraldsi sorrend esetén is!

MO. T =A{(z,y):x<y<2—z,x>0}:

2—x 2—y
//xydxdy—// xydydx—/ / xydmdy—l—// xydxdy.

1

2—x 3
1 1
// xydydsz/r y? d:z::f/ I((Q*I)Q )dxf/ 9% — 2 dr=a22 — 22 | ==
. 2 Jo 0 3 1o
)// da d / 2" 4 1/1 Sy = ©
a aydedy =5 [ y-2? de=5 | yldy=2
0 0 2 0 0 2 0 8
2y 2—y 1 72 1 /2
// zydrdy = - /y-z2 dy:*/ y(2—y)2dy=*/ 4y —4y” +ydy =
, 0 21 21
4 1 32 4 1 1 2. 4 1\ 1,2 1. 5
2 3 Y =2 (8- +4-2—-4+ ) )= (10-(10+)+-—~ ) ==(5—)= —
2<y 3V T y>1 2( g T4 3+4)) 2( (10+3)+3 4) 23717

Es valéban : 1

1
4
5

st~

_1
3



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
2000 nyar I. évf. 13.-18.tk.
RGN b) Tatr o
o Va3 R

1
MO. Nem: Z2¥Z_ 1 1) Temo o x (MN w+ﬁ>
vl Ve N0 V3 Vitad #= /g3

1. Konvergensek-e az alabbi improprius integralok ? a)

2. Hatdrozza meg az f,(x) = na™ flggvénysorozatsorozat T konvergenciatartoméanyat, mutassa meg,
hogy az egész T-n (f,) nem egyenletesen konvergens és adja meg T azon részhalmazait, melyeken
egyenletesen konvergens !

MO. T=(—1,1) hisz nz™ — 0 ha |z|] <1ésnz" — oo ha |z| > 1 (|z] > 1-re trividlis, |z|<1-
(n+ Dz n+1

= |z] — || <1 vagy L’Hospital-al és dtviteli elvvel.)
nx" n

re pl. Serény Lemmaval:

1 1 1
Tovdbbd: ha x, =1— —, akkor r,(z,) = fu(z,) =n(1—=)"-/40 ((1-—-)"— 1/e)), azaz az
n n n

egész T —n nem egyenletesen konvergens. Végiil, |r,(z)]=|nz"| <|ndé"| — 0 ha =z € Ts = [-4, ]
barmely 0 < 0 < 1—ra. Ezeken a Ts5—kon tehdt egyenletesen konvergens.

2 1 1 4
3. Legyen A= -1 1 -2 1 és legyen A a négyelemi oszlopvektorok linearis terén definidlt
-1 2 -3 3
linedris transzformacié a kovetkez6: Az = A-x. Adja meg az A magterét !
10 1 71 ;
MO. Gauss—elimindciéval A ~ 01 —-1 2 ~r T =0 1 + ¢ 0 (c1, c2 €R)
0 0 0 0 1

4. Oldjameg az y" + 4y’ +4y =sinz differencidlegyenletet!

MO. 1) A karakterisztikus polinomnak egyetlen kettés gyoke a A = —2, igy a homogén egyenlet dltaldnos
megolddsa: yps = cre” 2% + coze 2% . 2) Az inhomogén egy partikularis megoldéasat y = Asinx + Bcosx
alakban keressiik (az altaldnos e (p(x) sinbxr+q(x) cosbr) alakbana =0, b=1, p(z) =1, ¢(x) =0,
gy, mivel az a + bj = j nem gydke a karakterisztikus polinomnak, m = 0, azaz z™e® (P(x)sinbzr +
+Q(x)cosbr) = Asinx + Bceosxz). FEazzel tehdt y = Asinz + Beosz,y = Acosx — Bsinx,
y’ = —Asinx — Bcosz, amit az erdeti egyenletbe vibbzahelyettebitve azt kapjuk, hogy
(—A — 4B + 4A — 1)sinz + (—B + 4A + 4B)cosz = 0. Ebbdl A = = —2 tehdt az inho-

25 J 25
mogén egy partikuldris megolddsa y;, = 2 sinx — 4 cosx, amivel az inhomogén &ltaldnos megoldésa:

25 25
4

Yia = Yha + Yip =cie * + coze? +%bln$— % CcoS .

5. Hatdrozza meg az f(z,y) = 222 + y? + z fiiggvény szélséértékhelyeit a T = {(z,y) : 22 +y? < 1}
korlapon !

MO. 1) A tartomdny belsejében: grad f(z,y) = (4= + 1,2y) = (0,0) ~ = —1/4ésy = 0 ~
~ P = (=1/4,0), f(P) = —~1/8. 2) A tartomdny hatdrdn: g(z) = f(2,9),2 0 =2° + 2 +1
(-1<x<1). g'(z)=2z+1 az = —1/2 helyen valt el§jelet, Po3=(—1/2,+£v3/2), f(P23)=3/4.
Végiil a hatar hatdra: Py=(—1,0), Ps=(1,0), ahol f(Py)=1, f(Ps) = 3. Tehat a fiiggvény T —beli

minimumé&t P;—ben, T —beli maximumat Ps—ben veszi fel.

6. Legyen T ={(z,y) : 0<x <1, 0<y<7z}. //y\/1+x2dxdy:?
MO. //yx/l—i—x%ﬂxdy—/ / y\/l—i—xQdydx—/ \/1—|—x2 dx—/ —V1+zx2de =
:f/ 2V 1+ 22dx =

1
O 4

! 1

1+ %)%/ :6(23/2—1)26(\@—1)

w\w

0



3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
2000 nyar I. évf. 13.-18.tk.

- 1 . 1
1. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok? a) Z In i b) Z In n—i;
n n

MO.
n+1 1 1 n+1 n+1
a) In

=In(1+ —) ~ — ~ divergens. b) — 0 ~» In
n n n? n?

— —00 # 0~ divergens.

n
. z . p . (o
2. Hatdrozza meg az f,(v) = — fiiggvénysorozatsorozat 7' konvergenciatartomdnydt, mutassa meg,

hogy az egész T-n (f,) nem egyenletesen konvergens és adja meg T azon részhalmazait, melyeken
egyenletesen konvergens !

zn+1
MO. T =R hisz az f,(x) — 0 minden valés z—re (2" < n™ pl. Serény Lemmaéval : (nzl# =
P n\" 1 1 1 "
= : =z-|——] - T 0 < 1 mind —re).
am  (n+ 1)l . (n—l—l) n+l ( D" n+1 — minden & -re)
n
Tovébbé, x, =n ~» fo(zn) =rn(zn) = n— 1 (- 0). Végil persze |r,(2)| = |fn(z)| = \x—\ =
n nn
‘xln Kn K n . )
=—Z =|(—] — 0 ha z € Tk = [-K,K]| bérmely K-ra. Ezeken a Tk —kon tehdt
n n n
egyenletesen konvergens.
1 2 2 1 0 1
3. Legyen A= | -1 -1 1 0], b, =1|1 és Q2: -3
-1 -2 -2 -1 2 -1
Adja meg az A z = egyenlet 0sszes megolddsdt Q—Q ill. b= Q2 esetén.
10 -4 -1 0 5
MO. Gauss-elimindciéval (A, b,,b,) ~ 01 3 1 0 -2 ~> b = b, esetén nincs
0 0 0 0 1 0
) -4 -1
. . . -2 3 1
megoldds, b=0, esetén a megolddsok z = 0 1 + co- 0 (c1, c2 €R)
0 0 -1

4. Hatédrozza meg R3-on a z tengely koriili —30°-os forgatds szokdsos bézisbeli matrixdnak 1191-edik
hatvanyat!

MO. Legyen a —30°-os forgatds operatora F, és az identitds I. F12 = I ~» FU9 =
= (Fu) CF3=1%.F3=71.-F3=F3 amia —90°os forgatds operdtora, tehat P 1999 — pl1999

F1200-9 _

S

01 0
:F:38: -1 0 0 |, hiszen F3i = —j, Nj=1i, Nk =k (ahol s = (i, j, k) a szokdsos bézis).
0 0 1

5. Hatdrozza meg az f(x,y) =xy ésa g(x,y) = x2y? fiiggvények lokalis szélséértékhelyeit !

MO. grad f(z,y) = (y,z), grad g(x,y) = (2zy?, 2yx®) ~» a) f-nek csak az origéban lehet lokalis
széls6értékhelye, de itt nincs mert f(0,0) = 0 és az origd barmely kornyezetében felvesz mind pozitiv
mind negativ értékeket b) g—nek a tengelyek mentén lehet és van is lokdlis minimuma, mert g(z,0) =
=g(0,y) =0 és g(z,y) >0 minden (x,y) € R?-re.

6. Legyen T = {(x,y) : 0<y<1, y>?<ax<1}. dxdy =

[ 7
Vz

1,2 1
Y 1 /33 1
MO. dz d ———dydxr = N dr = - ——dr =
// \/ Tz T // \/1+x2 Y /0 2 V1i+a?,, 0o 2 V1+a?

1
/ \/1+x2 Zg

—_

ey —Lao

0




4. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
2000 nyar I. évf. 13.-18.tk.

oo oo
1 1
1. Konvergensek-e az alabbi numerikus sorok? a E —e " b E —e"
e ’ ) n=1 n ) n=1 n2

[ee)

" és E e~ " konvergens geometriai sor hiszen kvéciense: 0 <

1
MO. a) konvergens mert |—e™ "] < e~
n

n=1
1/e<1.
b) divergens: — €" — 00 (-~ 0) mert n? < e” (pl. L’Hospital-lal (6—2 ~ ;— ~ " —— o0) és dtviteli
n €T x T— 00
elvvel).

n
2. Hatdrozza meg az f,(z) = —- Tfiggvénysorozat T' konvergenciatartomanydt, mutassa meg, hogy az

egész T—n (f,) nem egyenletesen konvergens és adja meg T azon részhalmazait, melyeken egyenletesen
konvergens !
n n
MO. T =R\ [-1,1] hisz — — 0 ha |z] > 1 é — — o0 ha [z] <1 (Jzf < 1-re trivialis,
x x
n+1

pntl
n

xn

1
Tovébbd: ha xz, =14 —, akkor r,(z,) = fa(z,) =
n

n+11
n T

|z] >1-re pl. Serény Lemmaval: < 1 vagy L’Hospital-al és atviteli elvvel )

%’m

n 1

— —o00 (4~ 0 1+ )" —e)),

T (#+ 0 (@D —e)

azaz az egész. T —n nem egyenletesen konvergens. Végil, |r,(z)| = \%| < En — 0 ha z>qg>1,
x q

azaz ¢ € T, =R\ (—q,q) bérmely ¢ > 1-re. Ezeken a T,—kon tehdt egyenletesen konvergens.

3. Legyen L linedris tér egy bézisa: e = (e1,ea,e3,e4). Adja meg az A € L(L — L) linedris
transzformécié magterének egy béaxisat, ha Ae; = e; — ey —e3, Aes = 2e; — ey — 2e3, Aeg =
2¢1 + ey —2e3, Aeg=e1+ey—e3.
1 2 2 1
-1 -1 1 1 , .
MO. ée = 1 92 9 1 | Megoldandé6 az éege = 0 homogén egyenlet. Gauss—
o 0 o0 0

O O =

eliminaciéval ée ~ ~ KerA egy bazisa: ( —4ey +3es—e3, —3e1+2 62—64) .

o
cor~ o
oo w A
oo w

4. Oldjameg az y” — 4y’ 4+ 4y = cosz differencidlegyenletet!

MO. 1) A karakterisztikus polinomnak egyetlen kettés gyoke a A = 2, igy a homogén egyenlet &ltaldnos
megoldésa: yps = c1€2® + coxre?® . 2) Az inhomogén egy partikuldris megoldasat y = Asinz + Bcosz
alakban keressiik (az dltaldnos e (p(x) sin bz +¢q(x) cosbr) alakbana =0, b=1, p(z) =0, ¢(z) =1,
gy, mivel az a + bj = j nem gydke a karakterisztikus polinomnak, m = 0, azaz x™e%* (P (z)sinbzr +

Q(z) cosbx) = Asinz +
+Bcosz). Ezzeltehdty = Asinz+Bcosz, y' = Acosz—Bsinx,y” = —Asinxz—B cos z, amit az erdeti
egyenletbe visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy (—A + 4B + 4A)sinz + (-B —4A+ 4B — 1)cosz = 0.
Ebbél A = —% ,B = 23—5, tehdt az inhomogén egy partikuldris megoldésa y;, = —% sinz + % cosz,

4
22 _ __ginx+ — coszx.

amivel az inhomogén altaldnos megolddsa: Yz = yYns + Yip = €1 e?® 4+ coze o7 5%

T+y

5. Hatdrozza meg az aldbbi fiiggvények origébeli hatdrértékét, ha létezik ! Az origén kivil f(z,y) =

és g(x,y) = ———
’ Va2 + y?

MO. 1) Nem létezik : méar az y = 0 mentén sincs hatarértéke az origéban, hisz f(z,0) =

valamint f(0,0) = ¢g(0,0) =0.

=L = sign (z) .

X
Va2 |z

. Ty T
2 lim xz,y) = 0 mert |g(x, <—=y—<y——0
) (o 9(9) 9@l s 75 =V SV




6. Legyen Legyen T ={(z,y) : 0<y <1, y<z<1}. // y2\/1+x4d:cdy:?
MO. //y \/1+I4dzdy*/ / Y \/1+x4dyd:r*/ \/1+x4 d:r*/ —V1+aztde =
— 433 \/1+x4dx*— 1+ )3/2

T 12 3

- 18(23/2 D= 18(\@7 b

0



1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
2001 nyar I. évf. 13.-18.tk.

00 i3
dx c)/ T g
1

] 1
1. Konvergensek-e az alabbi improprius integralok? a) / sin®zdr  b) / 3 3
0 0 xz

sin® x
MO. a) nem: /sin?’xdazz/sinx-sin2xd:c:/sinx-(1—coszx)dxz/sinxdm—/sinx-coszxdx:

3 cos® ¢

= _cosz+ 2T fi) = / sin® z dex = — cost + 3 +2, aminek nincs hatarértéke a végtelenben.
0
(Valéban, dtviteli elvvel és pl. @, = 2n7, y, = (2n+1)7—el f(z,) — 0, f(yn) — 3.)
1 1, by , sin® z 1, ~ 1 .

b)nem:mwxzogesﬂ/ox—plﬂ’p<l. c)1gen|x3 \gﬁesﬂ/l ﬁlffp>1.

o (100) s o (100)
2 z" =7 b) Z " — 9

- 8) Z n! o n! o
n=0 =0 n=0 =0

MO. a) 1, mert a sor mindeniitt, igy az origéban is az e® —et &llitja el§, aminek minden derivaltja, igy a
100. is 6nmaga, tehdt az origéban ¢’ = 1. b) e® Taylor-sordbdl ez a sor mindeniitt az e’ —et allitja
eld, igy mindeniitt konvergens hatvdnysor, tehdt hatarfiggvényének, f(z) = e®” —nek Taylor—sora :

50
f(loo)(o)xloo _ (2?) _ 1% ~s f00) () = 100! .
100! 50! 50! 50!
1 2 -2
3. Legyen A=1| -1 0 1 . Hatdrozza meg azt a c valds szdmot, melyre az A x = 0 egyenlet-
1 -2 c
nek toébb megolddsa van és adja meg Osszes megoldast!
1 2 -2 1 0 -1
MO. Gauss-elimindciéval A~ | 0 2 -1 ~» ¢ =0. Gauss—eliminiciéval ekkor A~ [ 0 1 —%
00 ¢ 0 0 0
-1 2
~ z=cC -3 ceER ~» z=c-| 1 ceR.
-1 2
4. Legyen A a sikon az x = —y egyenesre vald tiikrozés operdtora. Adja meg az A=1, A0 ¢és az

A0l gperdtorok méatrixat a sik szokdsos bazisaban !

MO. Legyen e = (i, j) asikszokdsos bdzisa. Ai=—j, Aj=—i ~» Ai_= < _(1)> , Aj = < _é)
0 -1

-1 0
0 -1 1 0
-1 2n+1 4 2n
~» A e_A e_<—1 O) és A e_Ie_(O 1).

5. Derivalhaté—e az f(x,y) = /23 + y® figgvény az origéban ?
MO.
Nem: f(z,0)= Va3 =z ~» fo(z,0)=1, f(0,9)= ¥y3>=y ~» f,(0,y) =1 minden z,y ra
o JO+2,0+y) = (0,0 =11 (z,y) Va’+y’-0-z—y

~ A = ( ) , A tiikrozés igy A=l = A"l = A és A% =1 (az identitds) -~

~ f.(0,0) = f,(0,0) =1 ~» h(z,y) = =
(0,0) = f,(0,0) (z,y) Va2 +y? NeEeT
és persze ennek nem létezik hatarértéke az origdban, mert

Vi3 —x x—=x \3/2z3—2m7\3f72

h(z,0) = = =0, >0 és h(z,z) =
0 ="UF == 0 ="5a ~n

6. Legyen T az a héromszoglap a sikban, melynek csicsai az origd, az (1,1) és a (0,2) pontok.

£0

/nydxdy =7

41

T
MO. 12 1 1

o 1 3 2 1
//xzydmdy :/ / 2%y dy dx :f/ mQ((Q—x)Q—J:Z) dsr::/ 22 — 2% de = 25 — 9% | =2 _ - _

1

G



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
2001 nyar I. évf. 13.-18.tk.

00 10
COS —
1. Konvergens—e ill. abszolit konvergens—e a Z(—l)
n=1 n
0

MO. (a) Nem abszolt konvergens, mert ~ — (b) Konvergens, mert ‘végiil’ Leibniz: (1) (a)-val
n

lan] — 0 (2) n > 10-re alternéld, hiszen ekkor cos — >0 (3) n > 20-ra monoton csokkend, mert
n

10 10 10 - 10 10
cos <~ sin <= o8 10 0, 5 sm=> 10 0,5 cos<-
( >—10 ~» 0<10 3"”< < —"
x x? x?
2. Hatdrozza meg a Z nx" Osszegfliiggvényét !
n=1
MO. A sor hatvénysor, konvergenciaintervalluma az I = (—1, 1) intervallum (lim {/n = 1 és a hatdrokon
o0
nyilvdn mér divergens). Tehét hatérfiiggvénye az I-n van értelmezve. Minthogy a Z ™ ugyanitt
o ) n=1
konvergens és persze Z "t = 12 tovabba hatvanysor konvergenciaintervallumanak belsejében de-
n=1
rivalhatod, tovabba a derivalds és a hataratmenet felcserélhetd, ezért I minden pontjaban
o0 oo o0 o0 / 1 / T
na" = ne-z" =g na"T = ") =z " :a:( ):
2L Soetoa T = (£0) == () -7
3. Legyen az A operdtor az y = x egyenesre valé vetités a sikon. Hatdrozza meg az A% operdtor
sajatértékeit és sajatvektorait !
MO. A definici6jabél A% = A, tehit minden hatvinya 6nmaga, igy A9 = A. Kovetkezésképp A 100
sajatvektora minden az egyenesbe es6 vektor (az Osszes ilyen alakd vektor: c- (i + j),c € R) az
1 sajatértékkel és az egyenesre merbleges vektorok (az Osszes ilyen alakd vektor: c¢- (i —j),c € R) a
0 sajatértékkel.
4. Oldja meg az y' + 2y = 4z differencidlegyenletet !
d
MO. A homogén: ¢y +2y =0 ~» /—y = —/de ~> Inly|=-2z+c ~» y=ce ?*, vagyis a
Y
homogén altaldnos megolddsa: yns = ce™2*. Az inhomogén az 4llanddk varidliséval: y = c(x)e % ~»
~~deTH — 20 4 200 =4x A e =dr ~ =4z ~s c(z) =4 | 2e*Tdr =
= 2ze?® — 2 / e* dx = 2xe®® — e* ~s  y = (20e®® — ¥)e T =22 — 1. [gy az inhomogén egy par-

tikularis megoldasa: y;, = 2z — 1, amivel az inhomogén altaldnos megoldasa: v;¢ = Yn4 + Yip = 22 — 1 + ce

3
5. Hol derivélhaté a kivetkezd f fiiggvény? Az origon kivill f(z,y) = % és f(0,0)=0.
T Y
MO. Mindeniitt, az origén kiviil derivalhato fiiggvényekbdl van a derivélast megtarté moédon Gsszerakva,

mig az origéban: f(z,0) = f(0,y) = 0 miatt nyilvan f,(0,0) = £,(0,0) =0 és

‘f(0+h,0+k)—f(0,0)—(0,0)-(h7k)’_ h3k h3k _@_k 0
N (R4 k22| T (w22 A @)= 00

1
6. Legyen T'az y =z, y=4x, y= — egyenlet gérbék altal hatarolt sikidom. // ydydr =7
€z T

4z 1
1 1
MO. //ydydx—// ydydx—i—// ydydx—f/ (162> —x)dx+§/ (2—x2) dr =
1 \z
2
CamsB P N5 1)y, L)\ 5 L[4 49y _
o 2\ 3/, 16 3 8-3 16 2\3 24)

) 2
_5 1/ 1\ _15 17T 32 2
o 2 3
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