1. Zarthelyi megoldasokkal
1998 tavasz I.évf. 13.-18.tk.

1. Hatédrozza meg az 3y’ = zy? differencidlegyenlet altaldnos megolddsat és azt a megolddst, mely
kielégiti az y(0) = —2 kezdeti érték feltételt! Ellenérizze a kapott eredményt!
MO. Szeparébilis differencidlegyenlet: ;’—2 =z ~ —i = %2 +2c ~ y = —%Jrgw -2 = —ﬁ

~ ¢=1/2. Valéban, ekkor y = 4z = xy? és y(0) = —2.

2. Konvergensek—e az alabbi impropriusintegralok? Vélaszat indokolja!

a)/ dx b)/ Y e

o sinz 1 2?

MO. a) sinz ~a é Af) Ldr ~ 2 [ Fde, b) [M2] <L & I Lde ~ I [z dp

sinz 2

3. Konvergensek—e az alabbi numerikus sorok? Vélaszédt indokoljal
S5 SICEESRNESD S (I
n=1 n n=1 n

MO. (1 - %)” — % és 0# % <1 {gy a) nem konvergens, b) gyokkritériummal konvergens.

’I’L2

1
4. Hol konvergens és hol egyenletesen konvergens az f,(x) = — fiiggvénysorozat?

MO. Ha x > 0, akkor lim f,,(z) = 0 és ha 2 = 0, akkor persze lim f,,(z) = 1, negativ z—ekre meg nyilvian
divergens, tehdt a konvergenciatartomdny: K = [0,00). Egyenletesen konvergens minden § > 0 esetén

a [0,00) intervallumon, mert itt |r,,(z)| = |fn(#)| = -5 < % — 0, de nem egyenletesen konvergens az
1 1
egész (0, 00) intervallumon, mert pl. ha z,, = 1, akkor 7, (z,) = fu(zn) = — = — 1#0.

nn {’/ﬁ
5. Hol folytonosak az alabbi fliggvények? Vélaszat indokolja!

22> 22 412
h = =
o R (z,y) #0, f(0,0)=0 b) g(z,y) o

a) flz,y) = ha (z,y) #0, g(0,0)=0

MO. Az origén kiviil mindketté mindeniitt folytonos, mert itt folytonosakbdl van folytonossagmegorzé
2,2 2,2
7y Yy 2 .
24 4 2 =Y p— 0, g viszont

mddon Osszerakva, mig f az origéban is folytonos: |f(z,y)| = ‘

2
: _ v
nem: g(0,y) = " P



1. Zarthelyi megoldasokkal
1999 tavasz 1. évf. 13.-18.tk.

1. Konvergensekfe az alabbi improprius integralok? Vaélaszat indokolja!
1
dx b) —_— da:
/ Vi-=z / Vas
MO. a) y = 1 — z helyettesitéssel /

1
b) tehdt

v [ e

2. Konvergensek-e az alabbi numerikus sorok 7 Valaszat indokolja !

1
dy, ami 1étezik mert % 3 <L
-

\‘/1—x \f

dz 1étezik, mert 2 s>1

= n! = on
N2 m P2

1 0

| n
MO. a) Nem: % — 00 # 0. b) Igen: e* Taylor—sora alapjin Z e?
n
ontl n! 2

VAGY héanyadoskritériummal: = — 0 < 1.

(n+1)! 27 n+1

3. Hol konvergens és hol egyenletesen konvergens az f,(z) = e”"* fliggvénysorozat ?

MO. A hatérfiiggvény: f(z) =0 ha z € (0,00), f(0) = 1. f,(z) egyetlen negativ z—re sem konvergens.
Egyenletesen konvergens minden 6 > 0 esetén a [d,00) intervallumon mert e~ monoton cstkkend,
igy |rn(x)] = |fa(z)| =e ™ <e™ — 0 ha z > § > 0. Nem egyenletesen konvergens mar a (0, c0)

intervallumon sem, mert rn( )= fn(= ) —en =e L4 0.

4. Szamitsa ki az f(z) = sin2? fiiggvény szazadik derivaltjat az origéban, amennyiben az létezik!
) , 2% g1 2100 Fa00 Q) | 2100
MO. sinz Taylor—si)aol?ol: sinz” =2z T + = F...— W + ..., vagyis oo % T T Eo

5. Hol folytonosak az aldbbi fiiggvények 7 Vilaszat indokolja !
2 _ .2 2,2
a) f(z,y) = PR az origén kivil, f(0,0) =0. b) f(z,y) = o az origén kivil, f(0,0) = 0.

MO. Mindketté az origd kivételével mindeniitt, mert a koordinata—figgvények folytonosak és ezekbdl
alapmuveletekkel vannak Gsszerakva, melyek megérzik a folytonossagot. Tovabba
a) nem folytonos az origéban, mert f(0,y) = —1 — —1#1 pedig f(x,0) = 1 — 1.

b) folytonos az origéban is, mert |f(z,y)| < y*> — 0 ha (z,y) — (0,0).

6. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvény parcidlis derivaltjait az origéban, amennyiben léteznek!

2x
fla,y) = ha x#y, f(0,0)=1.

xe
T+y

MO. a) f(x,0) = €2 tetszéleges x—re, igy fo(x,0) = 2e**, azaz f,(0,0) = 2e° = 2.

b) f(0,y) =0 tetsz. y # 0-ra, de f(0,0) =1, igy f(0,y) nem folytonos az y = 0—ban, kévetkezésképpen

nem is derivélhaté itt, azaz nem létezik az f,(0,y).




1. Zarthelyi megoldasokkal
2000 tavasz 1. évf. 13.-18.tk.

1. Konvergensek—e az alabbi improprius integralok?

1 1 1 .. .2
a)/ ~_dr b)/ ey
0 Sin x 0 X

MO. a) Igen:

2. Konvergensek-e az alabbi numerikus sorok ?

0> (1-5) wx(-1)

n=1

n n —

MO. a) Nem. a,, /0 : a; = (1— > —1/e ~» a; >1/3 nagy n—ekre ~» a, > V/1/3 —1

> 1
3. Konvergens ill. abszolit konvergens—e a Z(fl)” BT sor?
n

n=1

Inn
MO. Leibniz—kritériummal konvergens: a, = — ~» a, \,0 nagy n—ekre , hiszen Inx <z és

Inz\’ 1—Inzx
() = 5— <0 ha z>e. Minordns kritériummal nem abszoliit konvergens: a,, > 1/n (han >3).
z x

4. Konvergens—e a kovetkezd numerikus sor? — —

oo
MO. Divergens mert egy bezardjelezése az : 7 Z (
1

/2 2
5. Létezik—e a lim (1 + V2?47
(z,)—(0,0) VaZ 4 y?

In(1++/22+92) In(1+r)

3

MO. Igen. Polarhelyettesitéssel : = 1
/1.2 + y2 r r—0
6. Hol folytonosak az alabbi fiiggvények ?
2,2

a) f(z,y) = xfifyél az orign kiviil, £(0,0)=0. b) f(z,y) = x:;ify‘l az origén kiviil, £(0,0) = 0.

MO. Mindketté az origd kivételével mindeniitt, mert a koordinata—fiiggvények folytonosak és ezekbdl
alapmuveletekkel vannak Gsszerakva, melyek megérzik a folytonossagot. Tovabba

2 1 0
a) nem folytonos az origéban, mert f(z,z) = wja-;k por il g 1#£0 pY— 0= 210 f(z,0)
b) folytonos az origéban is, mert | f(z,y)| < x g =y —0

(z,y)—(0,0)




1. Zarthelyi megoldasokkal
2001 tavasz 1. évf. 13.-18.tk.

1
—dx
\/sin 25

3
.1 1 . 1 , i
MO.a) Nem: sin— ~_ — ~» SiN— A o Ay e
3 © 43 3 1’3/2 .1
1 1
sin —

o1 1 o 1
VAGY: sin— —— 40 3y ——— —— 00 ~» 3 —dx
1 1

T3 z— o0

Lppp—.:
b) / cosix o
0

o0
1. Konvergensek—e az aldbbi improprius integralok? a) /
1

1

sin —x sin —5
3 1
cosT 1, 1
b) Nem 3 @=0—3 €3 3 —dz
a T 0 X

oo 1 n oo 1 n2
2. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok ? a) E n <1 - 2) b) g n (1 - )
n n
n=1

1
2
1\" 1\"
MO. a) Nem. a,, /=0 : b, = (1—2> ~>» by = (1—) —1/e ~» by >1/3 nagy n—ekre
n
~ b, > V1/3—1 ~» a,=n-b, —
1 n
b) Igen. Gyokkritériummal: /a, = \Vﬁ(l—n> —1-1/e<1

1 1 1 1 1 1 1 1

3. Konvergensek—e a kovetkezd numerikus sorok? (a) —=— =+ —=—=-+ —— -+ — — - +..
& 0 F- 3+ A 3V AT 1T 5
V2 2 V3 3 Vi o4 5

MO. (1) Diverg ¢ ey bezdrdjclest 33i":(1 1) " 1 1 n-—yn 1
. (a lvergens mert egy bezarojelezese az: y— 182 —= — — = ~ — .

(b) Konvergens mert két, a Leibnitz—kritérium feltételeit kielégits, és ezért konvergens sor,

— 1 = 1
a g (-1 = ésa E (=1)"— Osszefésiilése.
n=1 n n=2 \/ﬁ

one 4
4. Hatérozza meg az f,(z) = % fliggvénysorozat hatdrfiiggvényét, ahol az létezik !
nx

MO. f(z)=xha 2 <0, f(zr) =2ha >0, mert
$§0’\/>fn(9€)=2m—_|_2—>$ hiszen (2" = (2%)" miatt ) <0 ~» 2° <1 ~y — — 0

£ €T n

n

T+ st . n
x>0 ~» fo(z) = ——""— — 2 hiszen (2"° =(2%)" miatt ) >0 ~» 2>1 ~» — —0

1 + 2’21 ,ZC4 onx

ot 4 22 — 42

. -y .
lim ———, (b lim ——
(w,y)H(O,O) 1/ 1‘2 + y2 ( ) (a:,y)ﬂ(o,o) \/ 332 + y2

4 .4 2 2\(2 2
MO. Tgen: (1) ——t =PV V) pmage

JE+g | JRiP (2.)=0

2 2
X +y — x2+y2 0

<
Va2 + y? (z,y)—0

5. Léteznek—e a kovetekezd hatdrértékek ? (a)

22— 2

2

6. Dontse el, hogy folytonossa teheté—e az origéban az  f(z,y) = %
x Yy
22 1 1 0

= = - - O d' O = =
a2 =3 aor 3 70y pedig f(2,0)= 55 =0

(b)

fliggvény !

MO. Nem: f(z,/x)




1. Zarthelyi megoldasokkal
2002 tavasz B2 (SGy)
1. Konvergensekfe az aldbbi improprius integralok?

1 1
1 1 1
———dx b —d ——dr d —d
/ Vsinz z b) /0 arcsin y/z T ©) /0 Vigz z d) /0 arctg /x v
MO. Mind konvergens, u.is:

1 1 1 1
= 0-b 6s 3 —d
. an Vsinzx ™ arcsin VT ~ Vigz ~ arctg \/z e / v

1
\/>

=1 o 1
>

2. Konvergensek-e az aldbbi numerikus sorok ? Z o1 b) oL c) Z T
n=1 M 2 n=1 N n n=1 N Inn
1 1 1
MO. a) Igen: HZ hap>0 b) Nem: T ~ -
nn n
1 1 1
C)Nem:lnan:—(l—&——)lnn:l—lnnf\»anzelnanze- =e- - ~ —.
Inn elnn n n
1 1 1 1 1 1 1 1
3. K k—e a kovetkezd ik k? 1+ — -+ —=+-+...
onvergensek—e a kovetkezo numerikus soro (a) ﬂ 5 \/§ 3 + Ji 1 + N + 5 +
() 14 1 1 1 1 L 1 1 1 . 1 L
V2 2 \/§ 3 V4 4 5 5 7

1 1
MO. (a) Divergens mert egy konvergens (>_(—1)"T1=) és egy divergens (. 7) Osszeféstilése.
n n

(b) Konvergens mert két, a Leibnitz—kritérium feltételeit kielégits, és ezért konvergens sor,
o0

1 - 1
a Z(—l)"“; és a Z(—l)”% Osszefésiilése.
n=2

1
4. Hol konvergens és hol egyenletesen konvergens az f, (z) = e=n fliggvénysorozat ?
MO. A hatérfiiggvény: f(z) =1 minden valés x # 0-ra. Egyenletesen konvergens minden 6 > 0 esetén
az R\ (—0, ) halmazon és nem egyenletesen konvergens egyetlen origét tartalmazé torlédasi pontu inter-
vallumon sem. Ugyanis, egyrészt f,(1/n) = e #1 és f,(—1/n) =1/e # 1 miatt r,(1/n),r,(—=1/n) 40,
1 1
masrebzt ha z > ¢ > 0, akkor |r,(z)] = esn—1 < edn—1 — 0 ha pedig = < —¢, akkor |r,(x)| =

—1—€wn<1— e- 5" — 0.

Tehat a maradék mindkét félegyenesen majordlhaté egy 0-hoz konvergdlé numerikus sorozattal, ezért a fiiggvény-
sorozat mindkét félegyenesen, igy azok uniéjan is tényleg egyenletesen konvergens, viszont mindkét oldalrél vannak
az orgbéhoz konvergald olyan sorozatok, melyek mentén a maradék nem tart O-hoz, igy az origd torlodési pontu
intervallumokon valéban nem egyenletesen konvergens.

2,2
5. Mutassa meg, hogy az f(x,y) = % fliggvény korlatos az értelmezési tartomanyan !
T Yy
(Vizsgélja f—et, mint y/x figgvényét!)
V2 2
B (2)

MO. Valéban, x # 0-ra f(x,y) =

; o Y L1y
= = igy, ha bevezetjik a z = = jelolést,
4 4 4 1

akkor f értékészlete megegyezik a g(z) = 5 filggvény értékkészletével (ha abba beleértjiik a végtele-

nekben vett hatartékeket is). ¢g—nek pedig abszolit maximuma van a z = 1 helyeken, a végtelenekben
vett hatarértékei pedig 0-4dk.

2 2

6. Léteznck e a kivetkezd hatdrértékek? (a)  lim  —2— (b)  lim —2_
(x,y)H(O,O) T* + ) (wry)*’(()#O) T* + Yy
MO. (a)I zy” R 0 (b) Nem: Ha f(z,y) i Kk St
. a en : —— —_— | = || —— em: a X = —F, a or e resz
& at +y? y? (2,9)—0 VT g &
4

1 1
2 —
f(z,0)=0 m 0, mésrészt f(x,z°) = 571 "3 a0 2



