2. Zarthelyi megoldasokkal
1998 tavasz 1. évf. 13.-18.tk.

1. Déontse el, hogy létezik—e, és ha igen, szdmitsa ki az f(x) = e~ fliggvény szdzadik derivaltjat az
x = 0 helyen!

< _o\m 0o 2n
MO. Egyrészt e® origd koriili Taylor-sora alapjén : f(z) = g ( x') = E (—1)”30—' , tehdt f origd
n! n!

n=0 n=0
kortli hatvanysorba fejthetd, kovetkezésképpen itt akarhanyszor derivilhato és ez az f-et el6éllitd
> £(n)(Q
hatvénysor f origé koriili Taylor-sora, igy a Taylor-sor definici6ja szerint minden valés z—re f(x) = Z / '( )x”
n!
n=0
e 100 gois o . f10(0) 50 1 oy
A két kifejezésben x'°° egyiitthatdit 6sszehasonlitva oo = & ) =0l amibol
100! 100!
(100) () — (—1)P0 = — 2
/ 0)=(=1) 50! 50!

2. Mely a és b valds szdmokra lesz az aldbbi egyenletrendszernek a) nulla b) egy c) végtelen sok
megoldasa ?

r—y—2z = 1
r+2y+z = -2
3r+az = b

1 -1 -1 1
MO. Gauss—eliminédcié utan a kibovitett matrix: 0o 3 2 -3 |, tehat
0 0 a+1 b

Omo.: a=—-1, b#0, egy mo.: a# —1, oo sokmo.: a=—-1, b=0.

0 1 1
3. Legyen A= 2 0 1
B 0 1 a
Mely a valds szamok esetén invertalhaté az A matrix? Hatdrozza meg A inverzét az a =0 esetben!
1 1 1 1
MO. Minden a # 1 esetén, A™' = = 0 0 2
- 2\ 2 0 -2

4. Hol derivalhaté az f(x,y) = va® +y3 fiiggvény?
MO. Az origén kiviil és az y = —z egyenesen mindeniitt, mert ilyenekbdl van derivalhatésdgot megérzd
médon sszerakva. Az origéban azonban nem. Ugyanis f(z,0) = Va3 =z igy f,(0,0) =1 és ugyanigy

— f(0,0) — (1,1) - Vad+yd —x—
o masik, tehdt £(0,0) = f,(0,0) = 1, tovabba LW = SO0 =D @y)  Val+y—z-y
/56'2 + y2 /.1'2 + yQ
ennek a fliggvénynek nincs hatarértéke az origéban, hisz a tengelyek mentén konstans 0 az értéke, az
V2-2

V2
—q) — 3/ 3 3ar2 + 3a2 3 3a2
mentén mar a parcidlisok sem léteznek : flatz —a) - f(a,a) :\/x + dax” + Sa”z = ¢/1+ oa + %7
T x x

x
aminek nyilvanvaléan nincs hatarértéke az « = 0—ban.

y = x,x > 0 egyenes mentén pedig konstans

#0. Ami az y = —x egyenest illeti, ennek

5. Hatédrozza meg az f(x,y) = 32° + 2y fiiggvény P = (—1,3) pontbeli v = (1,2) irdny1d irdnymenti
derivaltjat a P = (—1, 3) pontban!
1 11
MO. grad f = (922 +2y, 2z) , tehét grad f|p = (15, —2), és |v| = V/5, igy ? = ﬁ(lE), -2)-(1,2) = —
v

E



2. zarthelyi megoldasokkal
1999 tavasz L. évf. 13.-18.tk.
(Minden vélaszt indokolni kell)

1. Legyenek L1, Lo C L linearis terek. Allapl'tsa meg, hogy L aldbbi részhalmazai koziil melyik altere
Lnek (X\Y={zeX:z¢&Y}).

a) (L\Ll)U{O} b) Ll ﬂLQ

MO. a) Nem, pl. L =R?, L; = R x {0} (valés tengely) esetén (1,1), (1,—1) € (L ~ Ly) U {0},

de (2,0) = (1,1) +(1,-1) ¢ (L ~ L1) U{0}. b) Igen: ¢,d € R,x,y € LiNLy ~ z,y € L1,Ly ~
cx+dy € Li,Ly ~ cx+dy € LiNLs.

2. Melyek igazak, melyek nem?

a. Linedrisan fiiggetlenségen egy elem elhagyasa nem valtoztat

b. Linedrisan fiiggéségen egy elem elhagydsa nem véltoztat

c. Linedrisan fiiggetlenségen egy elem hozzavétele nem valtoztat

d. Linearisan fligg6ségen egy elem hozzavétele nem véltoztat

MO. a) Igaz: Zi# cix;=0 ~ Y . cx;=0hac; =0 ~ ¢; =0 minden i # j. b) Nem igaz: x # 0-val
{x,2z} lin fiigg8, de {x} nem. ¢) Nem igaz, 1d4sd b)-beli pl. d) Igaz a) miatt.

3. Mely a és b valds szdmokra lesz az aldbbi egyenletrendszernek a) nulla b) egy c¢) végtelen sok
megoldasa?

20 +y—=z 1
r—y+z = 2
—r—2y4+az = b
MO. Gauss—eliminéci6 utan:
10 0 1
0 1 -1 -1
0 0 a—2 b-1
tehdt a) Omo.: a=2,b#1 b)lmo:a#2 c)oomo.:a=2 b=1.

4. Hatdrozza meg az aldbbi matrix inverzét és igazolja is, hogy ez jobb- és baloldali inverz is! !
1

1 -1
MO. Lol
1 -2

5. Hol derivdlhaté az f(z,y) = va* —y3 fliggvény?
MO. Az origén és az y = x egyenesen kivill mindeniitt, mert ilyenekbdl van derivalhatdsdgot megérzé

- ,0) — (0,0
médon dsszerakva. f(x,0) = Va3 = x igy f.(0,0) = limOM
r— T
— £(0.0) = (1. =1) - 3/m3 _ 03 _
fy(0,0) = —1. Mivel f.y) = 0.0 - (1L, -1)- (@:y) _ VT Y Ty és ennek a fiiggvénynek
/1.2 + y2 /2 + y2
nincs hatarértéke az origéban, hisz a tengelyek mentén konstans 0 az értéke mig pl. a x = y mentén kon-
stans # 0. Ami az y = = egyenest illeti, ennek mentén mér a parcidlisok sem 1éteznek : flatz,a) = fla,a) =
x

/3 2 2 2
3 + 3ax? + 3a’x da  3a . o , . (s
= v ={1+=+ —5 » aminek nyilvdnvaléan nincs hatdrértéke az z = 0—ban.
x x x

6. Hatdrozza meg az f(r,y) = 222 — 3xy fiiggvény P = (1,3) pontbeli v = (—1,2) irdnyt irdnyd
irdnymenti derivéltjat!

=1, és ugyanigy a masik:

MO. grad f = (42—3y, —3x),{gy grad f|p = (=5, —3) ~ % = %(—57 -3)-(-1,2) = —% hisz |v| = V/5.



2. Zarthelyi megoldasokkal
2000 tavasz 1. évf. 13.-18.tk.

:L.’I’L

1. Hatdrozza meg az f,(z) = — fliggvénysorozatsorozat T konvergenciatartomanyat és mutassa meg,

hogy (fn) az egész T—n nem, de T minden korl4tos részén egyenletesen konvergens!
n

n Kn n
33 <— —0 ha |z| <K és rn(n):n—'%o.
n!

MO. x—| — 0 az egész R—en ~» |rp(z)| = |— |
n!

n:

n!

2. Legyen f(x)= T ha # 0, f(0) = 1. Déntse el, hogy létezik—e, és ha igen, szdmitsa ki az f
x

102. derivéltjat az origéban !

- 2102

MO. sin z origé koriili Taylor-sora alapjan minden valés z—re: f(xz) =1 — 37 + = F.o..— Toal 4.~
(102) () 102 ’ ) 102! 1

~» f akérhdnyszor derivahaté az origéban és me()sz = —% ~r 102 (0) = ~ 1031 = 103

3. Melyek igazak, melyek nem?

a) Generdtorrendszertél fiiggetlen elem nem létezik

b) Generdtorrendszer linedrisan fiiggetlen

¢) Generatorrendszerhez barmely elemet hozzdvéve generdtorrendszer marad

d) Generatorrendszerbdl barmely elemet elhagyva megsziinik generdtorrendszernek lenni

MO. a) Igaz: generdtorrendszer def.—je. b) Nem igaz: ldsd c).
c)Igaz: v € L=L(X) ~» L(XU{z})=L(X)=L. d) Nem igaz: lisd c).

4. Mely a és b valds szdmokra lesz az aldbbi egyenletrendszernek a) nulla b) egy c¢) végtelen sok

megoldasa? 242 = 1
—x+y+z = 2
—r—2yt+az =
MO. Gauss—eliminéci6 utan: L2 2 !
0 3 3 3

0 0 a+2 b+1
tehdt a) Omo.: a=—-2,b# -1 b)lmo.: a# -2 ¢)ocomo.: a=-2 b=—1.

5. Legyen f(z,y) = i origén kiviil és f(0,0) = 0. Hatdrozza meg az [ fiiggvény e; = (1,0)
z2 +y

és ey = (0,1) irdnyu irdnymenti derivéltjait az origéban ill. a P = (1,0) pontban, amennyiben ezek
léteznek !

MO. Mind a négy parciélis létezik: f;(0,0) = f,(0,0) =0 hisz f(z,0) = f(0,y) =0 minden z,yra.
Masutt mindeniitt derivahato a fliggvény mert ilyenekbol van derivalhatésagot megérz6 moédon Gsszerakva

Y 222y T 2292
$2+y2 - ($2+y2)2 ) fy(l'?y) = x2+y2 - (x2+y2)2 ) azaz f$(170) :0) fy(170) = 1‘

és fo(z,y) =

6. Legyen f(x,y) = S M origbn kivill és f(0,0) = 0. Hatdrozza meg az f fliggvény derivéltjdt
€z Y
az origéban ill. a P = (1,0) pontban, amennyiben léteznek !

MO. Az origéban nem derivdlhat6, mert még csak nem is folytonos: f(0,z) = 0 # % = f(z,x), igy
lin%) f(0,z) # lin%) f(z,z). Az origén kiviil mindeniitt derivdlhaté mert ilyenekbdl van derivalhatdsdagot
xr— xr—

megdrz6 médon Gsszerakva és az el6z8 pl. alapjan grad f|p = (0,1) .



2. Zarthelyi megoldasokkal
2001 tavasz 1. évf. 13.-18.tk.

1. Hatérozza meg az f,(x) = x + e fliggvénysorozatsorozat konvergencia és egyenletes konvergencia

tartomédnyat !
MO. Tetsz. x € R-re f,(z) — =, igy tetsz. x € Rre |r,(z)| = e < e — 0, azaz egyenletesen
konvergens az egész szamegyenesen.

2. Létezik-e olyan hatvanysor, melynek hatarfliggvénye minden valés szam esetén az f fliggvény, ha
1

a) f(x) =a? sin — az origén kiviil, £(0,0) =0 b) f(z)=(z—1)?+ (z +1)?
x

Azon eset(ek)ben, mely(ek)re a vélasz igen, adjon meg két ilyen hatvénysort, ha van!

MO. a) Nem: hatvénysor hatérfiiggvénye akarhdnyszor derivalhatd, f pedig az origéban csak egyszer.
b) Igen: fx)=(x -1 +@+1)? =2 -224+1+2>+20+1=2+222 egy origé koriili,
f)y=4,f'(1) =4, f"(1) =4 ~» f(z)=4+4(x—1)+2(z —1)? pedig egy x =1 koriili hatvanysor.

1
3. Szamitsa ki az/ e dx értékét 0.01 pontossaggal !
0

1 5 1 4 26 (—x2)”
MO. e* z = 0 koriili Taylor-sora alapjan : / e dx = / (1 i o T3 +...+ — t ) dx =
0 0 ! ! n!

3 5 7 m2n+1 1 1 1 1

x x x
=z— — — e+ ()" —4 .. = -t .+ () ..
5 752 7 T G T stsa 7ot et
hiszen az integralas és a hatéréthenet felcserélheto, tekintve, hogy a szébanforgd hatvanysor mindeniitt
konvergens (6sszegfiiggvénye: e~*" minden valés z—re), igy bérmely korldtos intervallumon egyenletesen

is konvergens. Az eredménysor nyilvan Leibniz tipusd, igy a hiba nem nagyobb, mint az elsé elhagyott

<1072~ (2n+1)n! > 100 ~s n >4 ~s

tag abszolut értéke: |r,| < ———

(2n + 1)n!
v, 1 1 1 26
Tdrml--+———=—~0.743.

~> /Oe T 3+1O 2 35 0.743

4. Melyek igazak, melyek nem?

a) Linedrisan fliggetlen rendszer generdtorrendszer

b) Generdtorrendszer linedrisan fiiggetlen

¢) Linedrisan fiiggetlen rendszerhez barmely 14j elemet hozzdvéve linedrisan fiiggetlen marad

d) Linedarisan fiiggetlen rendszerhez barmely 1j elemet hozzdvéve megsziinik linedrisan fiiggetlennek lenni
e) Linedrisan fiiggetlen rendszerb8l barmely elemet elhagyva linedrisan fiiggetlen marad

f) Linedrisan fliggetlen rendszerbdl barmely elemet elhagyva megsz{inik linedrisan fiiggetlennek lenni
MO. R3—ban legyen i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1), 1 = (1,1,1), X = {i,j}, Y = {i,j, k},
Z =i, j,k,1}.

a) Nem igaz: X lin. fgtlen, de pl. & ¢ £(X). b) Nem igaz: Z gen. rndsz., l € Z,de l € L(Z\{l})
c) Nem igaz: Y lin. fgtlen, de Z = Y U {l}, mér nem az (ldsd b)) d) Nem igaz: X lin.fgtlen és
Y =XU{k} isaz e) Igaz f) Nem igaz: lisd e).

34,3
5. Legyen f(z,y) = % az origén kiviil, f(0,0) = 0. Derivilhaté—e f az origéban?
€z Y
MO. Nem: 1) A parcidlisok az origéban: f(x,0) = x minden z—re ~» f,(0,0) = f/(x,0) = 1,
f(0,y) =y minden y-ra ~> f,(0,0) = f'(0,y) =1.
3 3
FO+h04+k) —0—(1,1)- (hk) tamp=z—(h+k)  K2k+k2h

2 h, k)= = =— ~ ©6és g-nek nincs
) (k) N NiEe (W2 1 k2)% g
2R3 2 2 2
hatdrértéke az origéban: g(h,0) =0 —— 0, g(h,h) = — == s —
(h,k)— (0,0) (2h2)2 25 /8 (hk)—(00) /8

6. Hatdrozza meg az f(x,y) = v* + y? — 322 fiiggvény lokélis szélséértékhelyeit !
MO. grad f(z,y) = (423 — 32,2y) =0 ~ 2 =2,y = 0. A mésodik parcialisok martixa:

1222 0
4=19

mert itt f,, =48 > 0.

, ennek determindnsa P = (2,0)-ban 96 > 0, igy itt van széls6értéke, és ez minimum,



2. Zarthelyi megoldasokkal
2003 tavasz B2 Serény

1. Hatérozza meg az f(z) = %sign(sin x) figgvény Fourier-sordt !

MO. f paratlan ~» a, =0 tetsz. n—re és f(x)-sinnz péros, igy

1 7T 2 T 1 . ) .

bp = — f(z)sinnzdr = */ f(x)sinnx de = f/ sinnz dr = _reosnay
T TJo 2Jo 2 n |
1

sin(2n + 1)x

o 2n+1

1 o0
= ((—1)" — 1) ~» b, = — ha n pératlan és b,, = 0 egyébként ~ asor: Z

n

=0
2. Legyen I = (0,1), Cy az I-n folytonosan differencidlhaté fiiggvények linedris tere és minden g
fuggvényre L, azon f € Cy fliggvények halmaza, melyekre fennall, hogy f’(z) + 2 f(z) = g(z) minden
x €l-re. Van—e olyan g, hogy L, altere C';—nek?
MO. Igen: g = 0. Valéban, minden c¢1,c € R—re g(x) = (c1.f1 + caf2)' (z) + 2 (c1f1 + cafo)(x) =
= c1(fi(@) + 2 (@) + c2(f3(2) + 2 fo(2)) = c19(2) + c2g(z) = (1 + e2)g9(z) ~>
~» (c1+c2)g(x) =g(z) ~» g(x) =0 minden z € (0,1)—re.

3. Mely a és b valés szdmokra lesz az aldbbi egyenletrendszernek a) nulla b) egy
¢) végtelen sok megolddsa ?
r—y—2z = 1
r+2y+z = -2
3r+az = b

1 -1 -1 1
MO. Gauss—elimindcié utan a kibovitett matrix: 0o 3 2 =3 |, tehat
0 0 a+1 b

a) 0mo.: a=—-1, b#0, b)egy mo.: a# —1, ¢) oo sokmo.. a=-1, b=0.

0 1 1
4. Legyen A= 2 0 1
0 1 a
Mely a valds szdmok esetén invertdlhaté az A matrix? Hatdrozza meg A inverzét az a =0 esetben!
1 -1 1 1
MO. Minden a # 1 esetén. Az inverz a = 0—ra: éfl =5 0 0 2
2 0 -2

5. Hol derivdlhaté az f(z,y) = v/a® +y? fiiggvény?

MO. Az origén kiviil és az y = —z egyenesen mindeniitt, mert ilyenekbél van derivalhatésagot megérzé
médon sszerakva. Az origéban azonban nem. Ugyanis f(z,0) = Va3 =z igy f,(0,0) =1 és ugyanigy
— £(0.0) = (1.1) - 3/03 1 03 — g —
o masik, tehdt £,(0,0) = f,(0,0) = 1, tovabba LW = SO0 =D (@y) Val+y—z=y
ennek a fliggvénynek nincs hatarértéke az origéban, hisz a tengelyek mentén konstans 0 az értéke, az
V2-2
V2
fla+z,—a) — f(a,a) Vad+3aa? +3a’z 3a  3a?

={1+=+=,
x x T

y = z,x > 0 egyenes mentén pedig konstans #0. Ami az y = —x egyenest illeti, ennek

mentén mar a parcialisok sem léteznek :

x
aminek nyilvanvaléan nincs hatarértéke az x = 0—ban.
6. Hatdrozza meg az f(z,y) = 32° + 2xy fiiggvény P = (—1,3) pontbeli v = (1,2) irdnyt irdnymenti
derivéltjat a P = (—1,3) pontban!

af 1 11

MO. grad f = (922+2y, 2z) , tehdt grad f|p = (15, -2), és|v| = V5, igy o = ﬁ(li -2)-(1,2) = —

S



