2. Zarthelyi megoldasokkal
1996 &8sz ILévE. 13.-18.tk.

1. Legyen v(r) = r - |r|? egy kétdimenziés vektorfiiggvény. Szamitsuk ki divev—t minden 7 # 0 pontban!
2. Legyen e = (i, ], k) az R® szokdsos bézisa. Szamitsuk ki a v(r) = k fiiggvény felilletmenti integraljat azon a
z = m sikbeli R sugari korlapon, melynek kozéppontja a z tengelyen van!

3. Legyen v(z,y) = (z%y, —y*z) egy kétdimenzids vektorfiiggvény. Szdmitsuk ki v feliiletmenti integraljat az
2
P+ =1,y>0

implicit egyenletii ellipszisvonalon, mint egy kétdimenziébeli valédi feliileten!

4. Legyen c tetsz6leges rogzitett sikvektor. Szamitsuk ki az a sikon értelmezett u(r) = (c,r) skalarfiiggvény
feliletmenti integraljat a koorditatengelyekkel parhuzamos oldali, origékozépponti, 2a oldalhosszisagu négyzeten,
mint egy kétdimenzidbeli valédi feliileten!

5. Adjuk meg az osszes olyan z komplex szamot, melyre

—1!
6. Szamitsuk ki az
K R
komplex integral értékét, ha K az origékozépponti R = 2 sugard korvonal!
7. Szémitsuk ki az 1
/ 5 dz
K R°— 1

komplex integral értékét, ha K az O = (2,0) kozépponti R = 2 sugari korvonal!
8. Hany olyan az egész komplex sikon reguldris fiiggvény van melynek értéke az egységkor belsejében min-
dentitt 17

Megoldasok
1. dive = |[r|2divr + 7 - grad |r|?> = 2|r|> + (r - 2|r|ﬁ) =2lr|2+2(r-r) =4Jr]?.
2. A K korlap normalisa annak minden pontjdban v(r) = k irdnyu, {gy
/ dr—/kdr—/|k||dr| / dr| = | K| =
K
3. Mivel dive = 2xy — 22y = 0, lezérva a feliiletet az = tengely I = [—1, 1] szakaszdval és erre alkalmazva a

Gauss-Osztogradszkij tételt, azt kapjuk, hogy a keresett integral v—nek I-re vett feliileti integralja, mely nulla,
mert v itt nulla, hisz v(z,y) =0, hay =0.

4. grad u = c konstans, igy gradiens-tétellel a keresett integral a négyzet teriiletének és c-nek a szorzata, mely
persze 4a’c.

5. e#=-1 iff z=mn(mod2rj) if z=w+k- 27j.
6.

1 1
— dz =0, hisz — — primitiv fiiggvénye —-nek az egész koron.
K 22 z 22

7. Mivel a koron belul

1 reguldris, a Cauchy integralformuldval:
1

Ldz: ztl dZ—Qﬂ']
KZ2_1 KZ—

8. Egyetlen: f(z) = j minden z € C-re. Ugyanis ha egy g fuggveny esetén ¢g(z) = j minden z € C-re, melyre
|z| < 1és g reguldris az egész komplex sikon, akkor minden derivéltja az origéban nulla és g—t z = 0 koriili Taylor-

1
0
sora mindeniitt eléallitja, tehat minden z € C-re: g(z) = g(0) + ¢'(0) - z + 927(') 2 =j4+04+0+...=7.

—7Tj.




2. ZARTHELYI MEGOLDASSAL
1998 &sz I1.6vf. 13.-18.tk.

1. Legyen v(r) = (22,y) egy kétdimenziés vektortér és F' az a hdromszogvonal, melynek cstcsai az origé, a
(0,1) és az (1,0) pontok. Szdmitsuk ki v fluxusdt F—en mint egy kifelé irdnyitott kétdimenziébeli valddi feliileten,
kétféleleképpen: a) a fluxus definicidja alapjdn kozvetklentl a v—nek az F—en valé feliiletmenti integraldsival
b) a Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjan.

MO. a) A tengelyek mentén a fluxus nulla, mert a vizszintes tengely pontjaiban csak vizszintes, a fliggdleges
tengely pontjaiban pedig csak fligg6leges komponense van a fliggvénynek, igy itt a feliileti normalis és a
fliggvény egymasra merélegesek. Ami az F atfogét illeti, egy egyenlete, melynek esetén a térrészbdl kifele

van irdnyitva: r(t) = (¢t,1—1t), t € [0,1]. Igy CROSS(7(t)) = — ‘ i _‘71 ‘ =(1,1) (persze!) és igy a fluxus
1 1
/ vdf = / (t)) - CROSS(7(t)) dt :/ (2,1 —t)-(1,1)dt = / 2+ 1—tdt =
0 0
210 1 1
= § +t— 5 . § +1- 5= g . b)dive = % + %—U; = 2z + 1, igy Gauss-Osztogradszkij tétellel a fluxus
1 1—x
(V' a hdromszoglap): / vdf = / divodV = / 2¢ +1dV = / / 2z + 1dydx =
F v v o Jo

1 1 2 3

:/0 Qxy—&—y’(l)_xdx:/o 2x(1—x)—|—1—xdx:%—2%—&-33%21—%—1-1—%:%.

2. Legyen v(r) = (y?,7) egy kétdimenzids vektortér és L az a haromszogvonal, melynek csicsai az origd, a
(0,1) és az (1,0) pontok. Szamitsuk ki v cirkuldciéjat L—en mint egy pozitivan irdnyitott kétdimenziébeli gérbén,
kétféleleképpen: a) a cirkuldcié definicidja alapjdn kézvetkleniil a v—nek az L—en val6 gérbementi integraldsdval
b) a Stokes tétel alapjan.

MO. Az el6z6 példa dudlisa. a) A tengelyek mentén a cirkuldcié nulla, mert a vizszintes tengely pontjaiban
csak fliggdleges, a fliggbleges tengely pontjaiban pedig csak vizszintes komponense van a fliggvénynek, igy itt
az érinté és a fliggvény egymadsra merSlegesek. Ami az L atfogot illeti, egy egyenlete, melynek esetén, mint a

1
térrész hatdra pozitivan van irdnyitva: r(t) = (1 —t,t), t € [0, 1]. Igy a cirkuldcié: / vdr = / v(r(t)) - 7(t) dt
L 0
1

! ! #3 12
= [(@a-n-cLna= [ #ei-ta=-ie- b
0 0 3 2

2] o)
_ % oy
v o

0

b) rotv = =1-—2y, igy Stokes tétellel a cirkuldcié (V' a hdromszoglap):

1
3 2 6

1—x
/vdr—/rotvdV /1—2de / / 1—2ydydx—/ y — o> - $dx:
L 1% 0
1

) 1-2 (1-23" 1 1 1
—/0(1 x)— (1 —z)%dx = 5 + 3 T2737 %
3. Hogyan valtozna meg az elsé illetve masodik példa eredménye, ha az azokban megadott vektorfiiggvényeket
megcserélnénk?
MO. Mindkett6 nulla volna, hisz az els6 példabeli fliiggvény rotacidja és a masodik példabeli fiiggvény diver-
gencidja mindeniitt nulla.

4. Oldjuk meg a komplex szamok korében a sindz = 0 egyenletet !

4z5 _ —4zj . .
MO. sindz = —— S =0 iff * =% iff 4zj = —42j mod(2rj) iff 8zj = 0 mod(2rj) iff
z =0 mod(%).
5. Hol derivéalhaté és hol regularis az f(z) = 22 + 2 fiiggvény ?
MO. Seholsem reguléris és az origd kivételével nem is derivdlhatd, mert egy derivdlhatd (f(z) = z) és egy nem
derivalhaté (g(z) = z?) fiiggvény Osszege nem derivélhaté. Az, hogy g(z) csak az origéban derivalhaté, pl. a
Cauchy-Riemann diff. egyenletekbdl addédik: (z — jy)? = 22 — 22yj — y? ~ u =22 —y?,
v=22Y ~ Uy =2r=-2zr=v, iff x=0 é u,=-2y=2y=-v, iff y=0.

6. Szamitsuk ki az / e dz értékét |

|z|=1
MO. Mivel az integrandus reguldris az (egyszeresen osszefiiggd) egységsugaru origdkézépponti korlapon, Cauchy
integraltétel miatt ennek hatardn az integral nulla.



2. ZARTHELYI MEGOLDASSAL
1999 6sz II.évf. 13.-18.tk.

1. Adjon példét a kovetkezd tulajdonsigi v sikverktorfiiggvényekre mind a v = v(r) egyenlet mind pedig az
erévonalak vézlatos rajzdnak megadédsdval (ez utébbi az utolsé két esetben extra pontokat ér) :

a) [v(r)] = |r|?* és v(r) || r minden r € R?-re. b) |v(r)| =2 és v(r) L r minden r € R*re. c¢) Nem 4llandd, de
csak 45°—o0s komponense van. d) |v(r)| = |r|, v(r) L 7 és v(r) J r minden r € R*-re.
MO. a) o(r) = r-|rl, b) v(r) = SRISSOL ¢y o4 1) — (a,2), d) u(r) = RIS

V2
(Tényleg: |r+ CROSS(r)* = |(z — y,y + z)* = 2[z]* + 2|y|*)

2. Legyen a > 0 tetszOleges valés, N az a sikbeli négyzetvonal, melynek csicsai: (—a,—a), (a,—a), (a,a),
(—a,a) és v(x,y) = (0,y3) egy kétdimenziés vektorfiiggvény. Szdmitsa ki v fluxusdt N—en mint egy kifelé
irdnyftott kétdimenzidbeli valddi feliileten kétféleleképpen: a) a fluxus definicidja alapjén kozvetkleniil v-—nek
az F—en val6 felilletmenti integréldsédval b) a Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjén!

MO. a) v—nek csak fiiggéleges komponense van, {gy csak a két vizszintes él: F) és F» mentén kell feliileti in-

tegrdlt szdmitani, ahol F; : r(z) = (x,a), —a < x < a, CROSS(r})=-— ‘7’ =(0,1) és

i
1 0

— .

—Fy :ry(z) = (v,—a), —a<z <a, CROSS(ry) =-— ‘ ‘(7) ’ =(0,1). Tgy

/v df = [ vdf —|—/ vdf = [ vdf —/ vdf = a(O,a?’) - CROSS(r) dy — /a(O7 —a®) - CROSS(rh) dy =
N Fy F; —Fy —

F1 1 a —a

:/ (O,a?’)-(O,l)dy—/ (07—a3)-(0,1)dy:/ agdy—i—/ a3dy22/ a®dy = 4a* .

—a —a —a

- a a e a
b) dive = 3y? {gy (ha V a négyszoglap): / vdf = / divodV = / / 3y? dy dx = / y?"ia dr =
N Vv —aJ—a —a
:/ a® — (—a®) dx = 2/ a®dr = 4a”.

—a —a

3. Legyen v(r) =r-|r| minden r € R? esetén. Szamitsa ki rotv(r) értékét minden r # 0 pontban !
MO. rot v(r) =rot (r - |r|) = |r| - rotr — CROSS (r) - grad [r| = 0, mert rot = 0 pl. mert ' = I szimmetrikus

és grad|r| = % || » L CROSS (r).

4. Keressiik meg az f(z) = sinz komplex fliggvény Osszes gyokhelyét !
Jz _ =iz . .
MO. sinz = 0 iff % =0 iff ¢F = e 9 iff jz= —jz (mod2rj) iff 2jz = 0 (mod2mj) iff
J
iff 2=0 (modm), vagyis a gyokhelyek a valés sin gyokhelyeivel egyeznek meg.

5. Hol derivélhat6 az f(z) = z2eR¢* komplex fiiggvény ?
MO. Az origd kivételével sehol mert egy derivalhato és egy nem derivalhaté fiiggvény szorzata biztosan nem
derivélhat6 azokban a pontokban, melyekben egyik sem 0 és nyilvan Cauchy—Riemann de.—ek alapjin a g(z) =
e” sehol sem derivalhaté (u, = e* # 0 = v,). Az origéban viszont derivélhaté, mert
0 — f(0 Zer
J0+2) = f0) P
z z z—0

10

10
e# —1
/ o dz ="
lz]l=1 *
e# —1

MO. Legyen f(z)= 0 Ez 2z # 0-n regularis és 2z = 0—ban megsziintetheté szakaddsa van

( limo f(z) = 1), tehat minden origékozépponti korlapon korldtos és minden az origdtdl megfosztott korlapon
zZ—

reguldris is, {gy integralja minden origékdzéppontu kérvonalon 0. (VAGY : Res.—¢ f(z) =0).



2. zarthelyi megoldasokkal 2000 6sz

1. Legyen F az [zy] sikban fekv6 R sugart origékozépponti felfelé iranyitott korlap és k a 2 tengely
irdnyd egységvektor. / klkxr|df =7

F
MO. F egyenlete: r =r(u,v) = (u cos v,usin v,0), 0<u< R, 0<v<2m,igy F-en

i ik i ik
kxr=|ucosv usinv = (u sin v, —u cos v,0), ry, X ry,=| cOSV sinv 0| =(0,0,u)=uk
0 0 1 —usinv wucosv 0

|k xrl=u ~»

>

27 R 27 R 2 R 27TR3
/ k|k x r|df :/ / ku~(ru><7'v)dudv:/ / ku~kududv:/ / u?du dv =
F o Jo 0o Jo o Jo 3

2. Legyen F az R sugaru origékdzéppontu kifelé irdnyitott gobmb és k a z tengely irdnyt egységvektor.
/ (kxr)df =7
F

MO.
A gbmb normadlisa mindeniitt sugir—, azaz r—irdnyu, tehat merdleges az integrandusra, kdvetkezésképpen az
integral 0.

3. Legyen v(r) = (y%,x) egy kétdimenziés vektortér és L az a hdromszogvonal, melynek csticsai az origé, a (0,1)
és az (1,0) pontok. Szamitsuk ki v vonalmenti integraljdt L—en mint egy pozitivan irdnyitott kétdimenzidbeli
gbrbén !

MO.

A tengelyek mentén az integral nulla, mert a vizszintes tengely pontjaiban csak fiiggoleges, a fiiggéleges tengely
pontjaiban pedig csak vizszintes komponense van a fliggvénynek, igy itt az érinté és a fiiggvény egymasra
mer()’legesek Ami az L atfogdt illeti, egy egyenlete (melynek esetén, mint a térrész hatdra pozitivan van
irdnyitva: r(t) = ((1 —t),t), t € [0,1]. Igy az integral:

1 1 3 211
/Udr—/ t)dt = /(tz,(l—t))«(fl,l)dt:/ 2+ (l—t)dt=——=+t— —| =

0 0 3 2 |,
:———i— —

1
3 276

4. Hol derivalhaté és hol reguldris az f(z) = 22 + z fiiggvény ?
MO. Seholsem reguléris és az origd kivételével nem is derivdlhatd, mert egy derivdlhatd (f(z) = z) és egy nem

derivalhat6 (g(z) = z2) 6sszege nem derivalhat6. Az, hogy g(z) csak az origéban derivalhaté, a Cauchy-Riemann
diff. egyenletekbol adédik:

(x—jy)?=a?—-2zyj—y> ~ u=0? -y v="2ay ~ u, =20=-2w=v, é uy=-2y=2y=—
iff x=y=0.
5. Legyen L a 2 sugari pozitivan irdnyitott fels6 félkor. —2 dz =7
L7
MO.
11!
Van olyan tartoméany, ahok a regularis integrandusnak van primitiv fiiggvénye: — %, igy /L ol dz = — =2
1
6. ,
sin z
/ dz =7
lz|]=1 <

MO.

Az integral 0, mert az integrandus egy pont kivételével reguldris az egyszeresen Osszefliggé korlapon és ott

korlatos is, VAGY persze Cauchy integral formuldval / S dz =27jsin0=0
|z]=1 #




2. zarthelyi megoldasokkal
IT. 2001 6sz

1. Legyen L az az [zy] sikban fekvd, két szakaszbol 4116 torottvonal, melynek csticsai a (0,0), a (0,1) és az
(1,0) pontok. L irdnyitdsa olyan, hogy az origd a kezdépontja. Legyen j az y tengely iranyu egységvektor.
jdr =
L
MO. Zarttd téve a gorbét az origbt és az (1,0) pontot Osszekotd szakasszal, melyen az integrél 0, mert
irdnyvektora meréleges az integrandusra, az integral Stokes—tétellel 0, igy L—en is 0. VAGY : az y tengelyen az

integral : / (J)e|dr] = / 1ldr] =1 / |dr] =1-1=1ésamésik darabon ugyanigy : / )e ldr| = / — |dr|
Ly Ly Ly

Lo

2. Legyen v(z,y) = 3zy,—y?) és F a (0,0) (1,0), (1,1), (0,1) csticsti kifelé irdnyftott négyzetvonal a

sikban. / vdf =7
F

21

1,1
MO. Gauss—Osztrogradszkijjal: dive =y ~» / vdf = / / ydxdy = y?
F 0o Jo

0

3. Szamitsa ki a  v(r) = rot grad |r|* értékét mindeniit, ahol létezik !

MO. rot gradu = 0 mindig, ha az u , ahogy az u = |r|? is, kétszer folytonosan derivalhato.

4. Hol derivélhaté az f(z + jy) = jRez + Im 2z komplex fiiggvény ?

MO. f(z+jy) =y+jz ~> u=y, v=2 ~» uy=1%#—-1=—-v; ~» sehol sem elégiti ki a Cauchy—
Riemann d.e.-eket.

5. j7 =7
MO. j/ = ¥ = Ind Inj=I|jl+jarcj=Inl+j2 =% ~» =M =it =2
(~ 0.20788)
6. Szamitsa ki az 1
/sz

komplex integrél értékét, ha K az O = (27,0) kozépponti R = 2 sugari korvonal!

1
MO. Mivel a korén beliil - regularis, a Cauchy integralformulaval:
ZT)

1

1 o . 1
/?dzz/i,dZZQﬂ']' -
K2 +1 KZ—] z+)




