Alapfogalmak

1. Matematika: bizonyos szErkEzETU KIJELENTO mondatok.
(1) Kijelent6 mondatok

Naivan azt gondolnank, hogy minden kijelenté6 mondat vagy igaz, vagy hamis. (Azaz, ha
kérdé mondatta fogalmazzuk at, akkor - legaldbbis elvben - lehet ré igennel vagy nemmel
vélaszolni.) DE ez a a felosztds nem jo.

értelmetlen «— értelmes

e Ertelmetlen
(a) Szintaktikailag (formai) hibés
Nem nem Te hat ora, Te se magyar beszélni kicst.
(b) Szemantikailag (tartalmilag) hibas PI.

A pé, ha engemély kimdr
De mindegegy ha vildagar,
Mert engemély minder bagul,
Mint vélgaban a bégahir.

(Karinthy Frigyes: “Mint vélgaban”)

Ez az egész persze nem kijelenté mondat (honnan tudjuk ?!!, azt azonban tudjuk, hogy
vers és a kolto szomort) és példdul a kovetked példa az in. elhallgatott presuppositio-
ra sem az: Renddrségi kihallgatas:

Igennel vagy nemmel vadlaszoljon! Még mindig veri a feleségét?
de a masik kedvencem az:
A cosinus tételnek paprikascsirke illata van.
Sokan ide soroljak a hires Hazug paradoxon-t is:
En most hazudok.
Ugyanis ez nem lehet sem igaz, sem hamis.
Meglep6 moédon - amint majd latni fogjuk - ezzel a kérdéskorrel kapcsolatos a kovetkezo
rejtvénysorozat: Bombézds rejtvény 1.
e Ertelmes

Ezek valaban lehetnek igazak ill. hamisak. Az igazi feladat tehdat ilyen mondatokat mon-
dani, vagy ugy kérdezni, hogy ilyen valasz adhaté legyen. Vizsgan lényegében nem érdekel,
hogy a hallgat vélasza j6-e vagy rossz (igaz-e vagy hamis), igazdn csak az ERTELMES
legyen. Ez pedig a SZERKEZETEN muilik.

(2) Matematikai kijelentések szerkezete

Olyan mondatok, melyekben (eléz6ekben mér definidlt) MATEMATIKAI OBJEKTUMOK,
tulajdonsdgok stb. (pl. szdm, halmaz, fiiggvény, péros, kisebb, Gsszeg, eleme, oszthatd
sth.) és in. LOGIKAI KONNEKTIVUMOK (és, vagy, ha ... akkor, stb.) szerepelnek. Ezeket
persze sokszor szimbdélumaik segitségével szerepeltetjitk (a matematikaban szokasos nyel-



vet, mely magyar szoveg és szimbdélumok sajatos elegye, “matematikai magyarnak” is
nevezhetjiik. Pl. ketté meg harom helyett persze 2+3-at frunk stb. )

Ami 1j, hogy a logikai konnektivumokra is szimbdélumokat vezetiink be, mert ahogy a
“(2 meg 3)-szor 5”-nél attekinthetdbb a “(243)-5”, ugyanez igaz a logikai konnektivumokra
is. Ezek szimbolumai:

1, V, A, —, <—,V,d

e Példa Teljes indukcié (w a term. szdmok, € az “eleme” reldci6), HF: 6|n® + 5n
Barmely a természetes szamokon értelezett p tulajdonsag esetén

p(0) A (Vn € w)[p(n) = p(n + 1)] = (Vn € w)p(n)

2. Alapveto matematikai objektumok
(1) HALMAZOK
e Specidlis szaimhalmazok: w (N), Z, Q, R, C
e Halmazrelicidk, -miiveletek : 0, €, =, C, N, U, 7, \ .

e Jel6lés: Ha p(x) azt jeldli, hogy = p tulajdonségi (példaul p(z) azt jeldlheti, hogy “x
paros”, vagy “x kisebb, mint 2”), akkor a H halmaz p tulajdonsigi elemeinek halmazat
igy jeloljik: {x € H : p(x)}. Példaul a paros természetes szamok halmaza (alb
annak szimbdlikus jel6lése, hogy b oszthaté a-val): {vr € w: 2|x}.

e Jel6lés: Adott A halmaz rendezett parjaibdl (n-eseibél) alkotott halmaz:
A2 = {(a,b) : a,b € A}, A" = {(ay,as,...,a,) :a; € A}, n € w

e Példdk .« E = emberek halmaza, Hazasparok = H C E?,
« Sik pontjainak halmazénak jellemzése koordinata-parokkal, Fold feliiletének
jellemzése szélességi-hosszusagi koordinataparokkal.

(2) FUGGVENYEK

(a) Definicié

Szinonimdk: hozzarendelés, leképezés, megfeleletetés, transzformdcié, operacié (utébbi
kettét inkabb speciélis esetekben hasznaljuk, pl. a tiikrozés geometriai transzforméacio).




Jelglés: f: A— B. Do f=A, Reg f C B.

Fiiggvényekkel mér taldlkoztunk, azok altaldban szamhalmazok kozott miikodtek. De
fliggvény lehet akarmit akarmihez rendel6é megfeleltetés:

e Példak: (nem valds fiiggvényekre)
emberek «— nevek  magyar szavak «— angol szavak  emberek «— telefonszamok

Sorozatok: (1,1/2,1/3,1/4,1/5,...), a:w — Q, mégpedig a, = 1/n tetsz. n € w.
(1,1,2,720,...), a:w — w, a, ="

Majd latni fogunk példaul fiiggvényeken értelmezett fliggvényeket is.

e Szemléltetés: Valos esetben fiiggvény grafja:

G(f) ={(z,y) eR?*: f(x) =y} = {(x, f(2)) : @ € Do(f)}
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e Kérdés: Lehet-e kor egy fiiggvény grafja 7 (Egyértelmiiség)

(b) Halmaz fiiggvény szerinti képe
f*H={ye€ B: 3z € H)f(x) =y} minden H C Do f-re

e Példak Fenti fliggvények és ismert matematikai fliggvények eetén.
Pl. ember-név esetén fiunevek, f(z) =sinz, H = [7/6,7/3] ~» f*H =1[1/2,4/3/2].

(c) Oszetett fiiggvény, fiiggvény kompozicié
g:A— B, f:C— D, CCRgf. (fog)lz)=f(g(z)),z€A
e Példak
« Ha van magyar-angol és angol-szuhaéli szétaram, akkor van magyar-szuhaéli szétaram,

Egyszert fiiggvényekbdl nagyon egyszertien lehet rendelésre mindenféle 6riilt fiiggvényeket
csinalni:

e f(x)=sinz, g(z) =1/z, (fog)(x) =sinl/x.
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(d) Invertalhatésag
Egyik legalapvetobb tulajdonsdg, hogy fennéll-e egy adott H C Do f halmazon, hogy
(Vz,y € H)(z #y = f(z) # [(y))

vagyis, hogy f H-n tn. kdlcs6nésen egyértelmii fiiggvény-e. (El6z8 dbran legalsé nyil
nincs.) Ha igen, azt mondjuk, hogy f invertalhatd, azaz létezik az inverze.

e Inverz fiiggvény (Egy adott halmazon) (Megforditott nyilak=visszafele fiiggvény)
Ha f invertalhaté H C Do f-en, akkor f inverze H-n az a g : f*H — H fiiggvény,
melyre g(f(z)) = = minden z € H. Ez a fliggvény minden y-hoz azt az z-et rendeli,
amelyikhez f az y-t rendelte. Jelolés: f1.

e Példaul: szétarak, telefonkonyvek, képletgyiijtemény esetén:
masik szotar, tudakozoé, 77 — ezért kell a képleteket memorizéalni !!

flx)=2+4+2 ~» y=2+2 ~» 2=y—2 ~ [ yYy=y—-2 ~ fla)=2-2
Nem mindig “fejezheto ki” ilyen egyszeréen.

f(x) = 2. Csak nem negativakra (vagy nem pozitivakra egy-egy értelmt, itt definicidval:
f~Hz) = /z. Inverz grafja.

Allitas
' f@) =2 (xeH), f(f ') =y (ye fH),
(f Y =f (fog)l=glof!

(3) RENDEZES

Rogzitjiikk a mar jol ismert < ill. < tulajdonsigait, melyeket hasznalni fogunk és egy
kicsit altalanositjuk is, hogy ne csak szamok kozotti 6sszehasonlitast tudjunk végezni.

(a) Definicié
« Az (A, <) rendezett halmaz (ill. < rendezés A-n) ha
(i) @ £ a minden a € A-ra (irreflexiv)
(ii) a <bAb< ¢c= a < cminden a,b,c € A-ra (tranzitiv)
ea<b=a<bVa=Db
e Példaul a nagysdgszerinti rendezés w-n vagy R-en, w-n az oszthatdsag, a szigoru tar-
talmazds (A C B = A C BA A # B) a halmazok kozott.

Egy rendezés linedris (vagy trichotom) ha minden két elem Osszehasonlithaté (a hal-
mazok tartalmazdsa vagy w-n az oszthatésag nem ilyen): a < bVa =0bVa > b (azaz
a <bVb<a)minden a,b € A-ra.



Allitas (i) < aszimmetrikus, azaz a <b =0 £ a (ii)a<b ~~» a#b

Bizonyitds. Indirekt:
(i) Tranzitivitdssal a < bAb < a = a < a, ami ellentmond az irreflexivitdsnak.
(i) a<bANa=0b ~» a < a, ami ellentmond az irreflexivitasnak.

Hazi feladat Bizonyitsuk be, hogy

(i) < reflexiv és antiszimmetrikus, azaz a < a és a<b A b<a = a=0
(ii) linedris rendezés esetén az a < b,a = b,b < a esetek koziil pontosan az egyik all fenn.

(b) Specidlis részhalmazok

® Intervallum: (A, <), rendezett a,b € A, a < b esetén:
(a,b) ={reA:a<z<b},|a,b)={r€eA:a<z<b}, (0,a] ={xecA:x<a}...
(félig) nyilt, zart (feliilrdl, alulrdl) korlatos . .

e Korlatossag (Fenti dltaldnositédsa)

Definicié

Legyen (A, <) rendezett halmaz, H C A.

« H feliilrdl (alulrdl) korlatos ha (3K € A)(Vx € H)(x < K) (z > K).

« H korlatos ha feliilr6l és alulrdl is az (R-en ez ekvivalens: (3K € R)(Vz € H)(Jz|<K)).
e h H suprémuma (infimuma) (sup H, inf H) ha h legkisebb fels6 (also) korlat, azaz

- h fels6 (also) korlat
- K fels6 (alsé) korldit ~» h < K(z > K).

Nyilvdn csak feliilrdl (alulrdl) korldtos halmaznak van suprémuma (infimuma).

Példa (6 eset: 2 helyre valaszthatunk: 1. helyre 4 félét (3K /x,VK/xz), 2. helyre mar
csak 2 félét (K-hoz x kell ill. forditva) és a két ekvivalenset ki kell vonni: 4 -2 — 2 = 6)

Legyen H C R tetszoleges. Mit tudunk H-rdl, ha

e (3K >0)3zx e H)(|z| < K): H#0
(VK > 0)(Vz € H)(|z| < K): H C {0}

e (Ix e H)(VK >0)(|z| < K): 0€H

e (VK >0)3x e H)(Jz| < K): inf H=0
(3K > 0)(Vz € H)( ):  H korldtos

e (Vx € H)(IK > 0)(|z| < K): H tetszbleges

Példa Olyan feliilrol korlatos halmazra, melynek NINCS suprémuma:
A={zeQ:z==x1/n}, H={x€Q:2=—-1/n}. Ekkor G ={x € Q:z=1/n}

minden eleme fels6 korldatja H-nak, de ezek kozott nincsen legkisebb.
(c) Fliggvények és rendezés

Definicié

Legyen (A, <), (B, <) rendezett halmazok, D C A, f: D — B, HCD.



e f (szigortian ) (monoton) névé (csokkend) H-n ha minden z,y € H esetén

z<y ~» fx) < fly), (f(2) 2 fy) (f(2) < fy), flz)=fy).
o f feliilrél (alulrél) korldtos H-n ha f*H az.

(azaz (3K € B)Vz € H)(f(z) < K) (f(z) > K).
o f korlatos H-n ha feliilrol és alulrdl is az.
o sSUp,cy f(z) =sup f*H, inf,cy f(x) =inf f*H .
e Ha van © € H, hogy f(z) = sup,cy f(z) (f(z) = inf,en f(x)), akkor felveszi a
suprémumat (infimuméat) H-n, ez a maximuma (minimuma) H-n.

Nyilvan csak adott halmazon feliilr6l (alulrdl) korldtos fliggvénynek van itt suprémuma
(infimuma).
Példa

« Idedlis esetben ceteris paribus (= ha az egyebek egyenl6k) a lakas ar a lakas alapteriilet
fliggvényében no, a légnyomas a tengerszint feletti magassaggal csokken.

e Legyen R-en ¢ < 0, f(x) =z +¢, g(x) = c¢-x. Ekkor tudjuk, hogy f monoton né, g
pedig monoton csokken.

Példa
R-en: f(x)=1/x

o infyc0,1) f(2) = infeq) f(7) =1 elobbin nem, utébbin felveszi
o Z8up,e(01) f(T), Sup,eoq) f(x) mert feliilrdl nem korldtos

o Zinfoc—10) f(), infoe—10) f(z) mert alulrél nem korlatos
o SUP,e(_1,0) f(T) = supze-10)f(x) = —1 eldbbin nem, utébbin felveszi

o infoe(10) f(2) = infgep g f(2) = 1/2 elobbin nem, utébbin felveszi

T) = SUP,ep o f(7) =1 elobbin nem, utébbin felveszi

® SUPge(1,2) f( )
o infoc(1,00) f(7) = infoep o0) f(2) = 0 egyiken sem veszi fel

o SUD,¢(1,00) f(T) = SUD,e1,00) f(¥) = 1 elobbin nem, utébbin felveszi

Allitas
Ha f : A — B szigoruan monoton fliggvény, A és B linearisan rendezett halmazok,
akkor invertalhato és f inverze ugyanolyan értelemben monoton.



1. Bizonyitds. (FORMALIS)

Legyen f : A — B szigortan nové (a mésik analég). Ekkor
)z#y ~» z<yVy<az ~> flx) <fly)V [fly) <[flx) ~ [lx)# )

(ii) Indirekt: a,b € Rg f, a <b, f~1(a) > f71(D).

Ekkor a = f(x), b= f(y) valamely z,y € A, igy

a<b~s @) < f) ~> 2= fNa) 2 f0) = fFE) =y~ x>y~
~» f(x) > f(y) ellentmondva f(z) < f(y)-nak.

2. Bizonyitds. (INFORMALIS fiiggvény-szemléltés tin. nyildiagrammal)

Szigorian nové IFF a nyilak paronként kozos pont nélkiiliek. Ekkor (mivel nincs koézos
pont a végpontokban sem) van inverz, melynek diagrammja egyszeriien a nyilak meg-
forditésa, szintén ilyen:

f(9=y

T
7

 y)=x

Szigortuan csokkend IFF a nyilaknak paronként van kozos bels6é pontjuk, inverz ugyanilyen:

B o
0=y -
f
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