Mintapéldak

Feliileti integral

1. Legyen F' az origékézépponti R sugari hdromdimenzidbeli kifelé iranyitott gombfeliilet
és v(r) = |r|?>r minden r € R? esetén. Hatdrozza meg a v vektor-vektor fiiggvény F-en vett
feliiletmenti integraljat!

MO. Jelolések: [, vdf a v fliggvény F-en vett felilletmenti integrélja, [ v |df| fliggvény felszin
szerinti integralja, |F'| az F' felszine.

(1) Felhasznéljuk, hogy egy fiiggvény feliiletmenti integrélja megegyezik a fiiggvénynek a feliileti
normalisra es6 vetiiletének felszin szerinti integraljaval. Ezzel:

v(r) =rlr]? || 7 ~» v(r)||n a gdbmb normélisa ~» v, = |v|, a gémbon: |r| =R ~»
ﬂwi/vﬁ"/vﬂﬂl /}#uﬂ_Rf/\#L_RMW_R?4WW_4R%
F F

(2) Gauss-Osztrogradszkij tétellel:
Felhasznaljuk, hogy ha u egy skalar-vektor fiiggvény, v pedig egy vektor-vektor fliggvény, akkor
div(uv) = udive 4+ v - grad u (persze ott ahol mind v mind v derivdlhaté), tovabba, hogy ha f

egy valés fiiggvény, akkor lancszabéllyal grad f(|r|) = f'(|r]) - grad |r| = f'(|r]) - ﬁ gy
r

grad|r|? = 2|r| - ﬁ =2lr|-r, div(]r|?r) = |r[2divr +r - grad|r|® = 3|r|> + 2|r||r|? = 5|r|%.
Legyen V az F &ltal hatarolt térrész (a gdmbtest). Gombi koordinatdkkal:

27 R R5
/vdf /dlvvdV—E)/ / / r2r?sind drdddp = —5— - 27 - 00819‘0 5 41 = AR’w

(3) Feliiletmenti integral kiszdamitdséra szolgdld dltaldnos formuldval:

F egyenlete: r = r(u,v) = (Rsin ucos v, Rsin usin v, Rcos u), 0 <u <7, 0 <v <27.
Ebbél: |r|? = R?sin? ucos? v + R?sin? usin? v + R%cos? u = R%sin? u + R%cos? u = R?
ru(u,v) = (R cos ucos v, Rcos usin v, —Rsin u)

ry(u,v) = (—Rsin usin v, Rsin ucos v, 0)

Ty X 7y = (R?sin? wcos v, R?sin? usin v, (R? cos usin ucos? v + R?cos usin usin? v)) =

= (R?sin? ucos v, R?sin? usin v, R? cos usin u))

v(r(u,v)) = rr|> = R*(Rsin ucos v, Rsin usin v, Rcos u)

v(r(u,v)) -y X 1y =

= RQ(Rsin ucos v, Rsin usin v R cos u) (—R?sin? ucos v, R?sin? usin v, R? cos usin u) =

= R®(sin® ucos? v + sin® usin? v + cos? usin u) = R?(sin? usin u + cos? usin u) = R’ sin u

27
/Udf // ) Tu X Ty dudy = R’sin ududv = R® - (— cosu)| =21 2R° = 4nR®

2. Szamitsuk ki a v(r) = r € R3,r # 0 fiiggvény divergencidjat! Felhasznalhaté-e

r
I3
a Gauss-Osztrogradszkij tétel a v-nek az el6z6 példabeli F-en vett felilletmenti integraljanak
kiszamitasara? Ha igen, szamitsa ki ilyen médon.

MO. (A) (a) Felhasznéljuk, hogy ha u egy skalar-vektor fliggvény, v pedig egy vektor-vektor
fiiggvény, akkor div(uv) = udivv + v - gradu (persze ott ahol mind v mind v derivalhatd),

tovabba, hogy ha f egy valés fliiggvény, akkor lancszaballyal
r
grad f(|r]) = f'(Ir]) - grad |r| = f'(|r]) - -

7]
, 1 3
Igy, ha r € R?,r # 0, akkor grad| Eh —3-W-‘r—| = —#, tehat
T T T
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(b) Koordinatdnként: ha v(x,y, z) = (v1(z,y, 2),v2(z,y, 2),v3(x, Y, 2)) ,

. 81)1 81)2 8 . r 1
akkordlvv:— + — 4+ —, igy mivel v(r) = v(x,y,2) = —5 = x,Y, %),
o (Va2 +y? + 22)3 3x2\/:n2+y2+z2
oxr (:c2—|—y + 22)3
vy (Va2 +y? +22)° = 3y” Va2 + ¢ +22
oy (22 +y2 + 22)3
vz (Va2 +y? + 22)3 — 322 /22 + 42 —|—z2
0z (22 +y? + 22)3
Ezért dive = 08111 + 8813}/2 + % =0

(B) Nem: a térrészen (a gomb belsejében) nem létzik a v divergencidja, hiszen v az origéban
nyilvan nem folytonos.

3. Legyen F az R sugari origbkdzéppontu kifelé irdnyitott gomb és k& a z tengely irdnyu
egységvektor. Hatdrozza meg a v(r) = k x r, r € R? vektor-vektor fiiggvény divergencidjat és
F-en vett felilletmenti integraljat a Gauss-Osztrogradszkij tétel segitségével!

MO.

(1) dive = 0 ugyanis

(a) v(r) = k xr linedris operator, melynek derivaltja nmaga, igy a divv ennek skalarinvaridnsa.
De persze v antiszimmetrikus, igy (szokédsos bézisbeli) métrixa is az, tehat a féatlojaban 0-k
allnak, amelyek Gsszege, tehadt v(r) = k x r skaldrinvaridnsa, azaz v divergencidja 0.

(b) Koordindtéanként: v(r) =k xr = (0,0,1) x (z,y,2) = (—y,z,0) és

dive = oy + Ox =+ @
- Ox oy 0z
Tehat dive = 0, ezért aztan persze: / vdf = / dive dv = / 0dv=0.
F \% \%

(2) Egyébként persze tényleg a felilletmenti integral 0, hiszen a gémb normélisa mindeniitt
sugar—, azaz r—irdnyu, tehat meroleges az integrandusra.
(3) Feliilletmenti integral kiszamitdsara szolgalé dltalanos formuldval:
F egyenlete: r = r(u,v) = (Rsinucosv, Rsinusinv, Rcosu) , 0 < u < 7, 0 < v < 27
k=(0,0,1) .
k x r = (—Rsinusinv, Rsinucosv,0)
r = ry(u,v) = (Rcosucosv, Rcosusinv, —Rsinu)
r = ry(u,v) = (—Rsinusinv, Rsinucoswv,0)
Ty X 7y = (R?sin? u cos v, R?sin? usin v, (R? cosusinu cos? v + R? cosusinusin® v)) =
= (R?sin? u cos v, R? sin? usin v, R? cos usinu))
u(r ( )):k:xr(u v) = (—Rsinucosv, —Rsinusinv, 0)

1y X 1y = R2sin® usinvcosv — R?sin usinvcosv = 0

v(r(
27 27
/ vdf = / / LU V) + Ty X Tydudvy = / / Odudv = 0




Vonalintegral

Legyen K az origdkézépponti R sugart [xy| sikbeli pozitivan irdnyitott korvonal és v(r) =
|7|>(k x 7) minden r € R3 esetén. Hatdrozza meg a v vektor-vektor fiiggvény K-en vett vonal-
menti integraljat!

MO. Jelolések: [ pvdr a v fliggvény L-en vett vonalmenti integrélja, i) L vldr| a fiiggveény
ivhossz szerinti integrélja, |L| az L {vhossza.

(1) Stokes-tétellel: /
K
alkalmazhaté hisz v folytonosan derivalhaté: k x r linedris operétor, |r

folytonosan derivalhatd.)

vdr = / rot v df, ahol K* a K &ltal bezart korlap. (A tétel

2 = 22492 +22 trividlisan

(@) kxr=|0 0 1| =(-y,2,00 ~ v=(—y@®+y*+2%),2*+y>+2%),0) ~
r Yy x
rot v= 2 o L= (—2z2,2yz,4(x? + y?) + 222).
—y(@2®+y? +22) z@®+y?+22) 0

(b) K* egyenlete: 7 = r(u,v) = (ucosv,usinv,0), 0<u <R, 0<v<2r.
Ebb6l 7, = (cosv,sinwv,1) 7, = (—usinv,ucosv,0), tehat

i ik
Ty X Ty=| cCOSV simv 0| = (0,0,u).

—usinv wucosv 0

(c) rotv K*-on: rotv(r(u,v)) = (0,0,4u?),

(Mésképpen szorzat rotécidjara vonatkozé formuldval K-n kozvetleniil: rot |r|2(k x r) =

= |[r2|rot(k x ) — (k x r) x grad |[r|? = 2k|r|?> — 2(k x r) x v = 2k|r|> + 2k|k x r||r| =

= 2k|r|? + 2|k||r||r| = 4k|r|*> mert rot(k x 7) = 2k tovabbd K-n a (k x r) x r vektor —k irdny1
és (kxr) Lr. Azaz igy is rotv(r(u,v)) = 4k|r|?> = 4k(u? cos® v + u?sin? v) = 4ku?.)

(d) Tehdt rotv(r(u,v))- (ry x ry) = 0+ 0+ 4u? = 4u?.

R pr27 4
Ezt kell K*-on integralni, amib(ﬁl/ vdr = / rotvdf = / / 4 dudv =4 -2n RT = 2R"x.
K* o Jo

K
(2) Felhasznéljuk, hogy egy fiiggvény gorbementi integralja megegyezik a fliggvénynek a a gorbe
érintore esd vetiiletének v.-nek ivhossz szerinti integraljaval. Ezzel:

v = |r|*(k x r) L k miatt v benne van a sikban, tovabba. v = |[r|?(k x r) L r és k,r,v
jobbcsavart alkot ~» v || 7 hisz 7 pozitiv érintSirdnyt ~» ve = [v| = |r2|k x 7| = |r|?|K||r]
(hisz persze 7 € K ~» r benne van az [zy] sikban ~» k L r) igy a korén (ahol r = R)
ve = |k||r|? = |r|? = R3, tehat

/vdr:/ve|dr|:/ R3|dr|:R3/ \dr| = R®|K| = B*2Rx — 2R'x.
K k K K

(3) Vonalmenti integrél kiszamitésara szolgdl6 altaldnos formulaval:
K egyenlete: r =r(t) = (Rcost,Rsin t,0), 0 <t <2m. EbbSl: 7 = (—Rsint, Rcos t,0) és

i j k
kxr=|Rcost Rsint 0| =(Rsint,—Rcost,0), |r|=+vR2cos?2t+ R2sint+02=R -~
0 0 1
v=|r*(k xr) = (R?sin t,—R3 cos t,0) ~»
27
v-i=—Risin®t — Rtcos’t +0 = R* ~» /vdr: R*dt = 2rR*.
K 0



