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0.1. Tobbvaltozés valésértékii fiiggvények in-
tegralasa

0.1.1. Normaltartomanyok

Normaltartomanyok sikban A normaltartomanyok pontosan azok a
tartomanyok, amelyeken konnyti integralni. Mivel a sikban az x és y ten-
gelyek szerepe azonos, ezért két fajta normél tartomanyt kiilonboztetiink
meg:

b { Zl (z)

Vagyis:
Dy ={(z,y)]la <z <bésu(v) <y<wug(r)}
Dy ={(z,y)lc<y<désuv(y) <z <w(y)}

d
vy (y)
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1. dbra. Dy = {(z,y):a <z <bésu(r) <y <us(zr)} tovdbbd D, =
{(m,y):c<y<désuily) <z <y}

A D esetében az x-szel futunk az ”a”-tél a "b"-ig, és egy ilyen x felett
akkor vagyunk a Dj-ben, amikor uy () <y < ugy ().

1. PELDA: (a) uy(2) = 2% uy(z) =2 és 0 <z <1 (L. B 4bra)

(b) w (&) = 0: uy (1) { ha 0SS lce<t
uy () = 0; ug (x) = 1 s0<zx<
v1—22, ha ﬁ<x_1

(L.B abra)
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2. dbra. Az y = x és y = 22 kozotti teriilet.

7

3. abra. Az y = x és az egységkor elsé negyedbe es6 darabjanak metszete.
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Normaltartomanyok térben FEgy D tartomany akkor normadlt tarto-
many a térben, ha olyan mint egy krumpli.

zZ

4. abra. A deformalt gémb szerti D tartoméany "egyenlitéje' az E. A D test
felilletének az E gorbe feletti része a z = z(x,y) és az E alatti része a
z = z1(x,y) feliletek. Az E gorbe vetiilete az zy sikra (ugyanaz mint a D
vetillete) az E,, gorbe. Ennek (az x tengely szempontjabol) "alsé" része az
y = y1(x,y), felsé része pedig az y = yo(x,y) gorbék.

a < x < b
D y1 (1) < y < wy(xr) (L.H abra.)
<1 ($> y) < z < 0z ($> y)

2. PELDA: Az orig kozéppontii, R sugart gomb:

—-R < z < R
D:{ —VR?—2? < y < R? — 22
_ /R2_$2_y2 S z S /R2—$2—y2

(L.B abra)

3. PELDA: Legyen D a z = /22 + y2—2 kip, és a z = 4 — 22 —y? forgési
paraboloid altal hatarolt korlatos tartomany.

—2 < z < 2
D:< —vV4—2? < y < Vid—2? (L.B abra)
Vit4+y?—2 < 2z < 4—a?—y?
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5. abra. Gomb mint normaltartomény.



Y

-2

6. abra. Feltil gomb alul kup.

BA




0.1. TOBBVALTOZOS VALOSERTEKU FUGGVENYEK INTEGRALASA7

0.1.2. f:R? — R fiiggvény Riemann integralja normal-
tartomanyon

Legyen D egy sikbeli normaltartoméany. Legyen f egy olyan korlatos fiigg-
vény, amely értelmezve van és folytonos a D majdnem minden pontjaban.
Ez biztosan teljestil, ha a rossz pontok (vagyis ahol f nincs is értelmezve
vagy ha értelmezve van akkor nem folytonos), lefedhetéek véges sok egye-
nessel.

Vegytink egy tetszoleges n € N szamot, és tekintsiik az % oldald négy-
zetracsot. Legyen {K7, ..., K,,} azon négyzetek a fenti négyzetracsbol, me-
lyeknek van kozos pontja D-vel. Legyen u; egy tetszoleges eleme a K; N D
halmaznak. (L. [ 4bra.) Ekkor : terilet(K;) f (w) = 5[ (w) =~ az f
fliggvény altal meghatarozott feliilet K; feletti, és a feliilet alatti rész térfo-
gataval.

Az f feliilet alatti térfogat kozel egyenld, ha ezen kis térfogatok Ossze-
gével. Azaz Z#f (u;) = az f (z,y) alatti térfogat. Tehat az f (x,y) alatti
térfogatot mlln%: a

[ v dody = 1 S )
D =1

hatérértékkel (ami belathatd, hogy létezik) értelmezziik.

1. DEFINICIO: A fenti hatarértéket azf figgvény D tartoményra vo-
natkozo6 kett6s integraljanak nevezziik. Néha pedig mint az f Riemann
integrdljat a D-n emlegetjiik.

Tehét a [[f(z,y)drdy az f figgvény grafikonja alatti térfogat a D
D

tartomanyon.

Fontos specidlis eset: Mivel f(x,y) = 1 konstans fiiggvény alatti
térfogat a D tartomanyon értelemszertien a D tartomany teriilete kell legyen,
ezért: terilet(D) = [[1dxdy.

D

Mivel az [[ f (z,y)dzdy = lim 53 f (u;), (ahol {K7,..., K} az 1-es
D nTooT =1

négyzetracs azon négyzetei, melyek metszik D-t és u; € K;) ezért az integral,
mint terilet(D) x(az [ értékeinek “dtlaga” D-n) kifejezéssel szemléltethetd.
Ez nem pontos matematikai kifejezés, csak szemléltetés.

Tehat az integral tulajdonsagai az “dtlag” tulajdonsidgaibdl jonnek.



AY

U;

BA

C

7. abra. Az u; a K; négyzet egy tetszoleges pontja.
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A Riemann integral tulajdonsagai

1. ng(x,y)dxdy:C’fof(x,y)dxdy, CeR

2ff (z,y +gxy)]dmdy—fffxydxdy+ffgxydmdy

3. D = DUD, tovabba D1NDy = 0, akkor [[ f (x,y)dxdy = [[ f (z,y) dedy+
D D1
[ f (z,y)dzdy
Do

4. Hap < f(2,y) < ¢,V (x,y) € D, akkor teriletp-(D) < [[ f (x,y) dxdy <
D

q-terilet(D)
5. Integrdalszamitas kozépérték tétele:

Ha f folytonos a D egy Osszefliggd korlatos tartomany, akkor minden
pontjaban, ugy 3 (u,v) € D, hogy [[f (x,y)dxdy = teriilet (D) - f (u,v),
D

D dsszefiiggo.

Az integralszamitas kozépérték tétele szerint tehat ha f folytonos, akkor
Jolyan (u,v) € D, hogy a D alapt f (u,v) magassigu test térfogata éppen
[[ f (x,y) dzdy-nal egyenld.

D

Az [[f(z,y)dzdy szemléletesen azt jelenti, hogyha van egy sziget a
D

tengerben, melynek alapja D, és a tengerszint feletti magassagot az (z,y) €
D pontban az f (z,y) adja meg, akkor ha egy nagy bulddzerrel ezt a szigetet
teljesen simara gyaluljuk (azaz minden pont tengerszint feletti magassiga
ugyanaz az M szam), akkor [[f (z,y)dzdy = M-terilet(D).

D

A Riemann integral kiszamitasa normaltartomanyon

1. TETEL:

u2()

/f(x,y>dxdy=] |ty dn

r=a \y=u1(z)



10 BA

< <
ha D : { Zl (z) ; ; ; 22 (z) } és az f a D minden (kivéve eset-

leg véges sok) pontjaban értelmezett korlatos fliggvény, amely a D minden
(kivéve esetleg véges sok) pontjaban folytonos.

c y

x

d
Megjeqyzés: Ha D =
g1€eqy v (y) v

i 2 (1) , akkor fof (x,y) dxdy =

<
<
d v2()
I\ T fly)de)dy.
y=c \z=wv1(x)

Tehét ha D = [a,b] X [c,d] téglalap (L. Bl abra):

Y

8. abra. Téglalap mint két intervallum szorzata.

fof (z,y) dedy = } j f(z,y) dy) der = j ( } f(z,y) dx) dy. Vagy-

r=a \y=c y=c \zr=a
is az integralas sorrendje felcserélheté mert fiiggetlenek a hatarai.

4. PELDA: Legyen D = [0,3]x[1, 2] téglalap. Mivel egyenld [[ (1 4 8zy) dzdy?
D

3 [ 2 3
Megoldds: [[ (1 + 8zy)dzdy = [ ( [ (1+ 8zy) dy) dr= [ [y+ 493?/2]@2/:1 de =
D v

=0 =1 x=0
3 3
[ (24160 —1—4x)de = [ (1+12z)dz = [z + 622]] = 57.

=0 =0

5. PELDA: Legyen f : R2 — R egy tetszbleges folytonos fiiggvény és
legyen D a abran lathaté tartomany . Feladat: hatarozzuk meg az
integralas hatarait az aldbbi kettes integralban:

[[ 1. zay =2
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Megoldas: Lathato, hogy D egy normal tartomany, ahol —1 < x < 2 és
egy ilyen z-re 22 <y < 2+ x. Teh4t

2 24z
é / f(%y)d:rdy:m:[l :/ f(y)dy | do

6. PELDA: Legyen f : R? — R egy tetsz8leges folytonos fiiggvény és le-
gyen a[lll &4bran lathato tartomany . Feladat: hatarozzuk meg az integralas
hatarait az alabbi kettes integralban:

J[ sy =

Megoldds: Az als6 kor egyenlete: 22 + 3% = 1. A felsd kér egyenlete:
22 + (y — 1)% = 1. A két kér metszéspontjainak z koordinatai: —2;¥3

20 2
Tehat egy —? <z < @—re 1—v1—2%2<y<+1-—22 Vagyis:

1—22

J[ st zay - / |t |ds

D o=—Y3 \y=1-v1-a?

7. PELDA: Legyen f : R2 — R egy tetszéleges folytonos fiiggvény és
legyen D a [l abran lathato tartomany.
Feladat: hatarozzuk meg az integralas hatarait az alabbi kettes integral-

ban:
—7
é [ #.)dady

Megoldas: Noha a D tartomany nem normaltartomany, de eloall mint
a Dy és a Dy normaltartomanyok diszjunkt uniéja. Ezért

[[ sty = [[ s sty + [[ o)z

Tehat elég a jobb oldalon all6 két integralt kiszamitani.

0 242z 1

[[swvai= [ | [ swody )iz [ 72mf<x,y>dy di

z=—1 =14z e=0 y=l-z
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Tovabba:

0 —1-z 1 —1+x
//f(x,y)dwdyzf / f(x,y)dy dw+/ / f(z,y)dy | de.
Do r=—1 =—2-2x =0 =—2+42z

8. PELDA: Hatérozzuk meg az x +y + z = 4 sik alatti trérfogatot az zy
sikbeli R = [0, 1] x [0, 2] téglalap feletti részen.

(L.IA 4bra)

1 [ 2 1 2
Megoldds: tér fogat = [ (f (4—x—y)dy> dv = [ [4y—xy—y;]0da::

z=0

1 1
[ 8—22—2)de= [ (6—2z)dr=[6z—2, =5
z=0 =0

9. PELDA: Mivel egyenl$ az [[zydzdy, ha R az a korlétos tartomény,
R

amit az y = 325 y = /2; © = 2; x = 4 hatérolnak? (L.[I3 &bra.)

4 A 4 21 VE 4 2 3
Megoldds: [[xzydxdy = [ | [ xzydy |de= [ [%} =/ (% - %) dzr =
R r=2

r=2 \y=2 z=2 y=3

10. PELDA: Legyen f : R? — R tetszéleges figgvény, amely integralhatd
az abran lathato D tartomanyon. Irjuk fel az integralasi hatarokat:
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9. dbra. D az abran jelolt tartomany.



14

10. abra. Dy az abran jelolt tartoméany.

BA
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D =D,UD,

11. &bra. D = Dy U D, az integralasi tartomany.
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4 z=4—-x—y

12. dbra. Test melyet altrodl a [0, 1]x [0, 2] téglalap, feltir6l pedig az z+y+z =
4 sik hatarol.

A\

B

* L

13. dbra. Az y = /x, %x és az x = 2 gorbék altal hatarolt R tartomany
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0.1.3. Helyettesitéses integral f : R? — R fiiggvényekre

Gyakran elofordul, hogy az integralas hatarai mar énmagukban is olyan
komplikalt figgvények, hogy emiatt az integral kiszamitasa a fenti modon
tul sok munkat igényelne. Sokat egyszertisodhet a dolog, ha megfelel6 he-
lyettesitést vezetiink be melynek hatasara az ingralasi tartomany egy tég-
lalap, vagy egy haromszog lesz. Az 1j valtozok helyettesitésének szabalyait
mutatja a kovetkezo tétel, melynek talan ilyesztéen altalanos fogalmazéasat
ellensilyozza, a sok példa, amelyek a tétel alkalmazasat mutatjak be.

14. abra. {f f(x,y)dzdy = {f f(G(u,v)) - |det (G'(u, v))| dudv

2. TETEL: Legyen f : R? — R integralhaté a 7 € R? tartomanyon,
tovabba legyen G : ' — T 1-1 értelmi és folytonosan differencialhaté, ahol
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I' ¢ R?. Ekkor

—_——

Jacobi determinans

/ / f (z,y) dedy = / / £(G (u,v)) | det (G (u,v)) | dudv (1)

Leggyakrabban az tn. polarkoordinatas helyettesitést hasznaljuk. Itt
a tételbeli u, v szerepét az r (origdtdl vett tavolsag) és a ¢ (az x tengely
pozitiv felével, az ramutaté jarasaval ellentétes iranyban felmért szog). A
polar koordinatas helyettsités estén:

G(r,p) = [ rcos(p),rsin(p) | és det (G'(r,)) =r.
x y

11. PELDA: Irjuk fel poolarkoordinatassan az (5,2) kozépponti és R = 4
egységsugaru zart korlemezt!

Megoldas:
x=>5+rcos(p) y=2+rsin(p),

ahol 0 < ¢ < 271 és 0 < r < 4. Tehat a paraméter tartoméany az r,  sikon
egy téglalap: [0,4] x [0, 27].

12. PELDA: Irjuk fel poolarkoordinitassan az

(x—42 (=7
o 1

egyenlettel meghatarozott zart ellipszis lemezt.

1

Megoldds: Az ellipszis kozéppontja: P = (4,7), az x tengellyel parhuza-
mos tengelyének hossza: a = 3 az y tengellyel parhuzamos tengely hossza
b= 2. Ezért:

r=4+arcos(p) y="7+brsin(p),

ahol 0 <r <1és0<p <27

13. PELDA: Legyen f(z,y) = /1 —a22 —y2? és legyen T a @ A4bran
lathaté negyedkor lemez tartomany.

Mivel egyenl$ [[f (z,y) dxdy?
T
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15. abra. A T tartomany
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Megoldas: G (r, ) = reosp,rsing | L ésT ={(rp)[0<r<1,0<p <
—— N —
z v

polérkoordiné;gs helyettesités
Ekkor a G a I'-t 1-1 értelmtien képezi a T-re, és G folytonosan differencial-
haté. Ezért a tétel feltételei teljestilnek.
, | cosp —rsing , -
G(va)_[sinw T COS (p :|:>det(G (va))_r
|det (G’ (r,¢))| = r. Tehat

//f(:)s,y)d:)sdy - //\\/1—(rcos@z—(rsinap)i-q’/drdcp

F(G(rp)) |det(G” (r,))]

1

3
= / /m-rdap dr
©=0

r=0

T (% {(1 ) ELJ T

14. PELDA: Legyen A = {(z,y) |22+ 3> <4,y > 0}.
Mivel egyenlé [[(z® +y*+ 1)dzdy?
A N———

f(zy)

w

Megoldds: G (r,p) = | rcosp,rsing | ésT ={(r,p) [0 <r <2;0< p <7}.
S—— Y——

@ y
G :T'— A 1-1 értelmi folytonosan differencidlhato.

A

[[(&®+y*+ 1)dedy = [ grcos¢)2+(rsing0)i+l T drdp =
— r

; ° 7 | aet@ e
1(Gre))
T 2 T 2 s
joenao= ] (forena)ao= ] [geg] o= T ega
r =0 \r=0 »=0 »=0

6.

ol
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15. PELDA: Legyen A = {(z,y) |z > 0; /z < y < 2\/7} és

B= {(z,y) |z > 0; %2 <y< z2} . Kérdés: [[ x—;dxdy =7
ANB

Megoldas: Eloszor megkeressiik a megfeleld helyettesitést.

t =L

\/yE } cInnen: /x = % és 2® = £ A masodik egyenletet elosztva
U= =

x

az elsével kapjuk, hogy: z3 = %, vagyis xr = t5u~5. Ebbél és a fenti elss
. 4 1 .
egyenlethdl: y = t/x = tsu~ 3. Vagyis

t t
G(t,U): ¥ ?,tg E 3
——
z Y
1
1<t<2

Konnyen lathato, hogy
! 6 -2
det(G'(t,u)) = §tu ,

tovabba: % = u~!. Vagyis a keresett integral:

2 P 2
3 / /u_l ctu”%dtdu = 3
u—% t=1 u

Az () egyenletben szerepld f(G(u,v))-|det(G'(u,v))| kiejezés értékének
kiszamitasaban segit a kovetkezd Maple parancs:

1

2
15
-3
tdt = —.
u / :
1 t=1

> with(student):

> changevar ({x=t~(2/3)*u~(-2/3) ,y=t~(4/3)*u”~(-1/3)}, Doubleint(x~2/y,x,y), [t,u]

w”tdt du

[

t
u?
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4

My ={(z,y):2>0,1 <y <2l Mivel egyenls [[ 22 $0QR2Y) 1 oy ?
MiNMs Y

16. PELDA: Legyen M, = {(:c,y) r>0,2 <y< xz} és

(L. 0d abra.)

16. abra. Az M; és M5 tartomanyok metszete.

Megoldds: Elészor megfeleld helyettesitést keresiink. (L.[d abra)

2

17. dbra. A t u paraméterek jelentése.
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1
P 1 <t<l1
1<u<4
vagyis
G (t,u) = u%t_%,ugt%
z y
és
1 1, _4 l _2 1 1
)= | o5 3L | s det (6 () = o
§u3t 3 g 3ts ?)t
fzy) F(G(tw))  |det(G'(t,u))]
22 sin 2z 11 ! r
[ qedy = [[sin(2u) -~ —dudt =1L [ [ sin(2u)- bdu)dt =
A 4 r t 3t 1 \u=1
1 4

% Ik t%dt | sin (2u) du Ez innen egyszerii szdmoldssal befejezhetd.

t:% u=1
Az (@) egyenletben szereplé f(G(u,v))-|det(G'(u,v))| kiejezés értékének
kiszamitasaban segit a kovetkezd Maple parancs:

> with(student):

> changevar ({x=t~(-1/3)*u”~(1/3) ,y=t~(1/3)*u~(2/3)},
Doubleint ((x7~2/y)*sin(2*x*y) ,x,y), [t,u]l );

//2/3 sin t;fs( sin (w) cos () 4y

17. PELDA: Az [ [ e'"2*~%dzdy mivel egyenls?
y=0x=0

Megoldds: [ | [ el_zx_Sydaj) dy = hm f (f 1= 2x—3ydm) dy =

e
)

L R
f <f el—2:c—3ydx

y=0 \z=0

R—>oo

I 112:(:3R
dy = I[ y}ody
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(61—2R—3L _ 1—3L)_

e

L
i (_561_23_3@, + %el—3y) dy = [161—2R—3y _ %61—331}([)/ _ %

6
0

1
6

oo o0
(e'"2F —¢). Tehdt [ [ e Hdedy = lim L[ 22— 30 ) —
y=02=0 L—oo X -

R—o0 0 0

18. PELDA: Mivel egyenld az I = ffe_(x2+y2)?
00

Megoldas: G (r, ) = | rcosp,rsin ;
g (r, ) © ©

T Y

2 +y? = r?cos® o +risin® p = r?

I'= lm / / e () dady;
Dpg

Dp = {(z,y) |z >0,y > 0,2% +y* < R*}
és
Te={(ro)0<r<RO<p< ]

GZFR—>DR.

g

18. abra. A Dy tartomany.
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R 3 R R
o . —r2 o . T —r2 o . T 1 —r2 o
=) (f , W) dr= Jim 3 o= Jim 5 (=) [, =
: s —R? _ 7
Am =g (\6 /—1) =
0
Tehat
[ [ e‘<x2+y2)dxdy == [ e dx [ e7¥ dy = Z. Tehat
2 s
a2 g, _ VT
/e x 5
0
Vagyis
/ e dy = Nz

(ez hasznalhaté a normaélis eloszlas stirliség fuggvényével kapcsolatban).
i e~**dz nem adhat6 meg zart alakban, ezért fontos a fenti eredmény.

2 +y2

19. PELDA: Mivel egyenlé az [ = [[—~—dxdy?
R

19. abra. A kardioid és kor altal kozrezart tartoméany fele.
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. _ : : y _ rsing __
Megoldds: G (r,p) = | rcosp,rsing | és Joe Ve sing (= f(G(r,9))),
@ y
= {(r, |2<r<2(1+cosgp)0<gp< 2}, G : I — R. Tehat I =
% (1+Cos ®) 2(1+cos ) 5 )
S [ sinerdr | de = f sin ¢ [%} dp=2 [ [((1+cosep) sing —sinyp)]dy
p=0 r=2 =0 =0

2 [—1 (1 + cosg)® —|—cosgo}§ 2 -

- (-9-%

OJIH

20. PELDA: Hatdrozzuk meg a haromlevelii 16here teriiletét, melynek egyen-
lete: r = sin 3.

(L. 4bra.)
Megoldds: teriilet (R) = [[1dxdy.
R

G(rg) = |reosgrsing |, T = {<w>| 8

VANIVA

=

VANIVA

U, wly

=

w

AS)

—
2

T Y

G :T — R. Igy a keresett egy l6here teriilete:

5 (sinde 3 3
terilet (R) = [ ( S rdr) dp =14 [ sin®3pde =1 [ (1 —cosbp)dp =

(1o — srsinbg] ] = 55 = 5.

21. PELDA: Hatérozzuk meg az R sugard gomb térfogatat!

Megoldds: Elég meghatarozni a felsé félgomb {(z,y, 2) |22 + y?> + 22 = R,z > 0}
V térfogatat.
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V= g R? — 2% — yzdl’d’y, ahol D = {(l’,y) |‘flj2 + y2 < Rz} G(Tv 90) =

. 0 < r < R, _ ,
7 COS @, rsin @ ,F—{(r,<p)|0 < s < 27T},G.F—>D.Tehat
x y
R 27
V = r VR? — r2dpdr

()2
_ 2R3
3

ez a félgomb térfogata, igy az R sugard gomb térfogata: @.
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=3
4
0.2
iq.8 +q.6 x6: 0.2 0.6 0.8

0.2

+0.4 -

+0.6

+0.8

20. abra. Haromlevela l6here.
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0.1.4. f:R? — R fiiggvény Riemann integralja normal-
tartomanyon

Az ilyen fiiggvények integraljat az[Ol Definiciéban ([ oldalon) az f: R* —
R estére leirtak mintajara definialjuk. Az eltérés csak annyi, hogy itt min-
den négyzet helyett kockat kell mondani. A harmas integral tulajdonsagai
ugyanazok mint afd oldalon leirt kettes integrél tulajdonsagai. Legfoképpen

« /e

< z < b
D:=< y(2) < y < y(r) . (L.A 4bra.)
21 (ZIZ’, y) < z < <2 ([L’, y)
Ekkor
b y2(z) z2(z,y)
// f(x,y, z)dzdydz = / / / f(z,y,2)dz | dy | dz.
D T=a =yi(z) \e=z1(z,y)

22. PELDA: Legyen D az a tetraéder, melynek csticsa az origd és az
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) pontok. Kérdés:

/// dxdydz .
(I+z+y+z)?°

Megoldas: Vegytik észre, hogy D egy normal tartoméany a kovetkezd hata-
rokkal:

0<z<1
D=¢ 0<y<1l—=zx
0<z<1l—ax—y

Tehat

I—// f(z,y, z)dxdydz =

II\H

1
/ zdz | dy | dux.
J (tzty+z)
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Most kiszamoljuk az [-et. Ezt gy kapjuk meg, hogy csak a z-t tekintjiik
valtozénak, az x-et és az y-t viszont konstansnak tekintjik az [5 kiszamola-
sakor:

l—x—
1 1 _91l—z—y
I, = / dz=—=-[1+ax+y+2)7? _
J. (]."‘l"l‘y—‘—Z)g 2 |: ]Z—O
1 1 1
- .oyl -2
5 4+2 (1+z+vy)

A z valtozot tehat kikiiszoboltiik. Most az I kiszamolasdhoz csak az y-t
tekintjik valtozonak az z-et konstansnak tekintjiik:

Tehat a keresett harmas integral:

1

3 1 1 1 51
[_/_§+§.x_|_§.1+xdg;_—6—|—§~ln(2)~0.034.

=0

Vagyis a normal tartomanyon vett harmas integral kiszamitasat a tartomany
hatarai altal meghatarozott harom darab egyvaltozos fliggvény integralasara
vezettilk vissza.
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0.1.5. Helyettesitéses integral f : R® — R fiiggvényekre

21.  é4bra. ffff z,y, z)dzdydz = [[[ F(G(u,v,w))
|det (G (u, v, w))| dudvdw

4. TETEL: Legyen f : R* — R integralhaté a T C R? tartoményon,
tovabba legyen G : ' — T' 1-1 értelmi és folytonosan differencidlhaté, ahol
I' ¢ R3. Ekkor

e = [ 16 0 e € )

Jacobi determlnans
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Leggyakrabban hasznalt valtozé transzformaciék

Hengerkoordinatas helyettesités (L. abra)

P = (z,y,0)

22. dbra. Hengerkoordinatas helyettesités

T =1TCosp

y = rsin(p)
2=z

v

BA
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Vagyis a fenti jelolésekkel:
G(r,p,z) = (rcosp,rsiny, z).

A hengerkoordinatas helyettesités Jacobi determinansanak abszolut értéke
(meg kell tanulni fejbol):

cosep —rsing 0
|det (G(r, ¢, 2))| = |det | sinp rcosp O
0 0 1

r.

23. PELDA: Legyen S az a test, melyet alulrél a z = 1 — 22 —y? elliptikus
paraboloid hatérol és amelyet feliilr6l a 2z = 2% + y? elliptikus paraboloid

hatérol. Kérdés:
/// 1+ —2 | daedydz =7
J \x? + y?

Megoldas:
{ zi(z,y) = 2% +y° }

w(r,y) =1-2"—y°
Most megkeressiik azt a kort amiben a két parabola metszi egymast, vagyis
ahol z1(x,y) = zo(z,y):

1
x2+y2:1—x2—y2:>x2+y2:§.

Ezt vissza helyettesitve akar a z; akar a z; képletébe kapjuk, hogy a 21 (z, y)
és a z(x,y) feliletek egy olyan 1A/2 sugart korben metszik egymast, mely-
nek sikja az zy sikkal parhuzamosan annal 1/2-el magasabban halad. A
hengerkoordinatas helyettesitést alkalmazzuk és felhasznaljuk, hogy ekkor

T =rcosyp és\/x2+yr=r.
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Ezzel

/S// ( N ﬁ) dodyd

or | 1AM2] 122

/ / /(1+Tcis¢)-rdz dr | dy

QDZO r=0 z:r2

(. J/

(1—27”2)(1:COS(230))T

27 1A/2
= /(1 +Cosg0)d<p) . /(1 —2r%)rdr | = %

=0 r=0
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Gombkoordinatés helyettesités (L. abra)

Y
23. abra. Gombkoordinatas helyettesités
T = rsinucosv
y =rsinusinv (2)
Z =TrCcosu
Vagyis a fenti jelolésekkel:
G(r,u,v) = (rsinucosv, rsinusinv, r cos ). (3)

Egyszeri szamolas mutatja, hogy a Jacobi matrix abszolut értéke:

|det (G'(r, u,v))| = r*sinu.
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24. PELDA: Legyen S az 22 +y2 + 22 < 9 gombnek az I. térnyolcadba esé
darabja. Vagyis:xz,y,z > 0. Kérdés

///\/:172 + 92 + 22dzdydz =7
s

Megoldas: A gombkoordinatas helyettesitést alkalmazzuk. Ekkor

VvVt +y?+ 2=

Tovabba vegyiik észre, hogy a (B2) jeloléseivel:

0<u<m/2
S=2 0<v<7/2
0<r<3

Tehat

w/2 ©/2 3

///\/ 22 + y? + 22drdydz = / / / r - (rfsinu) drdudv
~~ ~——
s v=0u=07=01/22+y>+22  Jacobi det.

w/2 w/2

3
= /1dv-/r3dr- /sinudu

v=0 r=0 u=0
3 w/2

= . r3dr - /sinudu

0o X

25. PELDA: Szamitsuk ki az R sugard gomb térfogatat gdmbkoordinatas
helyettesitéssel!
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Megoldas: Legyen G az origd kozéppontu R sugart gomb. Ekkor

27 ™ R
térfogat(G) = /// 1dmdydz:/ / /rzsin(u)dr du | dv
G v=0 =0 \=0
™ R
= 2m- /sin(u)du~/r2dr
u=0 r=0
2 R3
3
R} 4
- 97.2. _ = _R3
7r 5 =3l

A fentiektol kiillonboz6 valtozd transzformacidk:

26. PELDA: Hatérozzuk meg az
2 2, 1o
Yyt + 1° <1
ellipszoid térfogatat.

Altaldnosségban egy H C R? halmaz térfogata:

térfogat(H) = /// ldzdydz. (4)

Megoldas: Altalanossigban az

2 2 2
x Y z¢
2tptas]

ellipszoid esetén a kovetkezd valtozd transzformaciot alkalmazzuk:

T = arsinu cosv
y = brsinusinv (5)
Z = Crcosu

Vagyis
G(r,u,v) = (arsinu cosv, br sin usin v, cr cosu),

ahol
0<u<m 0<ov<2r, 0<r<1.
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Ebben az esetben konnyti szamolassal kapjuk, hogy:
|det (G'(r,u,v))| = aber? sinw.

A fenti példa esetén: a = 1,b = 1,¢ = 2. Tehat a Jacobi determinans
abszoltt értéke a példdban: 2r2sinu.

o w1
térfogat(ellipszoid) = / 1- 2r’siny  dudv
v=0 u=0r=0 Jacobi det.
o ™ 1
= 1dv - / sin udu - / 2r2dr
v=0 u=0 r=0
2  8m
= 27-2- 3= 3

Alkalmazasok

Legyen T egy test, melynek az (x,y, z) € T pontban a stirlisége a p(z,y, z)
fiiggvénnyel adott.

1. Ekkor a T test M tomegét kiszamolhatjuk:

M= / / / oy, )dadyds.

2. AT test S = (s1, 59, 83) sulypontjanak koordinatai:

fff Li - p(xh T2, $3)dl’1dl’2daj3
T

M Y

8 i=1,2,3.

3. A z koordinata tengelyre vonatkozd impulzus momentum:

I = ///(:c2 + 2 p(x, y, 2)dzrdydz.

27. PELDA: Legyen G egy csonkakip, melynek als6 és fels$ fedSlapjanak
sugara: 10 és 4, magassiaga pedig 12. A csonkakip helyezziik el ugy, hogy
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alapkore az xy sikon legyen és alapkorének kozéppontja az origd. Felezziik
meg a csonkakipoz. Vagyis vagjuk szét két egybevagd darabra az xz koor-
dindta sfkkal. Az igy kapott testet nevezzitk T-nek. (L.B4l abra.) Tegyiik
fel, hogy T stirtisége egyenl6 1-el a T' minden pontjaban. Hatarozzuk meg
a T sulypontjanak koordinatait.



BA

40

24. abra. Félbevagott csonka kup
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Megoldas: T-t hengerkoordinata rendszerben megadhatjuk:

0<r<10-2z/2
T=< 0<p<m
0<2<12

Haszndlva, hogy a hengerkoordinatés helyettesitésnél a Jacobi determinans
abszolut értéke r-el egyenld kapjuk, hogy a T' térfogata (és igy tomege hiszen
a slirliség egyenld eggyel:)

12 10—2/2 «

M = /// ldzdydz = / / / 1-rdpdrdz = 3127.
T z=0 r=0 ¢=0

Legyen a silypont S = (1, 9, s3). Szimmetriai okokbdl azonnal lathato,
hogy s; = 0. Az sy meghatarozasahoz hasznaljuk, hogy a tomeg M = 3127
és hogy y = r - siny tovabba a Jacobi determinans abszolut értéke r-el
egyenld a hengerkoordinatas helyettesitésnél:

12 10—z/2 x
- Si . dodrdz
dadydz ~_f ~_f J rosing)
5o — fffﬁy ! _ w0 e y Jacobi det.
> 3120 3127
12 10—2z/2 T
/ / rzdrdz-/singpdgo
z=0 r=0 =0
B 1624 DY
B 3127
1624 - 2 406
519, T 3.31368753
12 10—2/2
Az utols6 elétti lépésben a [ [ r?drdz = 1624 szdmoldsat megkap-
z=0 r=0

hatjuk a kdévetkezo Maple sorral is:
int ((int(r~2,r=0..10-2/2)),z=0..12);

1624
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Most kiszamoljuk az ss-at.

12 10—2/2 x
fff zdxdydz I [ I z N dedrdz
6 = T :Z_O r=0 =0 Jacobi det.
K 3127 3127
12 10—z/2 T
/ / z-rdrdz- / ldy
z=0 r=0 QOZO
N ~ 7
B 1368 W
N 3127

57
= — = 4.384615385.
13

Az utolsé elotti 1épést a kovetkezd Maple sorral szamoltuk ki:
> int((int(r*z,r=0..10-2/2)),z=0..12);
1368
Tehat a silypont koordinatai:
S =(0,3.31,4.38)

28. PELDA: Hatérozzuk meg a konstans p stirtiségfi (tehat homogén) T :=

[—%, %] X [—g, g} X [—%, %} téglatestnek az x-tengelyre vonatkozo impulzus
momentumat!

Megoldas: I, = [[[(y? + 2%) - pdzdydz. Szimmetriai okokbdl ha
T

akkor

I, = 8///(3/2 + 22) - pdadydz.
T+
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c/2b/2a/2 c/2b/2

I, = 8p///(y2+z2)dxdydz: 8gp//(y2+z2)dydz
00 0 00

2 y3 y=b/2
= 4a,0/ [3 +z2y} dz
0

y=0
c/2
¥ 2%
4ap/<ﬂ+7)dz
0
e b abc M
= 4 i _ - :_b2 2 :_b2 2‘
ap<48+48) )=t

29. PELDA: Egy 2-sugart gdémbot atfirunk tgy, hogy a firé kozéppontja
a gomb kozéppontjatol egy egység tavolsagra halad el. Mekkora a keletkezett
test térfogata, ha a furd keresztmetszetének atmérdje 27

Megoldas: Helyezziik a koordinata rendszer origdjat a gomb koézéppont-
jaba és valasszuk meg a koordinata tengelyeket tgy, hogy a furd tengelye
parhuzamos legyen a z tengellyel és a furé az xy sik P = (1,0) kozéppontu
egység sugaru kor lemezére (jeleloljok ezt a korlemezt D-vel) merélegesen
halad. A feladatot tgy oldjuk meg, hogy a gomb térfogatabdl kivonjuk a
faréval eltavolitott rész térfogatat.

_ s

- (6)

4
térfogat gomb = 3 2.7

Most tehat ki kell szamolni a fardval eltavolitott térfogatot. Ehhez integralni
kell a z =+/4 — 22 — y? fuggvényt a D korlemez felett. Jeloljik ezt az
integralt I-vel. A kifurt térfogat nyilvan 27-vel egyenl6.

= / / (/T 22 = ) dudy.

Attérve polar koordindtakra:

% 2cos ¢

1:/ /(\/m)~rdrdg0

0

ol
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A kettes integral kiszamitasa normaltartomanyon fejezetben tanult méod-
szerrel a

% 2cos ¢
2
/ / V4 —1r2) - rdrdp = 27? — % (7)
0
p)

Ezt leellenorizhetjiik, ha a Maple-be a kovetkezo kodot beirjuk:

> int((int (r*sqrt(4-r~2),r=0..2*cos(phi))),phi=-Pi/2..Pi/2);

8 32
a2z

3 9
A gomb térfogata ezen érték duplajaval csokken:

2
térfogat(kifart gomb) = 2 2 (

8§ 32 16 64
3

gﬂ' 9 :?T{'—'—?

30. PELDA: Szamitsuk ki a kovetkezd felillet 4ltal bezart térrész térfoga-
tat (1. B3 dbra)!
2= (2% +y +2%)° (8)

Megoldas: Nevezziik a fenti térrészt T-nek. Mivel a gémbkoordinatas
helyettesitésnél

224y 2 =2
és mivel a feladatban adott feliilet egyenletének jobb oldalan éppen ez a
képlet szerepel kézenfekvé, hogy gombkoordinatas helyettesitéssel (1. B0
oldal) prébalkozunk. A gémbkoordinatas helyettesitésnél (B) egyenletben
vagyis

G(r,u,v) = (rsinucosv, rsinusin v, r cos ).

28
~~ ~~

T Y z

A (B) egyenlet gomb koordinatéasan:

reos(u) = ( r* ):=rh
——

Vagyis ha r # 0:



0.1. TOBBVALTOZOS VALOSERTEKU FUGGVENYEK INTEGRALASA45

A\

iy

e

o

N

e

LA NN R SN R O VL = R N L VR . S W UL VR ¥

e

o

MUV VY
!

e
©

25. dbra. z = (2% + y? + 2%)?

Itt felhasznaltuk, hogy [)-bél kévetkezéen z > 0 tehdt 0 < u < 7. Vegyiik
észre, hogy (Hl) azt is eredményezi, hogy minden origdébél indulé félegyenesen
egyetlen pontban metszi a T' testet hatarolo ([B) egyenlettel adott feliiletet.
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A gdmbkoordinatas helyettesitésnél az zyz koordinata rendszerbeli T
tartoméanynak megfelel6 I" térrész (1. EIl abra):

0<v <27
I'= 0<u<3

0<r < {/cos(u)

A T térfogatanak meghatarozasahoz tehat gombkoordinatas helyettesitést

kell alkalmazni az
I = térfogat(T) = /// ldzdydz
T

harmas integralban. Vagyis f(z,y, z) = 1 fuggvényre alkalmazni kell a

~/

///f (x,y, z) dedydz = //j (G (u,v,w)) |det (G (u, v, w))| dudvdw.

Jacobi determinans

szabalyt. Emlékezziink, hogy gombkoordinatas helyettesités esetén a Jacobi
determinans: 72 sin(u). Ezzel

I = /// ldzdydz = ///1 : r? sin(u) drdudv
T r

Jacobi determinans

o /2 3/ cos(u)
2 T
= 1-rsin(u)dr | du dv:---:§.
v=0 u=0 r=0

A fenti integralast a kovetkezé Maple kod azonnal elvégzi:

> int ((int ((int (r~2*sin(u) ,r=0.. (cos(u))~(1/3))),u=0..Pi/2)),v=0..2%Pi);

™

3

31. PELDA: Szamitsuk ki a kovetkezd feliilet 4ltal hatérolt test térfogatét!
(L. 24 abra.)

(2* + y2)2 + 2t =y, (10)
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26. dbra. (22 +y2)° + 2t =y

Megoldas: Megintcsak nevezziik a feliilet altal hatarolt testet T-nek és
megintcsak gombkoordinatakra célszerti attérni. Ekkor ugyanis

(z* + y2)2 + 24 = r*(sin(u) + cos*(u)), y = rsin(u) sin(v).
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Vagyis
r(sin*(u) + cos*(u)) = rsin(u) sin(v). (11)

:\3/ sin(u) sin(v) (12)

sin®(u) + cos*(u)’

Innen

Vegyiik észre () egyenletbél, hogy y > 0 mindig teljesiil, ami gémb-
koordinatak esetén azt jelenti, hogy 0 < v < . Tehat a gémbkoordinatas
helyettesitésnél a T' tartomany atmegy a

0<v<m
I — 0<u<nm

3/ sin(u)sin(v)
0<r< \/ sin®(u)+cost(u) "

A T térfogatanak meghatarozasahoz tehat gombkoordinatas helyettesitést

kell alkalmazni az
I = térfogat(T) = /// ldxdydz
T

harmas integralban. Vagyis f(z,y, z) = 1 fuggvényre alkalmazni kell a

/

///f (x,y, z) dedydz = //f (G (u,v,w)) |det (G' (u,v,w))| dudvdw.
T r

Jacobi determindns

szabalyt. Emlékezziink, hogy gombkoordinatas helyettesités esetén a Jacobi
determindns: 7?sin(u). Az egyszeriibb jelolések érdekében {rjunk:

p(u,v) = \/ sin(u) sin(v)

sin®(u) + cos*(u)’

Ezzel

™ ™ o(u,v

)
:/ / 1-7?sin(u)dr | du | dv.

v=0 =0 r=0
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Ezt kibontva kapjuk, hogy

1 sin?(u)
=2 | sin()do- du.
3 /sm(v) ! /sin4(u)+cos4(u) N
2 Von
2

Ugyanis Maple hasznélataval:
> int((sin(u)) "2/ ((sin(u))~"4+(cos(u))~4),u=0..Pi);

V2.7
-

Tehat a keresett térfogat:

32. PELDA: Hatérozzuk meg annak a térrésznek a térfogatat, melyet a
kovetkez6 hérom feliilet hatarol (1. B 4bra):

x2+y2:z, x4+y4:x2—|—y2, z=0.

Megoldas: Nevezziik a fent leirt testet megint T-nek. 1" térfogatat nyilvan

térfogat(7T) = /// ldxdydz
T

formulaval igyeksziink meghatarozni. Ehhez hasznéljunk hengerkoordinatas
helyettesitést! Vagyis most
G(r,¢,z) = (rcosp,rsing, z).
SN——— N>
@ y
és a Jacobi determindns abszolit értéke r, tovabbd r? = 2?2 + y%. Elészor
felirjuk az zy sikon az x* + y* = 22 + y? goérbét polarkoordinitasan:

r!(cos’ () + sin' () = r?,

vagyis:

1
" :\/cos4(<p) + sin*(y)’ (13)
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z=0.

+ 42,

Tyt = a2

1154

27. dbra. 2?2 + 9% = z,

Az egyszertibb irasmod kedvéért vezessiik be a
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jelolést. Ekkor tehat a T test a hengerkoordinatas helyettesitésnél atmegy
a

0<wv<2m
I'=¢ 0<r<g(yp)
0<z<r2

A legutolsé hatar abbdl szdrmazik, hogy minden z, y-ra a z a 0 és az 22 +y? =
r? kozott fut. Vagyis a T test térfogata:

/T/ / ldedydz = / F/ / 1- rdrdgpdz

2m 9(e) r?

:/ //1-rdz dr | dy

(p:() r=0 =0

3427
1 .

Ezt Maple-el a kovetkezo koddal kapjuk:

> g:=t->1/(sqrt((cos(t)) "4+(sin(t))"4)):
> int((int ((int(r,z=0..r"2)),r=0..g(t))),t=0..2*%Pi);

342 7
4

33. PELDA: Hatérozzuk meg a

3
oo (G TR). s =0 = sne (7). v ()
feliiletek altal kozrezart tartomany (1. B9 abra) térfogatat!

Megoldas: Vegyiik észre elészor is, hogy R3-ban az

=ss(5) v (%)

egyenletek olyan sikokat hataroznak meg, melyek merolegesek az xy sikra.
Ugyanis az mindenkinek vildgos, hogy az xy sikban ezen egyenletek origon
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28. dbra. z = cos(5 /a2 +y?), 2 =0, y=x-tg (%), y=x-tg (%)

atmend egyeneseket adnak. Az R3-ban viszont ez azt jelenti, hogy mivel ezen
egyenletekben nincs feltétel (vagyis megszoritas) a z valtozéra ezért a fenti
egyenletek altal az xy sikban adott egyenesek "felett" minden pont megfe-
lel igy ezen egyenletek a R3-ban sikokat hataroznak meg. A ZA &bran zold
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szinnel van rajzolva az y = x-tg (Z) siknak a z = 0 és z = cos (g W x?+ y2)
felilletek kozotti részének pozitiv térnyolcadba es6 része. Az abrarol latszik,
hogy a T testnek az zy sikba es6 része az origd kozépponti egység sugari

kornek az y = x - tg (%) , Y =x-tg (37”) egyenesek kozé esé korcikke. Az

egység kor ugy jelenik meg, hogy a z = cos (g &+ y2) = (0 az egységko-
ron. Tehat hengerkoordinatas helyettesitést alkalmazva a T' tartomanynak
megfelel:

T 3
7§S0§7

r=¢ 0<r<i1
0§z§cos<g~\/x2+y2).

Mivel a Jacobi determinans abszolut értéke hengerkoordinatas helyettesités-
nél r ezért

térfogat(T) = /// ldxdydz
T

3T

a 1 cos(r-m/2)
= ///rdzdrd@z / / / 1- r dz
—~
r =% \r=0 2=0 Jacobi det.
1

2 4(m — 2
- r-cos(r-m/2)dr = 7(7T )

7 I

r=0 ,
2(;:2)

™

Ez utébbi integral kiszamitasa Al-be tartozo6 tananyag (parcialis integralds).
Az eredményt a kovetkezo Maple kéd is megadja:

> int(x*cos(x*Pi/2),x=0..1);

2(m — 2)

T2

34. PELDA: Hatérozzuk meg a abran lathato kereszt térfogatat. A
keresztet alkotd, egymast merdlegesen metsz6 rudak olyan tomor hengerek,
amelyek alapkorének sugara 1 és magassaguk 8 egység.

dr
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9‘#
a// //////9‘/

///I//I"//

AN

(14)

o4

it

29. dbra. A kereszt mindkét r

djanak sugara 1 és hossza 8.

ud térfogata kiilon-kiilon 87 Tehat

Megoldas: Mindegyik r

térfogat(kereszt) = 2 - 81 — térfogat(rudak metszete) ,

hiszen a 167-ben a rudak metszetét mindegyik ridban figyelembe vettiik

ezért ezt le kell vonni. A tovabbiakban tehat azt a kérdést valaszoljuk meg,
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hogy
térfogat(rudak metszete) =7

Vegyiik fel a koordinata rendszeriinket gy, hogy annak origdja a kereszt
centruma legyen, az = és az y koordinata tengelyek pedig a kereszt rudja-
inak kozép vonalai. Vegyiik észre, hogy minden —1 < z; < 1-re a rudak
metszetének a z = zy sikkal vett metszete egy négyzet, melynek oldala (Pi-

tagorasz tétel miatt)
24/1—22.

Tehét ezen szam négyzete: 4(1 — z2) lesz a rudak metszetének z = z, sikba
es6 részének teriilete. Igy ezt a 4(1 — 22) értéket kell integralni amint 2 fut
—1-t6l 1-ig, hogy megkapjuk a rudak metszetének térfogatat:

1
térfogat(rudak metszete) = / 4(1 — 2*)dz
z=—1
16
7
Ezt a nagyon konnyti integralt a kovetkezé Maple kod is megadja:

> int (4% (1-z72) ,z=-1..1);

Tehat

1
térfogat(kereszt) = 2 - 87 — ?6 = 19.79940790.
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