Feladatok

1. Linearis algebra

1. Oldjuk meg Gauss-eliminacioval a kovetkezd egyenletrendszereket:

or +42+2t=3
r—y+2z24+t=1
dr+y+2z=1
r+y+z+t=0

2.
xr1 +1re —x3 = —1
1+ (14 d)xe + 2ixg = -2+ 2i
xr1 + (1 — ’L),IQ — 22.173 =-2—-2x
3.

T, + 229 + 323 +4x4 + D25 =0
—x1+ 22 —6x4+25=0
3o+ 23+ 514 — 25 =0

203 — Txy + Tx5 =0

4. Hatarozzuk meg a értékét ugy, hogy a kovetkezs egyenletrendszernek legyen a trivialistol kiilonb6z6

megoldésa:

T+ i —23=0
21+ (1 +4)xe + 2iz3 =0
1+ (1 —4)ze +ax3 =0

5. Szamitsuk ki a kovetkezs determinansokat:

(a) | i 242 i
7 7 1+ 3¢
3 1 -1 2
-5 1 3 —4
(b) 0 1 -1
1 -5 3 =3
a 1 0 O
—1 b 1 0
@10 -1 ¢ 1
0 0 -1 d




6. Oljuk meg Cramer-szabéllyal a kovetkez6 egyenletrendszert:

T+2y+52=9
8xr—Ty+32=6
2r+5y+z2z=>5

7. Keressiink maximélis linedrisan fiiggetlen rendszert a kovetkezs vektorok kozott. Irjuk fel a tobbi

vektort ezek linearis kombinacioiként:

2 1 -2 3
a; = -2 , Az — 9 , ag — —4 , Ag = 7
—4 3 1 -1

8. Linearisan fliggetlenek-e a kovetkez6 vektor-harmasok?

(a)
1 1+74 0
Vi = 1 Vo = 0 Vg = 0
0 ’ 0 ’ 2—1
) ) 1
b
1 1+ 3424
1 0 1
Vi = 0 , V2 = 0 , V3 = 0
—1 7 )

9. Felirhaté-e a b vektor az ay, ag, ag vektorok linearis kombinacidjaként? Irjuk fel, ha igen.

1 149 1—1 1
a; = -1 , Az = 21 , Az = —21 , b= )
—1 —2+2 —2—-2 1+

10. Tekintsiik az R? kovetkezs bazisat: B = {vy,va}, ahol
11 . 1
Vi = 9 | Vo = 10

(a) Irjuk fel a w = { g } vektor koordinatait B bazisban.

(b) Az u vektor koordinatai a B béazisban: [u]p = [ _47 } . Irjuk fel u-t a természetes bazisban.

11. Tekintsiik R? kivetkezs bazisait: B = {uy,uz}, B’ = {vq, va}, ahol
[ 15 s 2 1
u; = -9 , U2 = -1 , V1= 5 , V2 = 2 .

la]p = [ g } frjuk fel [a]pi-t.

Hatarozzuk meg A matrixat a természetes bazisban.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Irjuk fel annak a valés haromdimenziés vektortéren értelmezett lineéris transzformacionak a mat-
rixdt, amely a természetes bazis i, j, k bazisvektorait rendre az

3 1 0
a; = 4 , a2 = 0 , Aag = 1
-1 -3 4

vektorokba viszi 4t.

Irjuk fel a kivetkezs linearis transzformacié matrixat (a természetes bazisban): T : R3 — R2,
T(z1,22,73) = (21 + 72,72 — T3).

0 0 1
Legyen A az a linearis transzformacié, amely x; = | 0 | ,xoa = | 1 | ,xg = | 1 | vektorokat
1 1 1
rendreazy; = | 3 |,y2=1] 0 |,ys = 1 vektorokba viszi. Adjuk meg A matrixat az
5 0 -1

{X1, X2, X3} béazisban.

o[ ppasmen % ]

>~ =

Legyen a T : R? — R? linearis transzformacié métrixa a B = { [
Irjuk fel T matrixat

(a) a természetes bazisban,

(b) a B' = {[ g } [ 183 ” bazisban.

Hatarozzuk meg a haromdimenziés térben az

(a) 5z — 6y + z = 0 egyenleti S sikra
(b) x4+ 5y — 22 = 0 egyenletd T sikra

valo merdleges vetités méatrixat. Ennek alapjan szamitsuk ki a P = (8,1, 3) pont S-re, illetve T-re
valé merdéleges vetiiletét.

Hatarozzuk meg a kovetkezd matrixok sajatértékeit és sajatvektorait:

@[5

[2 -1 —1]
(by {0 -1 0
0 2 1
[ -1 -2 2]
(c) 0 1 0
| 0 0 1|
. . T = s
Diagonalizaljuk az A = 9 3 maétrixot.
Hatarozzuk meg az A = { 5_\/% 5\7/3 } métrix spektral-felbontasat.
2 4 5
. 4 1 6 4 . e )
Adjuk meg R* a; = 3 |22 = |5 8= 4 vektorai altal kifeszitett alterének egy
1 1 0

ortonormalt bézisat.



22. Hatarozzuk meg azt a legfeljebb harmadfoki polinomot, amely illeszkedik a (-3, 2), (—1,4), (1,3), (2,0)
pontokra.

23. A legkisebb négyzetek modszerével hatarozzuk meg azt az egyenest, amely a legjobban illeszkedik
a
(a) (-2,6),(-1,5),(0,1), (3, —4) pontokra,
(b) (~2,0),(1,7),(2,10), (3,10), (4,17) pontokra.

24. Hatarozzuk meg az Ax = b egyenlet legkisebb négyzetes megoldasat, és adjuk meg a legkisebb
négyzetes hibat, ha

3 4 10
(a) A=| -2 -5 |,b=| -6 |,

1 -2 3

1 2 4

2 3 -3

D) A=1 3 4 0= o

11 1

25. Hatarozzuk meg az

(a)A:—\? \%]

(b) B = ; 22}
(11

() C=1]0 1
10

matrixok szingularis érték felbontéasat.

26. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatbeli A és B métrixok poléris felbontasat.

13 1 ~13 20
27. LegyenAz{ 1P é},3=[_15 12
5

} . Szamitsuk ki az €24, e~38 matrixokat.
5 2

5

2. Parcialis differencialegyenletek
28. Hatéarozzuk meg az alabbi 2m-periodikus fliggvények Fourier-sorat:

1 ,hal0<z <
(a) f(x)=<0 Lhaze{-m0,n}
-1 ,har<zx<0
(b) g(z) =|sinz|, -7 <z <~
(c) hiz) =7 — =

2 ,ha —4<z< -2
29. Hatarozzuk meg a 8 periédust f(z) = ¢ 0 ,ha —2 <z <2 fliggvény Fourier-sorat.
2 ,ha2<z<4

—Z

30. Hatarozzuk meg az f(r) = "5* fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sorat a [0, 7] intervallumon.

31. Hatarozzuk meg az f(x) = 2? fiiggvény tiszta szinuszos Fourier-sorat a [0, 2] intervallumon.



32.

Az el6z6 feladatok eredményeit és a jegyzet 70-71. oldalan kiszamolt Fourier-sorokat felhasznélva
oldjuk meg a kovetkezd problémékat Bernoulli modszerével.

Ut = Ugg, O<z<m O0<t
u(x,0) = 5%, 0<z<mw
(@) u(x,0) =0, O<zx<m
w(0,t) =u(m,t) =0, 0<t¢
Upt = 2Ugy, O<x<bh 0<t
) u(zx,0) = 3z, 0<zxz<5
uy(x,0) = cos(2z)sin(rz), 0<x<5
u(0,t) = u(5,t) =0, 0<t
Ut = AUy, O<ax<2, 0<t
u(z,0) =sin(Fz), 0<z<2
(©) u(z,0) = 22, 0<z<?2
u(0,t) =u(2,t) =0, 0<¢

A 33-36. feladatokhoz hasznaljuk D’Alembert médszerét.

33.

34.

35.

36.

37.

Egy, a [0, 6] intervallum két végén rogzitett hiur mozgasat az uy = 4u,, differencidlegyenlet irja le.
A hart lefogjuk a (2,3) és a (3,3) pontokban, majd a ¢ = 0 id6pontban elengedjiik. Adjuk meg a
har alakjat a ¢ = 1,5 pillanatban.

Egy, a [0, 2] intervallum két végén rogzitett hir mozgésat az ug = 16w, differencidlegyenlet irja le.
A hur kezdetben egyenes. A ¢ = 0 idGpontban g(z) = 3z — 2 (0 < 2 < 2) szerinti kezdGsebességet
adunk neki. Adjuk meg az alakjat a ¢t = % idépontban.

Egy végtelen hosszu (az x tengelyen fekvs) feszes hurt lefogunk a (—5,0), (—3,2), (1,2), (2,0)
pontokban, majd a t = 0 id6pontban elengedjiik. A hur kitérését az uy, = u,, differencidlegyenlet
irja le. Adjuk meg a hur alakjat a t = 5 id6pontban.

Egy végtelen hur rezgését a kovetkezs rendszer irja le:

Ut = dtgy
u(z,0) = cos(3x)
Ut((E,O) = :L’gjil

Adjuk meg a hur alakjat a t idGpontban.

Oldjuk meg a kovetkezs hévezetési egyenleteket:

(a)
U = dgr, 0<2<2
u(x,0) = sin(47x) cos (3 x)
u(0,t) = u(2,t) =0

(b)

up = Uz, 0<2<3
u(z,0) = z(3 — x)
u(0,t) =u(3,t) =0



3. Vektoranalizis

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

Hatarozzuk meg az alabbi vektorterek megadott gérbe menti integraljat. (Ahol szerepel paraméte-
rezés, ott a gorbéket novekvs paraméterértékek iranyaba futjuk be.)

(a) F(z,y,2) = (y* — 22, 2yz, —2?); r(t) = (t,t3,¢3), 0 <t < 1.

(b) F(z,y,2) = (y,z, ) r(t) = (2cost,2sint, 3t), 0 < t < 2.

(¢) F(z,y,2) = (2 — z,y — x); az integrélas utja: A(0,0,0) — B(1,1,1).

(d) F(z,y,2) = (22 + %z ny 0); az y = 2 — 3z, z = 0 egyenes mentén, 0 < z < 1.

(e) F(z,y,z2) = (vy,yz, xz); az integralas utja: A(1,0,0) — B(0,0,1) — C(0,1,0).

(f) F(z,y,2) = (v2 + y,yz — o, —x? — y?); az integralas ttja: x> + y?> = 1, 2 = 3 kor pozitiv
koriiljarassal.

Hatarozzuk meg az aldbbi vektorterek feliilletmenti integraljat a megadott feliiletdarabok mentén.
(A normalist zart feliilet esetén kifelé iranyitsuk, egyébként pedig felfelé.)

(a) F(z,y,2) = (
(b) F(x,y,2) = (2y,22 +y, 2); v(u,v) = (u+ 20, —v,u?> + 30), 0 <u <3, 0<v < 1.

(c) F(z,y, z) = (x,y, 2); afelilet az xz sikbeli (3, 0) kozéppontu egységsugaru kor z tengely koriili
megforgatasaval keletkezd torusz z = 0 sik feletti darabja.

z,y,0); r(u,v) = (4cosucosv,4cosusinv,4sinu), 0 <u < F,0<v < J.

(a) F(z,y,2) = (zy, 22, y2)

(b) Flz,y.2) = (2,%,22)

(c) F(z,y,2) = (sin(2?yz),sin(zy’z), sin(zyz?))
(d) F(r) = |r|a (a allando)

Déntsiik el a curl-teszt alapjan (ha ez lehetséges), hogy az alabbi vektorterek konzervativak-e, és
ha igen, adjunk meg potencialfiiggvényt.

_ 1 1 1
(a‘) F(m,y,z) - (;c+y+z7 T+y+z’ x+y+z)
(b) F(z,y,2) = (cos(x +y) — sin(z — y), cos(z + y) + sin(z — y),0)
(c) F(z,y,2) = 2oy — 2% —yz,2% + 22 — 22, 2yz — 202 — 29)

Szamitsuk ki az F(z,y,2) = (y + 2,2 + z,z + y) vektortér r(t) = (asin?t,2asintcost,acos?t),
0 < e < T gorbe menti integraljat. (Hasznaljunk potencialfiiggvényt.)

Szamitsuk ki az alabbi vektorterek megadott feliiletmenti integraljat a Gauss-tétel segitségével.
(a) F(z,y,2) = (23,93, 2%), a feliilet: 2% + y? + 2% = a>.
(b) F(z,y,2) = (zy,yz, 2x), a felilet a —2 <2 < 7,3 <y <4 —8 <z < —1 téglatest feliilete

leszamitva az x = —2 sikba esd lapjat.

A Stokes-tétel segitségével szamitsuk ki az F(x,y,2) = (2%y+ e®sin 2, % —e¥% sin(xyz)) vektortér

integraljat az xy sikban fekvd (3,2) kozépponti, 6 sugara kor mentén.

Szamitsuk ki az F(z,y) = (y?, 3wy) vektortér integraljat az origd kozepti, 1 sugart, fels§ félsikban
lévé felkor hatara mentén (pozitiv irdnyitassal) a Green-tétel segitségével.

Hasznaljuk a Green-tételt a kovetkezd gorbe és az = tengely altal hatarolt teriilet kiszamitasara:
r(t) = (R(t —sint), R(1 — cost)); 0 <t < 27 (ciklois).



