Kvadratikus alakok gyakorlas.

Kupszeletek:
Adott egy kvadratikus alak a kévetkezd formaban:

az? 4+ 2bxy + cy® + kix + koy +d =0, a,b,c,ky, ko, d e R, (1)

Ezt felirhatjuk a [x” - A-x + K - x + d = 0| alakban, ahol

s [l s g o

I. 1épés: Meghatarozzuk az A métrixnak a A, Ay sajatértékeit és a hoz-
zadjuk tartozd egység hosszi uy, uy sajatvektorokat ugy valasztjuk,
hogy hogy a @ := [uy, up] matrixra: det(Q) = 1.

II. lépés: Jeloljik az x := [ :; ] vektornak a B = {uy, us} bazisbeli [x|p

/

koordinatai vektorat x’ = { 2’ ]—el. Ekkor mint tanultuk

Vagyis

II1. 1épés: Legyen

L )\1 0 . .
D.—[O )\2}, és K =K. Q.

Ekkor az elsd foku rész:

Kx=K - (Q-x)=(K-Q) x=K x.

Hasznalva, hogy x7 - A - x=xX)T-D - x és K-x =K' -x"

0 = xl-A-x+K-x+d



Tehat

M (@) o ()P K Ry +d =0, (5)

ahol K' = [ K, Ky ] =]k k] -Q

IV. 1épés: Ekkor ) egy forgatas méatrixa a természetes bazisban. Az x —
(@ - x linearis transzformacioé az x tengely pozitiv felét az u; vektor
(origobol felmérve), félegyenesébe, mig az y tengely pozitiv felét az ug
vektor (origobdl felmérve), félegyenesébe forgatja . Az u; egyenese az
1j o',y koordinatarendszer x’ tengelye és az u,y egyenese az uj ',y
koordinatarendszer y’ tengelye.

V. lépés: Az uj valtozok tehéat:

/

qi1- T+ g1y
= qu2-T+q2- Y,

| @11 qa2
@ [CI21 %2]

/

ahol

VI. 1épés: Az1j 2’y koordinata rendszerben teljes négyzetté alakitunk. Ez

az 'y’ koordinéta rendszer eltolasaként el6allo ©”y” rendszert eredmé-

nyezi amiben felirhatjuk a kupszeletiinket.

Példa
1.
‘ 22% + 2% — 2xy = 1. (6)
2 -1 s , - e
Ekkor A = 1 9 } A sajatértékek és a hozzajuk tartozd sajat-

vektorok matrixba rendezve:

A =1, =36s Q= uQ]:[ﬁ/z _\/5/2].

V32 V32

Tehat az 1j

r = —T+ —Vy
, V2 V2
y = —5rt5y



valtozokkal:
(@) 43/ =1

Innen

(y)?
(75
Vagyis a kvadratikus alak ellipszist hatdroz meg, melynek hosszabb

féltengelye az u; egyenesén 1 hosszt, mig a rovidebb féltengelye az uy
egyenesén \/% hosszu.

()% + = 1.
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1. dbra. Az 1. feladat megoldasa.

da? — 20wy + 259> —150 -6y = 0. (7)

' WV
kvadratikus rész els foku rész

El6szor a kvadratikus részben eltiintetjiikk az xy alaka tagot uj vélto-
zokra vald attéréssel. Ehhez a kvadratikus részt

(o v)oa] ]

)
alakban irjuk fel, ahol

4 -10
A‘[—m 25 }



A sajatértékek és a hozzajuk tartozd sajatvektorok métrixba rendezve:

Q‘
=)
©o Ne)

/\1:29,)\2:0é8 Q::[ulug]:[

ﬁ‘m
©

Tehat az 1j

2 5
r = —=r— =

NGTRENGT
, 5 2

= —r+ ——=y.
Y V29 29y

valtozokkal

42? — 20wy + 25y* = 29(2")?.

(7)-ben az els6 foku rész:

X
150 — 6y = K - ,
e [y}

ahol
K=[-15 —6].

Amint tanultuk ekkor kiszamoljuk:

] |

2 5
K =K-Q=[-15 —6]-[ v “j@]:[o ~3v29 |.
7% v

Ahonnan

/
—15x—6y:K~[ﬂ :K’-[”y”,]:o-x’—s-@y’. (9)

Ezt (8)-al dsszetéve kapjuk, hogy a (7) egyenlet az 2’ y' rendszerben:

29(2")? — 3 V29 = 0.

vagyis




2. abra. A 2. feladat megoldésa.

32° — 8wy —12y°  —30z — 64y = 0. (10)

' o
kvadratikus rész elsé foka rész

El6szor a kvadratikus részben eltiintetjiik az xy alakt tagot uj valto-
zokra valo attéréssel. Ehhez a kvadratikus részt

o v)oa] ]

)
alakban irjuk fel, ahol

3 —4
A= { —4 —12 ] ’
A sajatértékek és a hozzajuk tartozo sajatvektorok métrixba rendezve:

_ 4
A= —13, A =4 és Q:MHMZI :@]-
ViT

3 5
N ~

Hasznalva, hogy x' = Q7 - x, az 1j
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valtozokkal (10) egyenlet kvadratikus része:
3% — 8xy — 12y% = —13(2')? + 4(¢/)%. (11)

(7)-ben az elsd foku rész:
— 307 — 64y = K - H]

ahol
K =1[-30 —64].

Amint tanultuk ekkor kiszamoljuk:

1 4

Vit Vit
K’=K-Q=[—30—64]-[ L ]Z[‘%? 7 |
Vit V1T
Ahonnan
T ' 286 56
—30x — 64y = K - =K' = .4+ —. 12
Y {y} {y’] V17 17’ (12)

Innen és (11)-bél adodik, hogy a (10) egyenlet az 4j koordinatakkal:
2, 5%

—13(2')? +4(y)* — =2’ + —=y = 0. 13
(2')" 4+ 4(y') T2 T (13)
Az 2'-0s és y'-0s tagokat csoportositjuk:
13-22 414
= =~
286 56
—13(2)* — ="+ 4(y)* + =y = 0. 14
: (z') Vil \(y) \/ﬁy, (14)

g g
(o)) o) - 8)

Mind az teljes négyzetté alakitva kapjuk, hogy

—13(2")* + 4(y")* = 81,

ahol
x”:x’—l—iésy”:y/—i—i
V17 V17
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@f‘j’(% ~ My 3/('%1:9;?«4,

3. abra. A 3. feladat megoldasa.

", 1

Tehat ebben a legiijabb 2"y

@ W

koordinata rendszerben a (10) egyenlet:

@O

2122 + 6y — 13y* — 114z — 34y + 73 = 0. (15)

El6szor a kvadratikus részben eltiintetjiik az xy alakta tagot uj valto-
zokra valod attéréssel. Ehhez a kvadratikus részt

ERIPHM

alakban irjuk fel, ahol



A sajatértékek és a hozzajuk tartozd sajatvektorok métrixba rendezve:

1 3
A =12, X9 =22 65 Q::[ulug]:[ \/T \/1170]
V10 V10
Hasznalva, hogy x' = Q7 - x, az 1j
, 1 3
¥ = \/T()x _\/T()y
, 3 1
Yy = \/T_Ox —l—\/T_Oy.
valtozokkal (15) egyenlet kvadratikus része:
2127 + 6y — 13y* = 12(2')* + 22(y')*. (16)

(15)-ben az elsé foku rész:
x
—114x + 34y =K - [ y ] ,

ahol
K = [-114 34].

Amint tanultuk ekkor kiszamoljuk:

_1
K’:K.Q:[—11434]~[ Vo
Vi

Ahonnan

x x’ 216 308
—114z + 34y = K - =K' =— ca — !
Y { Y ] { y } V10 NG
Innen és (16)-bdl adodik, hogy a (15) egyenlet az 4j koordinatakkal:
216 308
122 +22(y)* - =2’ — =y + 73 =0. 18
() () 755 Nk (18)

Az 2/-6s és y'-0s tagokat csoportositjuk:

(17)

12:2.9 22-2.7
216 308
12(2')? — "= -2/ +22(y)? — =y +73 = 0.
Y AR Ul
12(:)3’7\/%)27121'51 22(y'7\/%:0r)27221'619



Teljes négyzetté alakitas utan:
12- (2")* 422 (¢')* = 132,

ahol

Ez tehat egy ellipszis aminek az x” koordinata tengelyen a féltengely
hosszay/11 és az y" koordinata tengelyen a féltengely hosszay/5.

X"+ bxy + 4= - Méxt3tq+73=0
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4. dbra. A 4. feladat megoldasa.



