Megoldasok

1. Linearis algebra
l.z=1L,y=-1,z=-1,t=1.

2. 1’1:2@',1’2:72722',1'3:24»1'.

3.1 = *5*63% + %I57 T2 = *16*7%4 + %565, T3 = %fm - %965-
4. a=4.
5. (a) =5
(b) 40
(c) 14 ab+ ad+ cd + abed
9 2 5
6 -7 3
-5 5 1 _9265
6. x = T 2 5] — 24>
8 =7 3
2 5 1
1 9 5
8 6 3
I A et
Y=71 2 5~ 21~
8§ -7 3
2 5 1
1 2 9
8§ =7 6
2 5 5 595
= 1 2 5 = 244"
8 -7 3
2 5 1

7. A jegyzet 39-40. oldalan leirt modszert alkalmazzuk: az

2 1 -2 3
[a1 agagaq)=1| -2 9 -4 7
-4 3 1 -1

métrixon a Gauss—Jordan-eliminaciét végrehajtva a

7
L
01 —-% 1
00 0 0

métrixot kapjuk, amely mutatja, hogy (példaul) {a;,az} egy maximalis linearisan fiiggetlen rend-
szer, illetve, hogy ag = —%al — %az és ag = ay + as.



1 144 0
[V1V2V3]= 1 0 0

0 0 2—1

—1 ) 1

matrixon a Gauss-Jordan-eliminaciot végrehajtva a

1 00
010
0 01
0 00

métrixot kapjuk, amely teljes rangu, ezért a vektorok linearisan fiiggetlenek.
(b) A

1 1+47 3+2
Vi va vs] = 1 0 1

0 0 0

—1 ) 1

métrixon a Gauss—Jordan-eliminacioét végrehajtva a

o O O
OO = O
SO N

méatrixot kapjuk, amely nem teljes rangu, ezért a vektorok linearisan Osszefiiggbek. Az is
lathato, hogy vg = vi + 2va.

i 1+ 1—14 1
[a; ag ag b] = | —1 2 -2 i
—i =242 —2—-2i 1+1
métrixon a Gauss—Jordan-eliminaciot végrehajtva a

—1

O O =
o = O

1
1
1
1
- . o 1 . _ . 13, 1_1;
maétrixot kapjuk, amelybdl kiolvashaté, hogy b = (1 —4)ay + (—7 — yi)az + (—7 — 37)as.

10. A jegyzet 15-16. oldalan leirtak alapjan:

(b) [ulr = [v1 vo][w]p = [; _11 ] [ _47}: { I5 ]

11. A 16. oldal 2. kévetketménye alapjan:

[alpr = [va va] M [us ugllal = { g é }_1 { 5 —81 ] [ 171 ] - { _52 —12 ] { _21 Ig ] [ 171
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12. A jegyzet 12. példajahoz hasonloan: A 0 =|10],A 1 =|1],A 0 =
0 0 0 0 1

0

0 [, igy A matrixa:

0
1 00
010
0 00

13. A transzformacié méatrixa a természetes bazisban

3 1 0
[a1 as a3] = 4 0 1
-1 -3 4
! 1 0 1 0 0
14. T 0 = , T 1 = , T 0 = , igy T' matrixa:
0 1 -1
0 0 1
1 1 0
0 1 -1 |°

15. Fejezziik ki az y; vektorokat az x; vektorok linearis kombinacidiként. Ehhez az [x1 X2 X3 y1 Y2 ¥3)
méatrixon hajtsuk végre a Gauss—Jordan-eliminaciot. Az

100 2 0 =2
0101 -1 1
001 2 1 0

matrixot kapjuk, ami alapjan A méatrixa a B = {x1,X2,x3} bazisban:

2 0 =2
yile [y2lB [ysle]=|1 -1 1
2 1 0

16. A 19. oldalon szerepld 6. tételt hasznalva:

(@) y
HIEH B EA!

3 8 7' =17 19 3 8 | | —3304 —8963
5 13 —358 88 5 13 | | 1222 3315 |-

17. (a) A jegyzet 49. oldalén leirtak alapjan:

(b)

Tekintsiik S-nek két nem parhuzamos vektorat. Példaul z = 1, y = 0 valasztassal z = —5;
1 0

z =0, y =1 esetén z = 6 adédik. Tekintsiik az M = 0 1 | maétrixot. Ezzel az S sikra
-5 6

valé meréleges vetités matrixa

1 37 30 -5
M(MTM)"TMT = G| 30 26 6
-5 6 61



A P =(8,1,3) pont képe:

r 311
1] 37 30 =5 8 2
5 30 26 6 1| = i
| -5 6 61 3 2
2 0]
(b) Most (példaul) M = | 0 2 |. Ezzel a T sikra val6 mer&leges vetités matrixa
1 5
1129 5 2
MMTM)*MT = — | -5 5 10

301 9 10 26

A P =(8,1,3) pont képe:

L [29 -5 2 8 23
0 -5 5 10 1| =] -3
2 10 26 3 2

18. A 21. oldal 15. példajahoz hasonléan (c, d tetszéleges):

1 1
(a) )\123,V1:C|:1:|;)\2=—2,V2=C|:_4:|.
(b) )\1:2,V1=C

1
0
0
(c) Al—l,vl—c{

19. A jegyzet 27. oldalan leirtak szeint jarunk el. Az A métrix sajatértékei és a hozzajuk tartozo
sajatvektorok:

)\1=5+2\/§, V1:|:_1;\/§:|, /\225—2\@, V2=|:_1_|1_\/§:|.

SN _1+\/§H5+2ﬂ 0 H_1—ﬁ —1+\/§}1_

Tey A= 1 1 0 5-2v2 1 1
—1-v2 —1+v2
Ha a normélt 74 = | V H42v2 | A = 422V2 | sajatvektorokat tekintjiik, akkor ezekkel
Va+2v2 4-2v/2
(mivel A szimmetrikus):
-1-v2 —14+2 -1-v2 —1+v2 7

A:

\/4+12\/§ \/4712\/5 [ 5+2v2 0 /s ] \/4452\/5 \/4712\/5
0 5—2v2
Var2v2  Va-2v2 Vir2v2  Va-2v2

20. Az A métrix sajatértékei és a hozzajuk tartozé normalt sajatvektorok:

1
)\1:12,V1:|:\;§:|,A2:—8,V2:|: 17
2

. 1 V3 3 _3
Igy A= A1V1V1T + A2V2V2T =12 [ é g ] -8 [ _4£ 14 ] .
4 4 4 4



— W =N

21. A 24-25. oldalon szerepld eljarast alkalmazzuk a megadott vektorokra. by = a; = , by =
14
) 5,
as — 3221 b; = 1 ,bz =az— ﬁ“{’)l b, — f)‘s}lf’)i b, = :g a kifeszitett altér egy ortogonalis
1
1 1
) 14
ERNE:
bazisat adja, ebbsl {|b1|’ Ba] \bs } azaz § , 7& , 32832 ortonormaélt bézis.
7 18 51
B It 282

22. A 35. oldal 25. példajahoz hasonléan:
A keresett p(r) = ap+air+azz?+azx® polinom egyiitthatoira a kivetkezd linedris egyenletrendszer
irhato fel:

ag + (—3)&1 + (—3 2a2
ao + (—].)(7,1 + (

1000%
0100??O
0010—%—3
0001 2

2 83 49 132 3
Igy p(z) = 55 — 1557 — 352 + 12033

23. (a) Az 53-54. oldalon leirtak szerint jarhatunk el, a keresett y = a + bz egyenletl egyenes egyiitt-

ERINE

) 128 19
egyenletrendszert kell megoldanunk, igy a = <%, b= —

(b) A keresett y = a + bx egyenes egylitthatoira:

]l ele]

: _ 248 __ 273
18y a = 53 b= 106"

24. Az AT Az = ATb egyenletet kell megoldani, igy
(a) w1 =42, 20 = — 3= Ezzel a hiba ||Az — b|| = \/%.

(b) = —%g, Ty = % Ezzel a hiba ||Az — b|| = 12
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25. (a) Az 59. oldal 29. példajahoz hasonléan: az AT A = { 23

2V3
7

} matrix sajatértékei és (egy-

3 V3] . 1
ségnyi) sajatvektorai \y =9, vq = [ 7 } Xo=1,vy = [ 12 ] leyv=| % 2,
2 2 2 2
: e A A1 2114 A . 3 0 1 V3
a szingularis értékekbdl all6 diagonalis matrix pedig D = 0 1 |-Wm= sAvy = 2,
2

1 V31
uz = %AVz = [ \/52 ], tehat U = % \/g ].Ezekkel A=UDVT.
2 2 2
(b)
12 77 _1 2
= = 0 2 R
5 5L 5 V5
(c) ;. )
E o0 —H|[v3 ol
c=| £ -& =% 0 1| V3
w2 w 0o o|lv v
oo vz V3

(Az el6z6ekhez hasonloan uy = %Cvl, uy = 1Cv3, us-at pedig Ggy kapjuk, hogy {uy, uz}-t
kiegészitjiik ortonormalt rendszerré. Ez példaul ugy torténhet, hogy megoldjuk az u;"ug =
0, uy"ug = 0 egyenletrendszert us-ra, azaz megkeressiik a

V2 1 1
\/§u13 + %uzs + %%3 =0
1 1
——=U23 + —=u3z =0
N
rendszer megoldasait (u13 = —c¢, usz = ¢, uss = ¢), majd ezek koziil kivalasztjuk az egységnyi

hosszt.)

26. A szinguléris érték felbontasokbdl a jegyzet 61. oldalan leirt médon kaphatjuk meg a poléris fel-
bontasokat:

5 ﬁ][ﬁ 1]
A=| 2o 2 2 2
V3 3 13|
2 2 2 2
a2 3 4
5 5 5 5

27. A jegyzet 62. oldalan leirtak alapjan elszor diagonalizaljuk a méatrixokat a sajatértékek, illetve
sajatvektorok kiszamitasaval, majd ez alapjan hatarozzuk meg a keresett fiiggvényértékeket.

1 2 12
A=|F TV 1 {3 0 } [ i
4 0 —4 2 1 )
1 2 6 1 2 _8 6 _s 6
2A_| 5 s e 0 = 5| 1] 4et+e® 20842
% % 0 e® —% % 5| —2e7842e% 78 4+ 48
4 —4 2 0 -1
o=[5 S 550
35 |4 —4 e % 0 —é L] [ —2e75+436% 4e 6 —4e
‘ 13 -2 0 & —3 1| 7| 343 36— 2¢0



2. Parcialis differencialegyenletek
28. (a) f(2) =330y wim sin((2k — 1)z)
(b) glz)=2-377, m cos(2kx)

(c) h(z) =3+, 2 4 119)2+ cos(kx)

29. flz) =140 4G U0 cop( 2 Lm gy
30. f(z) = p 7 sin(kz)
00 . - _qykt1
31 f(x) = 52, b sin(Erz), ahol by, = 8GN — 16 (1 — (—1)*).

32. (a) u(z,t) = Y50 (Ag cos(kt) + By sin(kt)) sin(kz), ahol A, = & (a 5% fiiggvény tiszta szinuszos
Fourier-soranak egytitthatoi a 30. feladatbol), By = 0 minden p0z1t1v egész k-ra.

(b) u(z,t) = 52, (Ay, cos(B27 1) + By sin(E2274)) sin(A2 1), ahol

5 s
Ay = 3/31; sin (;z> dz = 3 %sin(ky) 5 dy = ?5; /ysin(ky) dy
0 0 0
15 2 30
- 21 nt+l _ -1 n+12Y
T ( ) k, ( ) kiﬂ'

(helyettesitéses integralassal visszavezetve az x fliggvény Fourier-egyiitthatoinak kiszamitdsa-
ra, ami a jegyzetben szerepel), illetve

cos S—Fx sin( x)—lsin S—ﬂ-x —&—lsin 2—71-35
5 TR 27"\ 5

miatt By = 2\[ 1, Bg :ﬁ%,k¢{2 8} esetén By = 0.
(¢) w(m,t) = Y po (A cos(lmrt) + By sin(knt))sin(&Fz), ahol A3 = 1, k # lre Ay = 0, és
B = 5 (8( Iijrkﬂ 48 (1— (—1)’“)) 8(k21)2 — 2 (1—(—1)¥), a 31. feladat eredménye
alapjéan.
33. A hur kitérését indulaskor az
%9:, ha 0 <z <2,
flz) =13, ha2 <z <3,

—r+6, ha3<z<6

fliggvény adja meg. Tekintsiik ennek a paratlan, 12 periédusi kiterjesztését a szadmegyenesre, je-
16ljiik ezutan ezt f(z)-szel. A D’Alembert-formula szerint u(z,t) = (f(z + 2t) + f(z — 2t)), ezért
t =1, 5-ben:

-3z, ha0 <z <1,
jr—3,  hal<az <5,
—3x+3, hab<az<6.

u(z,1,5) =

34. Terjessziik ki g-t paratlan, 4-periodikus moédon a szamegyenesre. Ezzel a D’Alembert-formula sze-
1 x+1

rint: u (z, ) = 555 [0, g(u)du. A szdmunkra érdekes szakaszon:
3z + 2, ha -1 <z <0,

gx)=4¢3x—-2, hal0<uzx<2,

3r—10, ha2<ax<3.



Ezért

z—1

x+1
(Bu+2)du + f(3u—2)du]=}la:, ha0 <z <1,
0

<
N

8
| =
N————

I

ol
| —v | —o

ool

r+1
3u—2)du + 3u — 10)du :l—lx, hal<zx<2.
271
2

rz—1

35. A hur kitérését induléskor az

0, ha z < —5 vagy = > 2,

x+ 5, ha -5 <z < -3,
flz) =

2, ha -3<z <1,

—2x+4, hal<zx<2
fiiggvény adja meg. A D’Alembert-formula szerint u(z,t) = 3 (f(z +1t) + f(z —t)), ezért ¢t = 5-ben:

0, hazx < -10vagy -3 <z <0vagyz>171,
%x+5, ha —10 <z < -8,

1 ha -8 <z < —4vagy 2 <z <6,
—r—3, ha —4<z<-3,

3, ha 0 <z <2,

—r+7, ha6<zx<7.

36. A D’Alembert-formula alapjan:

x+2t
1 1 6x
u(z,t) = 3 [cos(3(z + 2t)) + cos(3(z — 2¢))] + 1 / 21 dt
r—2t

= cos(3z) cos(6t) + = [In((z 4+ 2t)* + 1) + In((z — 2t)> + 1)] .

]

nm 2
37. (a) u(z,t) = 00, Ape=(F) 2t i (%= x), ahol az A,-¢k a sin(4mz) cos (55 x) fiiggvény [0,2] in-
tervallumon vett tiszta szinuszos Fourier-soranak egyiitthatoi.

S X ) COS 2.23 —2 S 2.13 S 233 .

Emiatt A3 = A3 = %, és A, =0, han & {3,13}. Tehat

1 w\2 1 N2 1
u(z,t) = 56_(37) # gin <327Tx> + 56_(%) 2 gin <:;T:z:> .

S —(&F 2\/515 : nm -s 2 .
(b) u(w,t) = 77, Ane ()" V3t gin (%), ahol az A,-ek az x(3 — x) fiiggvény [0, 3] intervallu-
mon vett tiszta szinuszos Fourier-soranak egyiitthatoéi, azaz

T

/ T
2 9 5
A, == /x(S—x) sin (ﬂx) dr = 23 / 3y 3— 3y sin(ny) dy = 29 /y(ﬂ'—y) sin(ny) dy = ana
3 3 3 T 2
0 0 /

T ™ w2

ahol By-ek az y(m — y) fliggvény [0, 7] intervallumon vett tiszta szinuszos Fourier-soranak
egyiitthatoi, azaz a jegyzet 71. oldalan leirtak szerint

B — ns%, ha n paratlan
"o, ha n paros.
Tehat
A — —25, han paratlan
"o, ha n paros.



3. Vektoranalizis

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.
46.

17
(a T

)

(b) —4rw
(c) 0
(d) 3
(e) 0,5
(f) —2m

6t
(b) —30

)
)
)
(c) 972
)
)
)

a

(

b
(a
(b
(c

=2y, ot F(z,y,2) = (z —x,0,z — x)

=x+ % + 1 rotF(z,y,2) = (—%, =z, —z)
= 2zyz[cos(x?yz) + cos(xy?z) + cos(zyz?)],

2 cos(wyz?) — xy? cos(wy?z), 2%y cos(x?yz) — yz? cos(wyz?), y?z cos(wy?z) —

~—

divF(z,y, 2

(
divF(z,y, 2
divF(z,y, 2

— —

rot F(z,y, z) = (a2
22z cos(2%yz))

(d) divF(r) = & rot F(r) = X2

x| I

~—

(a) Mivel a vektortér nincs értelmezve az x + y + z = 0 sikon, a curl-teszt nem ad megoldast.
(b) rotF(z,y,2z) = (0,0,0) a tér minden pontjiban, ezért van potencidlfiiggvény, mégpedig:
u(z,y, z) = sin(z + y) + cos(x — y) + C.
(c) rotF(z,y,2) = (0,0,0) a tér minden pontjaban, ezért van potencialfiiggvény, mégpedig:
u(zx,y, z) = ny + y22 —x2% — zyz + C.
u(x,y, z) = xy + xz + yz potencidlfiiggvény, a gorbe két végpontja a (0,0,0) és az (§,qa,5), igy a
kett& kozotti gdrbe menti integral értéke (az wttol fiiggetleniil) 2a?.

(a) Bair
(b) divF(z,y,2) = @ 4+ y + z, ennek az integralja a téglatest belsejében 152, F integrélja az
x = —2 sikba esd lap mentén (a téglatesthez viszonyitva kifelé mutatd normalissal) 49. Ezért

F integralja a tobbi lap mentén a Gauss-tétel szerint 1% —49 = 92—1.
rot F(z,y, z) = (zzcos(zyz) + ye¥?, —yz cos(xyz) + e® cos z,0). A Stokes-tétel szerint a megadott
korvonal menti integral megkaphaté rot F-nek a korlapon vett integralasaval. Mivel a korlap az xy
sikban fekszik, és rot F z iranyd komponense mindeniitt 0, a feliiletmenti integraljanak értéke 0.

A % — %—1;1 = y fiiggvényt kell integralnunk a félkdrlapon, az integral értéke %

A Green-tétel kovetkezményeként a jegyzet 138. oldalan lattuk, hogy a teriilet megkaphato az
F(x,y) = (0,z) vektortérnek a hatarolo gérbén (pozitiv iranyitassal) vett integraljaként. A (0,0),
(27, 0) kozotti szakaszon (0, x) integralja 0. A cikloisiv mentén vett integral (most 2m-t6l 0-ig kell
menniink a paraméterértékekkel):

27 2m
- /(O,R(t —sint)) - (R(1 — cost), Rsint) dt = f/Rz sint(t —sint) dt =
0 0
2m 27 2m 27r1 9
— 4
—R? /tsintdt—/sin% = —R? [—tcost]§”+/costdt—/%dt =
0 0 0 0

— R*(—27 — 71) = 3R*7.

Tehat a bezart teriilet 3R%r.



