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1. fejezet

Az A2-ben tanult linearis algebra
osszefoglalasa

Egy olyan egyenletet amely felirhatd
a1 T1+ a9 -To+-ap-Tp,=0>0 (1.1)

alakban, ahol aq,...,a,,b adott valés vagy komplex szamok linearis egyenletnek
hivunk. Az ilyen egyenletekbdl allo

a1 rr  + aipTy  + e+ a1pTy = by
a1 + 22Ty + e+ AonTy = by (1 2)
as1r1  + As2To  + T + AsnTy = bs

alakt egyenlet rendszereket linearis egyenletrendszereknek hivjuk. Egész pontosan
n ismeretlenbdl és s egyenletbdl allo linearis egyenletrendszereknek hivijuk.

Ezen fejezet egyik fontos célja linearis egyenletrendszerek megoldasanak tanulma-
nyozéasa. FEgy olyan egyenletet amely felirhato

a1 -x1+as-To+---ay,-r, =0>b

alakban, ahol aq,...,a,,b adott valés vagy komplex szamok linearis egyenletnek
hivunk. Az ilyen egyenletekbdl allo

an1r1 +  apry + e+ apr, = b
a21T1 + a929T9 + te + oLy — bg (1 3>
as1r1  + QsaToy T + Asnln = bs
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alaku egyenlet rendszereket linearis egyenletrendszereknek hivjuk. Egész pontosan
n ismeretlenbdl és s egyenletbdl allo linearis egyenletrendszereknek hivjuk.

1.1. Az R" és alterei

1. DEFINICIO: R" = {(21,...,2,)| 2; € R 1 <i < n}. Vagyis az R" a rendezett
valos szam n-esek halmaza.

Ha adott egy koordinatarendszer, akkor a sik pontjai leirhatok a szamparok segitsé-
gével. Tehat a sik azonosithato az R2-nel. Hasonloan a tér azonosithato az R3-nal. Az
R"x=(xy,...,2,) ésy =(y1,...,yn) vektorai kozott ugyanigy mint a sikban vagy a
térben értelmezhetjiik az

dsszeaddst: X +y = (1 + Y1, -+, Tn + Yn)-

A szdmmal valo szorzds: 5x = (bxy, ..., 5x,) vagy —3,5x = (—3,5z1,...,—3,5z,) .

A skaldris szorzds: X -y = x1y1 + -+ + Tpln-

Azt mondjuk, hogy az x vektor merdleges az 'y vektorra, ha x -y =0 (jele: x Ly ).

s,

pet jatszik:

2. DEFINICIO: (linearis kombinaci6é) Adottakazay,...,a,, € R-beli vektorok
és valamely (4, ..., 3, € R szamok. Ekkor a b € R®

’51'31+/82'32+"'+Bm'am:b (1.4)
vektort az ai,...,a,, € R°-beli vektorok linearis kombinacidjanak nevezziik. A
By, Bm € R szamokat a linearis kombinaciéban elGfordulé egyiitthatdknak ne-

vezzik.

A vektorok lineéris kombinacidinak fontos szerepe van a tobb valtozos linearis egyen-
letrendszerek megoldasaban. Nézziik ezt egy példan keresztiil:

ry — $2:—1

egyenletrendszer felirhaté mint
1 —1 —1
$1'{5}+$2'{ 2}_{16} (1.6)

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME
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Tovabba a (2.3) egyenletrendszer méatrixos alakja:
1 -1 o] -1
ERIREI T 17

2]

Vagyis amikor az (2.3) egyenletrendszert oldjuk meg akkor keressiik azokat az x
és xo egylitthatokat, amelyekkel az a; és a, vektorokbodl képzett linearis kombinécio
éppen a b vektor. Geometrialag ez azt jelenti, hogy a b vektort felbontjuk az a; és az

ay vektorokkal parhuzamos Gsszetevik Osszegére.
Altalanossagban: A kovetkezs egyenletrendszer

anxry +  appre + -+ T, = b
asnxry + a9y + T + agndy, = bg (1 8)
as1T1  + s2Ty  + cre + AsnTy = bs
megoldéasa azzal ekvivalens, hogy megtalaljuk azon x1, ..., z, szamokat, melyekkel mint
egyiitthatokkal az
aiy Q1n
az1 Q2n
u; = . A
As1 Qsn
vektorokbodl linearis kombinacidival el§ all a
b1
b
b=| -
bs
vektor. Vagyis:
o Wt 4o u, =] (19)
Ez pedig a kovetkezd méatrix egyenlet megoldaséval ekvivalens:
[A-x=b)] (1.10)

ahol
X1 11 a2 ... Qip
X2 Q21 Q22 ... Q21
X = o, A=
Tn as1 Qg2 ... Qgp

megoldésaval ekvivalens:

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu
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3. DEFINICIO: Az R" egy linedris alterének hivjuk az L C R™ halmazt, ha abbol

hogy ay, ..., a,, € L kovetkezik, hogy az ay, ..., a,, vektorok dsszes lehetséges linearis
kombinacidja is L-ben van. Ez geometriailag azt jelenti, hogy L azon R"-beli vektorok
halmaza amelyeket fel lehet bontani az ay, ..., a,, vektorokkal parhuzamos vektorok
Osszegeére.

1. PELDA: A legegyszertibb linearis altér az, ami az origobol all, L = {(0,...,0)} és
az, amikor L = R"” maga a teljes tér. Ezeket trividlis linedris altereknek nevezziik.

2. PELDA: A sik nem trividlis alterei az origon dtmend egyenesek.

3. PELDA: A tér nem trividlis linedris alterei az Osszes origbn atmend egyenesek és
az Osszes origot tartalmazoé sikok.

1.2. Linearis egyenletrendszerek

Ebben a fejezetben egyenletrendszeren mindig linearis egyenletrendszert értiink.

2007 — 3x2 + 4dx3 + dry = 4
4. PELDA: o, +  x3 — xy = 1
o — XT3 = 5

ekkor az egyenletrendszer kiegészitett matrizdnak hivjuk a kovetkezét:
[2 -3 4 5 4

1 0 1 -1 1

0 1 -1 0 5

Az egyenletrendszer mdtriza:

[2 -3 4 5

1 0 1 -1

0 1 -1 0

Tovabba

Az egyenletrendszer megoldasa soran az adott egyenletrendszert helyettesithetjiik
egy masik egyenletrendszerrel, melynek ugyanazok a megoldéasaik, de amelyet konnyebb
megoldani. A helyettesités soran 1épések egy sorozatat hajtjuk végre. Ezek a 1épések a
kovetkezdk lehetnek:

1. Valamely egyenletét a rendszernek megszorozzuk egy nem nulla szammal.

2. Valamelyik két egyenletet felcseréljiik.

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME
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3. Az egyik egyenlet valahanyszorosat egy masik egyenlethez adjuk.

Az egyenletrendszer kiegészitett matrixaban a fenti 1épések a kovetkezd miiveletek-
nek felelnek meg:

1. Egy sort megszorzunk egy nem nulla szammal.
2. Két sort felcseréliink.

3. Az egyik sor szamszorosat hozzédadjuk egy mésik sorhoz.

4. DEFINICIO: A fenti harom miiveletet elemi sortranszformdcionak nevezziik.

1.2.1. Gauss-eliminacio

A Gauss-eliminaciot a linearis egyenletrendszerek megoldaséara hasznaljuk. Két 1épéshdl
all:

1. 1épés: Az egyenletrendszer kiegészitett matrixat t.n. sor-echelon alakra hozzuk elemi
sortranszforméciok alkalmazasaval.

2. 1épés: A sor-echelon alakbol megkapjuk az egyenletrendszer megoldésat.

5. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy a lineéris egyenletrendszer kibGvitett matrixa
sor-echelon alakban van, ha:

1. a csupa nullabol 4ll6 sorok (ha vannak a méatrixban egyaltalan) a matrix utolso
sorai,

2. ha egy sornak van nem nulla eleme, akkor az elsé nem nulla elem egyes,

3. két egymas utani sor mindegyike tartalmaz nem nulla elemet, akkor az els§ nem
nulla elem (ami sziikségszertien egyes) az alsé sorban, jobbra van a felss sor elsé
nem nulla elemétsl (ami szintén egyes).

5. PELDA: Sor-echelon alakti métrixok:

1 4 3 7 110 0126 0 (1]8}2_13
0016 20;[010f:;[00 1L 10|} 5
0015 00 0 0000 1 0000 o
11 13
1 1
0 0 1

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu
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A sor-echelon alakra hozas moédszerének elsé 1épése:
Adott a kdvetkezé méatrix:

00 -2 0 7 12
2 4 —-10 6 12 28
2 4 -5 6 -5 -1

1. Kivalasztjuk balrol az elsd nem csupa nulla oszlopot.

2. Megcseréljiik az elsé két sort gy, hogy az el6bb kivalasztott oszlop tetején ne

nulla legyen:
—-10 6 12 28

2 4
00 -2 0 7 12
2 4 -5 6 -5 -1

3. Elosztjuk az els6 sort kettdvel, hogy a matrix bal fels6 sarkdban 1év6 szém egy

legyen:
1 2 -5 3 6 14

0 0 -2 0 7 12
2 4 -5 6 -5 -1

4. Az els6 sor egy megfelel§ konstans szorosat adjuk a tobbi sorhoz, hogy az elsé
oszlop minden eleme nulla legyen kivéve a bal fels sarokban 16v6 egyet. Ezért az
els6 sor —2-szeresét adjuk a harmadik sorhoz:

1 2 =5 3 6 14
00 =2 0 7 12
0 0 5 0 —17 =29

5. Most takarjuk le a matrix els§ sorat, és a maradékon ismételjiik meg a fenti
eljarast. A masodik sort elosztjuk —2-vel, hogy a harmadik oszlop méasodik eleme
1 legyen:

12 -5 3 6 14
o0 10 -I -6
00 5 0 —17 —29

A kovetkezd lépésben a masodik sor —5-szorosét adjuk a harmadik sorhoz, hogy
a harmadik oszlop harmadik eleme nulla legyen:

1 2 -5 3 6 14
00 10 -1 —6
oo o0 1 1

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME
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Ezutan a harmadik sornak vessziik a 2-szeresét, hogy az 6t6dik oszlop utolsé eleme

1 legyen:
14

1 2 6
00 10 -1 -6
00 00 1 2

Az eredmény egy sor-echelon alak. Innen az egyenletrendszer megoldasa: x5 =

2; l’g—%Q = —6 = 23 =1, 21 +22,—5-1+3xr4 —6-2 = 14 vagyis:
Ty = —2x9 — 3xz4 + 31

r3 = 1 . Ez azt jelenti, hogy wvégtelen sok megoldés
Ty = 2
van, amit agy kapunk, hogy az xy és x4 értékét tetszélegesen valasztjuk ezutéan
r1 = —2x9—3x4+31,ax3 =1, és az x5 = 2.

Tehét az egyenletrendszer egy megoldasa:
ha zo =1 és x4 = 3, akkor 1 = 20 és x3 =1, és x5 = 2.

1.2.2. Vektorok linearis fiiggetlensége

6. DEFINICIO: Az a,__a; vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha egyik sem fejezhets
ki a tobbi linearis kombinaciojaként. Az ay,...,a, vektorokat linedrisan figgdnek
hivjuk, ha valamelyik kifejezhets a tobbi linearis kombinaci6jaként.

1. TETEL: Az a; . ay, vektorok linearisan fiiggetlenek, akkor és csak akkor, ha
aja; + asas + - + aga = 0 csak abban az esetben lehetséges, ha oy = ay =
coe=qy = 0.

1. FELADAT: Bizonyitsuk, be, hogyha az ay, ..., a; vektorok valamelyike a 0 vektor,
akkor az ay, ..., a; vektor rendszer semmi esetre sem lehet linearisan fiiggetlen.

7. DEFINICIO: Egy L C R" linearis altér egy bdzisa by,...,b, € L, ha a

1. by,..., by vektorok linearisan fiiggetlenek.
2. by, ..., by vektorok Osszes lehetséges linearis kombinécioi kiadjak az L Osszes
vektorat.

6. PELDA: Az R? egy bazisat adja barmely két nem parhuzamos a, b # 0 vektor.
Az R? egy bézisat adja barmely harom nem egy sikba es6 vektor (gy értve, hogyha
koz6s kezdSpontbol mérjiik fel Sket).

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu
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2. TETEL: Ha by,..., b, vektorok az L C R" altér egy bézisa, akkor az L altérnek
barmely masik bazisanak ugyancsak k£ vektora van.

8. DEFINICIO: Ha az L C R” altérnek a bazisai k vektorbol allnak, akkor azt
mondjuk, hogy az L altér dimenzidja k. Jele: dim (L) = k.

3. TETEL: Ha dim (L) = k, akkor barmely linedrisan fiiggetlen k vektor bazist
alkot.

Tehét példaul, ha L az R3-nak kétdimenzios altere (vagyis L egy olyan sik, amely
az origon atmegy), akkor L-nek bazisa minden olyan {a,b}, ahol a,b € L tetszsleges
0-t6l kiilénb6z6 nem parhuzamos vektorok.

1.2.3. Cramer-szabaly

a1 500 Q1n
9. DEFINICIO: Legyen A = cee weo ... | egy n X n-es matrix. Legyen B;
ap1 .. QApp
az a matrix, amit agy kapunk, hogy az A maétrixbol kidobjuk az elsd sort, és az i-
Ag1 ... Q23i—1) Q23i4+1) .- Q2p
edik oszlopot: | ... ... cei oo oo | yezegy Bi(n—1)x (n—1)-
ap1  --. GpE—1) GQnE+1) .- Qnp

es matrix.

Ekkor az A métrix determinansat definialhatjuk a kisebb mérett B; méatrixok de-
terminansaval , azaz

det (A) = ay; det (By) — arz det (By) + aizdet (Bs) — - - - + (=1)" " ay, det (B,) .

A B; (1 <i < n) matrixok determinénsait a még kisebb méretii matrixokkal definial-
hatjuk a fenti elv szerint. Igy végiil a méretek minden lépésben valé csokkentésével
eljutunk a 2 x 2-es matrixok determinansahoz, amit mar definialtunk a kovetkezé mo-

don: D = [ Z Z } , akkor det (D) = ad — be.

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME
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4. TETEL: (Cramer-szabaly): Tegyiik fel,hogy az

a1171 +  a12%9 + ... + a1, = bl
a21T1 +  Q99Z9 + ... + a9, = b2
an1T1 +  apa®2 e + ATy = bn
a1 oo Qqp
linearis egyenletrendszer A = cee e matrixdnak determinédnsa nem
ap1  --. QApp
egyenlé nullaval.
ap ... G1-1) b1 G4y .. Qi
agq oo Q9(>i—1 bg ag(i+1 ... ag g
Legyen A; = (-1) {70 " |,aby,by,..., b, az i-
Ap1  --.  Gp(i—1) by QA (i4+1) Ann

edik oszlopban van. Ekkor az egyenletrendszer megoldasa egyértelmti:

det (A;) det (Asg) det (A,)
T = ——; Tg= ————>5 ... T = ———=.
det (A)’ det (A)’ ’ det (A)

A Cramer-szabély olyan egyenletrendszerekre alkalmazhato, ahol az ismeretlenek
szama megegyezik az egyenletek szamaval, és az egyenletrendszer méatrixanak determi-
nansa nem egyenlé nullaval.

Ezt a tételt akkor érdemes alkalmazni, mikor n kicsi, azaz n = 2,3. Nagyobb n-
ekre a sok (n + 1) determinéns kiszamitasa nagyon sok miiveletet igényel. Nagy n-ekre
a Cramer-szabalynak elméleti jelentésége van, ugyanis a Cramer-szabély garantalja,
hogyha det (A) # 0, akkor létezik és egyértelmi a megoldas.

7. PELDA: Oldjuk meg Cramer-szaballyal az alabbi linearis egyenletrendszert:

2ZE1 — 31‘2 + r3 = 0
- 3271 + 41’2 — 21‘3 = 1.
5%1 -+ 45[)3 = -3
2 =3 1
Megoldds: A= | =3 4 =2 |, ,det(A)=6#0,
5 0 4
0 =3 1 2 0 1
Al = 1 4 =2 s det (Al) = 6, AQ = -3 1 -2 y det (AQ) =0
-3 0 4 5 —3 4

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu
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2 -3 0
Ag = -3 4 1 s det (Ag) = —12. Tehéat
5! 0 -3
det (Al) det (AQ) det <A3)
= = gy = — = 2,
T et (A) - T et () T det (A)

A Cramer-szabaly egy fontos kévetkezménye:

Tekintsiik a kdvetkezd in. homogén lineéris egyenletrendszert:

anry  + e+ apr, = 0
a91T1 + e + A2n, Ty = 0
a1 + te + AppTy = 0

Ennek az egyenletrendszernek legaldbb egy megoldasa mindig van. Nevezetesen az
1 = x9 = --- = x, = 0. A Cramer-szabély szerint ha az egyenletrendszer A =

aip -0 Qin
determinansa nem nulla, akkor a megoldéas egyértelmi. Tehat, ha

an1 T Anpn

det (A) # 0, akkor az

a1 + tet + A1y = 0
a91T1 + to + AonTn = 0
ap1T1 + T + ApndLn = 0

egyenletrendszernek csak a trivialis

ry =x9=--- =1z, =0 a megoldasa.

10. DEFINICIO: Legyen ai,...,a;, € R". Az ay,...,a; vektorok altal kifeszitett
L (jele: L(ay,...,ax)) altér azon b vektorokbol all, amelyek eléllnak az ay, ..., ay
linearis kombinacioiként.

1. LEMMA: L (ay,...,a;) egy linearis altere az R™-nek.

11. DEFINICIO: Az a,,...,a; rendszer rangja definicié szerint az L (ay,...,ay)
altér dimenzioja.

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME
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1.3. Attérés egyik bazisrol a masikra

Az R természetes bazisanak hivjuk a 7' = {ey, ..., e,} bazist, ahol
[ 17 [0 [0 [ 0]

0 1 0 0

e — 0 , €9 = 0 , €3 = 1 .. €y = 0
| 0] | 0] | 0] 1]

A v vektor természetes bazisban vett koordinatait vagy [v],-vel jeloljiik vagy egy-
szerdien csak v-t frunk.
Ha B = {uy,...,u,} egy tetszéleges bazisa az R"-nek, akkor Vv &€ R" vektor
egyértelmien felirhato
vV =o1u; + ... +a,u,

aq

alakban. Ekkor azt mondjuk a B bazisban a v vektor koordinatai: : | . Jelben:

a1
V] =
Qp,
8. PELDA: Hau, = {;} ,uzz{_gl} ésv:[_Z},akkor

v =2u; — 3uy

tehat [v]p = { _g } , ahol a B = {uy,uy} bazis.

5. TETEL: Ha B = {u,,...,u,} egy tetszéleges bazisa az R"nek, akkor Vv € R®
vektorra:
[V]T =[ug,..., - [V]B )

ahol [uy, ..., u,] egy matrix, melynek els6 oszlopa u;, méasodik oszlopa uy, ... ,n-edik
oszlopa u,,. Ezt a jelolést késébb is hasznéljuk.
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(631
Bizonyitas. Ha [v]|; = : |, akkor
Qp
a1
Vlp =oquw + ...+ au, = [ug,..., 0, Sl =, u,) V] =
Qp

1. KOVETKEZMENY: Egy v € R” vektor koordinatait a B = {uy,...,u,}
bézisban a kovetkezd formula adja:

Vg =[ug,..., 0, [V]g. (1.11)

2. KOVETKEZMENY: Ha B = {u;,...,u,} és B’ = {u},...,u,} bazisai az
R™-nek és v € R", akkor

Vg = [ul,..., 0] [ug, ..., w)] - V], (1.12)

12. DEFINICIO: A [u),...,u,] " -[uy,...,u,] matrixot a B bézisrél a B bazisra

valo attérés matrixanak hivjuk.
- ) 5 Sy 1 -3
9. PELDA: Hatarozzuk megav = 6 vektor koordinatait a B = 9 | 4

béazisban!
) 1 —3] . o L1 g
Megoldas: Legyen P = EE A 1. Kovetkezmény miatt [v]; = P~'v. Mivel
det (P) = 10, ezért P~ = <. 43 Tehat
et (P) = 10, ezér =15 | _o 1 |- Teha

=[5 0] (8] =[5

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME



1. Az A2-ben tanult linearis algebra dsszefoglalasa 17

10. PELDA: Adottak a kovetkezd bazisok:

(A o) e

ha w vektor koordinatai a B-ben [w], = { 3 ] kérdés mik a w koordinatai a B’-ben?

Megoldds: Alkalmazhatjuk a (1.12) formulat:

= [uj, wy] - fug, w] - (W (1.14)

Ehhez: Legyen P := [u}, u}] = [ } Ekkor det (P) = 2, tehat P! = % { :é 1 } ‘
-1 1 2 _35
Tehét[w],: [ } [ } [ }:[ 2].
B -3 1 2 —1 7 %

1.4. Linearis transzformaciok

13. DEFINICIO: Az F : R" — R® leképezést linearis transzformacionak hivjuk,
ha

a. F(u+v)=F(u)+ F(v),Vu,veR"
b. F(cu) = cF (u); Ve € R ésu € R".

11. PELDA: A sik és az egyenes linearis transzformacioi:

1. Szamegyenes linearis transzforméacioi az F' (x) = cx alaka fiiggvények.

2. A sik lineéris transzformaciéi példaul az origd koriili forgatasok, origon atmend
egyenesre tiikrozések, vagy F (1, x2) = (221, 322) .

12. PELDA: Hatarozzuk meg az origo koriili (pozitiv iranyt) 30°-os szoggel valo for-
gatas matrixat, majd ennek segitségével szamitsuk ki a v = [1, 5] vektor 30°-os szoggel
valo elforgatasaval kapott w vektort!
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Megoldas: Mivel nem specifikaltuk, hogy melyik bazisrél van sz6, ezért az

{ [(1) , (1) természetes bazisban dolgozunk. Itt el6szor meghatarozzuk

b, = F <[ 1 ]) és by = F ({ (1) }) értékeket, majd ezekbdl képezziik a B =

0
[ b; by } matrixot
V3 _1 V3 1
by = [ 2 } és by = [ /3 } - Tehat B=| 2 2 |.Ennek segitségével meg-
2 2 B 3

kaphatjuk annak a w vektornak a koordinatait, amit a v =(1,5) vektor origo korili
(pozitiv irdnyt) 30%-os forgatasaval kapunk:

1 V3o 1 1 V3 _ 5

w—=B —| 2 2 | . —| 2 "2
5 SRV 5 I 5v3

2 2 2 T 2

14. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy a B := {uj,u,} bazisban az F : R? — R?

linearis transzformacié métrixa Mg, ha minden
a= au; + asuy

vektorra:

F@ly=Ma- | 2| = M- falg (1.15)

teljestil.

1 1 vektorokra, kapjuk, hogy

Alkalmazva a definiciot az { é } és a [ 0

M= [ [Fw)ly [Flug)lg ]} (1.16)

vagyis, a 2 x 2-es Mp matrix elsé oszlopa [F'(u;)] 5 és masodik oszlopa: [F'(uz)].

T+ X2

—92, + Ay } . Talaljuk meg a T" matrixat:

13. PELDA: Legyen T (1, 25) = {

a.) a természetes bazisban;

by {[ 1] 1]} bk

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME



1. Az A2-ben tanult linearis algebra dsszefoglalasa 19

Megoldas:
1 ! 0 L] . o .
a.) T([ 0 ]) = _ _21, T({ 1 }) = {4},1gyaTmatr1xaatermeszetes
oo 1 1]
bézisban: B = 9 4
1 [ 2 1 3 21. 13
b.) T [1] = 2},T [2] :{6},ah01[2]es[6]akoordmatak
N—— - ——

up u2
a természetes bazisban.

T (uy) =2uy; T (ug) = 3uy és B = {u;,us}.
2

0 3 2 0
rly = | o [, = § | wm=|§ 5]
1.4.1. Linearis transzformacié matrixai kilonbo6zd bazisokban

6. TETEL: Legyen P := [u, uy] és legyen My, a F linearis transzformacié métrixa
a természetes bazis ban, és Mp a B bazisban. Ekkor

(Mg = P! Mr-P| (1.17)

Bizonyitas. Rogzitsiink egy tetszdleges

a:a1u1+a2u2:P~ |:a1 1

a2

vektort. Fel kell majd hasznalnunk azt, hogy ¢ = 1, 2-re:
[F(w)lg=P " [F(w)), =P " Mr-[u,. (1.18)

Az els6 azonossag a 2.20. Tételbsl, mig a masodik azonossag az My definiciojabol

adodik. Tovabba

Pl = Mo | 01 | = [l (Pl )| ] (119)

&%)
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20 Matematika MSc Epitémérnékéknek

Felhasznélva (2.19)-et:

[Fu)lp, [Flu)lg] = [P7' My [w]p, P Mr - [ug]y]
= P_l-MT-[ul, UQ]
= P ' Mp-P

Innen és (2.21)-bdl kovetkezik, hogy

Mg =P ' Myp-P.

1.5. Sajatértékek, sajatvektorok

15. DEFINICIO: Adott egy A n x n-es matrix. Egy x € R", x # 0 vektort az
A matrix sajdtvektordnak nevezzik, ha az Ax vektor az x vektornak valamilyen A-
szorosa. Azaz Ax = Ax. Ekkor a \ egy sajdtértéke az A méatrixnak.

Vegyiik észre, hogy

a. ha x egy sajatvektora az A matrixnak, akkor 2x,3x és altalaban cx, ahol ¢ € R,
¢ # 0 is egy sajatvektora az A-nak,

b. abban az esetben is, ha az A Gsszes eleme valos, mind a sajatértékek, mind a
sajatvektorok komponensei lehetnek komplex szdmok.

2 0

14. PELDA: 1. A= { 0 3

1,ekk0r,ha)\1—2,)\2—3ésu1—{é],ugz

{ (1) , akkor Au; = Ajuy és Auy = Au,. Vagyis uy a A\j-hez, uy a \y-hoz tartozo

sajatvektorok.
2. A= ; g].Legyen)\lzl,)\gz?)ésul: [_i},m: [?].Ekkor

lathatd, hogy Au; = Auy és Auy, = Auy, vagyis uy egy a A\ sajatértékhez
tartozo sajatvektor, és u, egy olyan sajatvektor, ami a \y-hoz tartozik.
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Kérdés: Hogyan hatarozhatjuk meg egy A n X n-es matrix sajatértékeit és a sajat-
értékekhez tartozo sajatvektorokat?
Vilasz: Abbol indulunk ki, hogy Ax = Ax. Hasznélva az

100 -~ 0
010 - 0
;=100 1 - 0
(000 0 - 1|

egységmaétrixot kapjuk : Ax =\Ix, vagyis Ax = AIx , innen
(A= X)x=0.

A kapott homogén lineéris egyenletrendszernek az x = 0-t6l kiilonb6z6 megoldésa (mint
ezt a Cramer-szabaly egy kovetkezmeényeként lattuk) pont akkor van, ha

det (A — AI) = 0.

Tehat az A méatrix sajatértékei a det (A — AI) = 0 egyenlet A\-ra torténd megoldasai. A
sajatvektorokat ezutéan az (A — A\I)x = 0 egyenletbdl hatarozzuk meg.

3 -1

15. PELDA: A = [ .

} . Hatarozzuk meg a sajatvektorokat és a sajatértékeket!

Megoldds: A det (A — AI) = 0 egyenletet felhasznéalva,
0=det(A— ) =det [ 3-A 1 } =B=XN)(=3=N)+5=XA—9+5 = \*—4.

5 -3-A
Tehat A\ =2 és Ay = —2.
Felhasznalva az (A — A\I) x = 0 egyenletet a A\ és a Ay értékekhez tartozod u; és uy
sajatvektorok meghatarozasara.
A1 = 2 esetén:

3—A -1 1 -1
A_M:[5 —3—)\}:[5 —5}'

1 -1
5 —5
A1-hez tartozo sajatvektor

Igy (A—X)x=0 [
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Ay = —2 esetén:
3—X -1 5 —1
A‘”[5 —3—/\][5 ~1
) 5 —1 T 0 ,
Tehat (A—A)x = 0 az = . Ennek megoldasa: 5z = x5.
5 —1 T2 0
Tehat egy, a Ay = —2-hoz tartozod sajatvektor: ugy = é

1.6. Ortogonalis matrixok

16. DEFINICIO: Egy valds n x n-es Q matrixot ortogondlisnak hivunk, ha

Q' =q".
Vagyis, ha
QTQ=0QQ" =1
ai
a3
Legyen Q = [qiqy...q,], ekkor QT = | | . A QTQ maétrix (i, j)-edik helyén
‘qT
J J
7 ce qZT N q.‘7 = | oo ° (qZTq]) ce 7. AZ (Z’j)—edlk he-
1, hai=j
T o , 2 )
lyen a @) QIerteke{ 0 haistj

Tehat q; Lq;, ha ¢ # j és |q;| = 1. Az ilyen tulajdonsagt {qu,...,q,} vektorrend-
szert ortonormdlt rendszernek nevezzik.

17. DEFINICIO: Egy qi,...,q, vektor rendszer ortonormdlt, ha
® ;1 q; minden ¢ # j-re és

e |q;| = 1 minden i-re.
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Vagyis azt kaptuk, hogy egy méatrix ortogonalis akkor és csakis akkor, ha az oszlop-
vektorok rendszere ortonormélt. Ez viszont azt jelenti, ha egy métrix ortogonalis, és
felcseréljiik az oszlpovektorok sorrendjét, akkor az igy kapott 0j matrix is ortogonalis
lesz.

méatrix ortogondlis, mivel =t = I és IT = I,

O = O
— o O

1
16. PELDA: Az I = | 0
0

igy I=' = I”. Az cl6bbi megjegyzés miatt A =

— o O
O = O
O O =

D

]

Sy,

I
o O
— O O
O = O

maétrixok is ortogonalisak.

Miért szeretjiik az ortogonalis matrixokat?
Azért szeretjiilk az ortogonélis méatrixokat, mert a veliikk valé szorzas megdrzi a
hosszat és a térfogatot. Vagyis:

7. TETEL: Legyen Q egy n x n-es ortogonalis matrix, és x,y € R" tetsz6leges vek-
torok.

(a) |@x| = |x| megdrzi a hosszat,
(b) (QX)T (Qy) = xTy megérzi a szoget (hiszen megdrzi a skalarszorzatot is),

(c) |det (Q)| = 1 megdrzi a térfogatot.

Bizonyitas. Csak az (a) részét bizonyitjuk a tételnek.

Qx| = /(Qx)" (@x) = XTQTQX—V = [x|.

1.7. Szimmetrikus matrixok diagonalizalasa

Egy n x n-es A matrixot szimmetrikusnak neveziink, ha az A szimmetrikus a f6atlojara,
azaz ;; = Qjj, (AT = A) .

A szimmetrikus matrixok egy nagyon fontos tulajdonsaga, hogy:

8. TETEL: Egy szimmetrikus matrix minden sajatértéke valos
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Ennek felhasznélasaval be lehet bizonyitani, hogy:

9. TETEL: Legyen az A egy n X n-es szimmetrikus matrix. Ekkor létezik olyan Q
ortogonalis matrix, amelyre QT AQ = D, ahol D egy diagonélis méatrix.

Bizonyitas. Ha az A egy n X n-es valés szimmetrikus matrix, akkor az A min-
den sajatértéke valos, de nem feltétleniil kiillonb6z6. Az egynél nagyobb multiplicitasa
gyokokhoz tartozo sajatvektorok terében ki szeretnénk valasztani egy ortogonalis bazist
erre szolgal az tin. "ortogonalizicits eljaras” m

Ortogonalizacios eljaras

Legyen ay, ..., a; az R™ tér linearisan fliggetlen vektorrendszere (nyilvan k£ < n). Mint
mindig, L (aj, ..., ax) jeloli a kifeszitett alteret, vagyis az ay, . .., a vektorokbol képez-
het6 Gsszes linearis kombinaciok halmazat.

17. PELDA: Hatérozzuk meg az L (ay,...,a;) egy ortonormalt béazisat (azaz k db

vektort az L (aj, ..., a,)-ban, melyek hossza 1 és paronként merglegesek)!
Megoldas: Ha aq, ..., a, linearisan fliggetlen, akkor elGszor egy ortogonalis by, ..., by
béazisat adjuk meg az L (ay, ..., a;)-nak, majd a kivant ortonormalt rendszert a
R
e Te :

Legyen b; = a;. Hatarozzuk meg azt az «aq-et, amire
by = ayb; + ay
teljesiti a by L by feltételt. Vagyis:
0 = byb; = aybib; + asb;.
Innen

a2b1
bib;’

o] = —

Ekkor tehat by € L (ag,as) és by Lby.
Hatéarozzuk meg azt a 31, By értéket, amire a

bz = 81b; + b2 + a3
vektorra teljestil, hogy bsL by és by Lbsy. Vagyis:

azb;
bib;’

0 = bsb; = 8ib1b; 4 B2byby +asby = 8, = —
0
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Tovabba
azb,

boby

0 = bsby = Bib1by + B2byby + agby = B = —
0

Ekkor tehat b € L (by,bs, bs) = L (a;,as,a3) és by Lby; bgLby. Az eljaras ugyanigy
folytatjuk, amig by-t is meghatéarozzuk.

1 1 1
. -1 0 0 )
18. PELDA: a; = 0|72 = IR 0| Hatarozzuk meg az
0 0 -1

L (aj, as, az)-nak egy ortonormaélt bazisat!

Megoldds: by = a;, by = ayby + ay, ahol oy = —22BL — —%, igy by = —%bl +ay =

" biby

1

2

1

2
—1

0

azb 1 azb i 1
by = Biby + foby + ag, ahol f; = - = —§, f = -2 = _§ = 1 fgy

b; = (1 by + P by +a3 = . Tehat a {by,bs,bs} ortogonalis bazisa az
—~— —~—

1 1

e L e

2 3

L (a1, as, az)-nak. Azért, hogy ortonormalt bazist kapjunk a hosszakkal le kell osztani:

1 i} 1
5 23
b _\f b &2 iﬁ
’b | O 7 |b2‘ _ 2 7 5. /2
1 3 2\/§
0 _ V3
0 2
Tehat az L (a, as, a3) egy ortonormalt bazisa:
1 i} 1
o 23
b _\f b V2 f
Clz—lz V2 'C2:—2: 2v/3 Cc3 = 2\1/3
|b | 0|’ by _.J2 | 57
1 3 2\/3
0 _ V3
0 2
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10. TETEL: A egy n x n-es valos szimmetrikus matrix. Ekkor az A kiilénboz6
sajatértékeihez tartozo sajatvektorai merdlegesek egymasra.

Ha az A-nak minden sajatértéke kiillonboz6, akkor a sajatvektorait egység hosszi-
nak valasztva, azonnal kapunk egy sajatvektorokbol all ortonormalt rendszert.

Ha az A valamely sajatértékének multiplicitdsa nagyobb mint 1, akkor az ilyen
sajatértékekhez tartozo sajatvektorokra alkalmazni kell az ortogonalizacios eljarast,
hogy megkapjuk a sajatvektorok egy ortonormalt rendszerét.

Tehat egy n x n-es szimmetrikus matrixnak mindig van {uy, ..., u,} sajatvekto-
rokbol 4ll6 ortonormaélt rendszere!

1 -1 -1 -1
-1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1
-1 -1 -1 1

19. PELDA: Hatarozzuk meg az R* térnek az A = matrix

sajatvektorabol allo ortonormalt bézisat!

Megoldds: p(\) = det (A—AX) = A—=2A+1), Ay =Xy = A3 =25 Ay = —2.
Konnyen talalhatunk négy sajatvektort.

1 1 1 1
wi— | "} Wy = 0 Wy = 0 W3 = ! :

0 —1 0 1

0 0 —1 1

ahol w; a \;-nek felel meg és i =1,2,3,4.
Ezutan az L (wq, wo, W) altér egy ortonormalt bazisat az ortogonalizalasi eljarassal
meghatarozzuk, és a wy-et normaljuk.

— W4 __
C4 = oy =

i . Az "Ortogonalizalasi eljaras” cimi fejezet példajanak eredmé-

DN [0 [ =R [ =0 | =

nyét felhasznélva:

-

N
,_.%
w

CL = 1Cq =

o o&lHﬂH
I
|
[\ (Y]
o SleEfs
I
|
(3] [N}
S
DN | DD [ =R =D | =

ez egy ortonormalt bazisa R*-nek, mely az A sajatvektoraibol all.
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Legyen A egy n X n-es szimmetrikus méatrix. Legyen uy,...,u, az A matrix sajat-
vektoraibol allé6 ortonormalt rendszer. Ekkor

(i) a diagonalizalas fejezetben leirtak alapjan a @ = [uy, ..., u,] matrixra Q1 AQ =
D. D diagonalis méatrix, melynek féatlojaban az A matrix sajatértékei vannak,

(ii) mivel {uy,...,u,} egy ortonormalt rendszer, igy @ egy ortogonalis métrix. Q=1 =
Q. Tehat QT AQ = D, ami egy diagonalis matrix.

20. PELDA: Legyen A = [ _21 _21 } . Ekkor az A sajatértékei és a hozzajuk tartozo

sajatvektorok:
V2 V2
AM=1,u = \/25 és Ay =3, uy = \/52
2 2
Tehat
V2 /2
e=|% |
2 2
Innen

A:Q-[é g]-QT.

Vegyiik észre, hogy a jobboldali szorzat kozepén allo6 diagondlis matrix fGatlojanak
els6 eleme A\; = 1 masodik eleme \y = 3. Ennek a felbontasnak egyik alkalmazasa a

kovetkezd: Legyen
Fx)=A-x
Ekkor az F' linearis transzforméacionak a természetes bazisban a matrixa az A. Ha

attériink a B = {uy, uy} bazisra, akkor a fenti F' linearis transzformécionak a matrixa a

B bazisban a D = (1] g diagonalis méatrix lesz. Mivel ez a matrix sokkal egyszertibb

mint az A méatrix ezért példaul ezen F' linearis transzformacié iterdltjainak vizsgalata
sokkal egyszertibben elvégezheté a B bazisban.
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2. fejezet

Linearis algebra I1.

A Linearis algebra rész targyalasakor az [1]| konyvet kovetjiik. Ebben a kényvben ren-
geteg tovabbi feladat és érdekes gyakorlati alkalmazas, talalhato.

2.1. Kiegészités az A2-ben tanultakhoz

2.1.1. determinans

Legyen

aip ... Qin

A=

p1 - Qpp
egy n x n-es matrix. Az A matrix a;; elemének minorja M;; annak a matrixnak a
determinénsa, amelyet ugy kapunk, hogy az A matrixboél eldobjuk az i-edik sort és a
j-edik oszlopot. A

Cyj = (1) M,

szamot az a,; elem cofactoranak hivjuk. Ekkor

th(A) = aﬂC'l—l + aiQCZ‘Q + -+ amCm (21)

Ezt a kifejezést a determinans i-edik sor szerinti cofactor kifejtésének mondjuk.
31 2

21. PELDA: Legyen A = | 2 1 4 |. Ekkor tekinthetjilk az utols6 sor szerinti
0 20

cofactor kifejtést:
det(A) = (—=1)*"?.2.(3-4-2-2) = —16

29
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A 3 x 3-as métrix determinansat meg kaphatjuk a kovetkezé modon is:

11 Q12 13
det a1 G2 Q93 = Q11022033 + (12023031 + G13G21G32 —
aazy azz ass

—  (a13a22a31 + a12a21a33 + a11023032) (2.2)

Ennek egy elmés altalanositasaként egy tetszéleges n X n-es determinéns kiszamitha-
t6. Ennek leirasahoz sziikség van a kovetkez$ fogalomra: ha az {1,2,...n} szamok
sorrendjének tetszéleges felcserélésével megkapjuk a {ji,...,jn} szamokat, akkor azt
mondjuk, hogy a {j1,...,Jn} szamok az {1,2,...n} egy permutacioja. Azt mondjuk,
hogy a {j1, ..., jn} permutacio paros, ha azon cserék szama amivel a {ji, ..., j,}-bdl az
{1,2,...n} vissza nyerhetd egy paros szam. Egyébként a permutacio paratlan. Példaul:
han =3 az

{1,2,3} ,{2,3,1}, {3,1,2}
permutéciok parosak, mig a
{3,2,1}, {2,1,3}, {1,3,2}
permutéciok péaratlanok. ElGjeles elemi szorzatnak nevezziik a
Faij,a2j, - - - Anj,

alaku szorzatokat, ahol a + jelet akkor valasztjuk, ha a {ji,...,j,} permutéci6é paros
egyébként a minusz jelet valasztjuk.

11. TETEL: det(A) egyenl az dsszes lehetséges elGjeles elemi szorzatok osszegével.

Vegyiik észre, hogy ez éppen (2.2) altalanositasa. Ezen tételt hasznalva be lehet latni,
hogy:

12. TETEL: Minden A négyzetes (n x n-es valamilyen n-re) matrixra
det(A) = det(AT).

Ez azt is jelenti, hogy a (2.1)-ben adott sor szerinti cofactor kifejtés helyett az oszlop
szerinti cofactor kifejtést is hasznalhatjuk. Vagyis minden 1 < 7 < n-re:

det(A) = aUClj + a2j02j + - Ananj. (23)
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2.1.2. Determinans geometriai jelentése:

Egy (négyzetes) matrix determinénsa mindig egy szam. Ennek van abszolat értéke
és elGjele. ElGszor megértjiik a determinans abszolut értékének geometriai jelentését,
azutan pedig a determinans elGjelének a geometriai jelentését értjiik meg.
A determinans abszolit értékének a jelentése:
Jeloljiik az
ai; ... Qip
A=
(07951 B

méatrix j-edik oszlop vektorat u;-vel. Vagyis

a1 12 Q1n
a21 22 A2n
u; = . ,Ug = . s Up =

an1 an2 Ann

Ezt gy is irhatjuk, hogy
A=[u,uy,...,u,]
Vegyiik észre, hogy
fl'ei::uh

ahol e; az i-edik koordinata egység vektor, vagyis az a vektor, aminek minden koordi-
nataja 0 kivéve az i-edik koordinatat ami viszont 1-el egyenls. Ezért az

y—A-y (2.4)
leképezés az R™ egység kockajat vagyis a

K ={(z1,29,...,2,) : 0 < 2y, 29,...,2, < 1}

halmazt 1 — 1 értelmien ré képezi az uy,us,...,u, vektorok altal kifeszitett P <
up, us,...,u, > parallelepipedonra. A determinans abszolat értéke éppen ezen
P < uj,uy,...,u, > parallelepipedon térfogata. Vagyis az A matris determinéan-

sanak abszolut értéke azt mondja meg, hogy az

fiy—=A-y

lineéris leképezés esetén egy H C R™ halmaz f(H) képének térfogata hanyszorosa a H
térfogatanak. Képletben:

térfogat f(H) = |det(A)| - térfogat(H).
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A determinans elGjelének jelentése:
Ha a determinans elGjele pozitiv, akkor az

f:y—A-y

leképezés iranyitas tartoé (mint példaul a forgatasok). Ha a determinéns elGjele negativ
az f iranyitas valto (mint példaul a tiikrozések).

2.1.3. MaAtrix nyoma

Legyen A = (am)ﬁjzl egy négyzetes (d X d-es) matrix. Ekkor az A matrix nyoma

(jelben: tr(A) vagy sp(A)) az A méatrix f6atlojaban allo elemek Gsszege:

d
tI‘(A) = Z Aok -
k=1

1 2 3
22. PELDA: Legyen A= | 4 5 6
789

Matrix nyomanak legfébb tulajdonsagai: Legyenek A és B tetszéleges d x d-es matrixok.
Ekkor:

1. tr(AT) = tr(A)

. Ekkor tr(A) =1+5+9 = 15.

Minden ¢ konstansra: tr(c- A) = ¢ - tr(A).
tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
tr(A-B) =tr(B- A)

ATl R

Ha A1,...,A\q az A matrix Osszes sajatértékei (multiplicitassal, vagyis minden
sajatérték annyiszor felsorolva ahanyszoros sajatérték), akkor

tr(A) = A\ + -+ Ag.

Megjegyezziik, hogy
det(A) = )\1 cee )\d'

Vagyis mind a matrix nyoma mind a determinansa csak am métrix sajatértékeitsl fiigg.
Ebbdl az kovetkezik, hogy ha A és B két olyan métrix, melyek ugyanazon linearis
transzformacionak a matrixai mas-mas bazisban, akkor mind tr(A) = tr(B) mind pedig
det(A) = det(B).
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2.1.4. Matrixok kétpontos szorzata

A mérnoki matematikai szakirodalomban gyakran el6fordul a matrixok kétpontos szor-
zata. (Matematika konyvekben nem.) Legyenek adva a kovetkezs d x d-es matrixok:

A= (ai;)}—y és B = (biy)]

1,j=1"

Az A és B matrixok kétpontos szorzata (jelben A : B) a skalarszorzat mintajara van
definialva. Vagyis:

d
A:B= Z ai,jbi’j. (25)
1,j=1

23. PELDA: Legyen A = {;) i] és B = [2 2} Ekkor A: B=1-94+2-8+3-
7+4-6=70.

d d
Vegyiik észre, hogy az A”- B matrix k-adik sordnak k-adik eleme Y7 ail;bix = > a;pbi-
ig=1 ig=1
Ezt 6sszegezve minden 1 < k < d-re, kapjuk, hogy

d d d d d
A:B= Z ai,jbi,j = Z Z aiykbi,k = Z Z afﬂ-bi,k = tI(Al . B) (26)

ij=1 k=11i,j=1 k=11i,j=1

2.1.5. Ferdén szimmetrikus matrixok

Legyen A = (aiﬁj)f’j:l egy d X d-es matrix. Azt mondjuk, hogy az A egy ferdén szim-

metrikus méatrix, ha A = —A”. Vagyis, ha tiikrozziik az A elemeit az A f6atlSjara
(arra az atlora, ami a bal fels sarokbol megy a jobb als6 sarokba), akkor ezen tiikrozés
eredményeképpen az A matrix minusz egyszeresét kapjuk.

13. TETEL: Ha A négyzetes matrix, akkor A elGallithaté egy szimmetrikus és egy
ferdén szimmetrikus matrix osszegeként.

Bizonyitéas. Legyen S = 2(A+ AT) és R = 1(A — A"). Ekkor S szimmetrikus és R
pedig ferdén szimmetrikus matrixok. Nyilvin A =S+ R. =
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2.1.6. Gauss-Jordan eliminacio

Az A2 el6adason tanult Gauss eliminécid soran a maéatrixot sor-echelon alakra hoztuk
elemi sor transzforméciok egymas utani alkalmazasaival. Emlékeztetek, hogy egy méatrix
sor echelon alakban van ha:

1. A csupa nullabol all6 sorok (ha vannak a matrixban egyéltalan) a méatrix utolso
soral.

2. Ha egy sornak van nem nulla eleme, akkor az els6 nem nulla elem egyes.

3. Két egymas utani sor mindegyike tartalmaz nem nulla elemet, akkor az els6 nem
nulla elem (ami sziikségszertien egyes) az also sorban, jobbra van a fels§ sor els§
nem nulla elemétsl (ami szintén egyes).

Nevezziik a fenti definicioban szereplé minden nem csupa nulla sor elején allo egyeseket
pivot elemeknek és ezen elemek oszlopait pivot oszlopoknak. A sor echelon alakbdl a
redukalt sor echelon alakot tgy kapjuk hogy ha a sor-echelon alakbol indulva, a pivot
elemek sorainak megfelel§ tobbszoroseit levonva a felettiik 1év§ sorokbol elérjiik, hogy
a matrixban a pivot elemek felett csak nullak legyenek.

24. PELDA:
00 -20 7 12

A=12 4 —-10 6 12 28
24 -56 -5 -1

Az A métrixbol sor-echelon alakra hozas utan kapjuk az:

12 -53 6 14
A=]100 10 -1 —6

o0 o000 1 2
maéatrixot, ahol a pirossal irt elemek a pivot elemek. Most alakitjuk ki a redukalt sor-
echelon formaét:

Az utols6 nem csupa nulla sor (vagyis a mi esetiinkben a harmadik sor) megfelels
szam szorosait hozzaadjuk a megel6z6 sorokhoz, hogy az utols6 nem csupa nulla sor
pivot eleme felett csak nulldk legyenek:

Vagyis az utols6 sor %—szeresét hozzaadjuk a masodik sorhoz és ugyanebben a lépés-
ben az utolsé sor —6 szorosat hozzaadjuk az els6 sorhoz. Kapjuk:

12 -530 7
00 100 1],
00 001 2
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ahol a kék szin jeloli az tjonnan kialakitott nulldkat az utolso sor pivot eleme (piros
1-es) felett. Most az igy kapott méatrix masodik soranak pivot eleme feletti pozicion
akarunk nullét kialakitani. Ehhez, hozzdadjuk a masodik sor 5-szorosét az elsé sorhoz.
Ennek eredményeként kapjuk a redukalt sor-echelon alakt matrixot:

120307
A=10 0 1 0 0 1
000O0T1 2

Lathato, hogy az A’ sor-echelon alakban és az A” redukalt sor-echelon alakban a pivot
elemek ugyanazok.

Azt a folyamatot, amelynek soréan az A matrixbol a redukalt sor-echelon alaka A”
métrixot 1étrehoztuk Gauss-Jordan eliminaciénak hivjuk.

> with(linalg):

> A:=matriX(3,6: [O:O,_2:O’7,12’2’4:_1036’12’28’2’4’_5’6’_5’_1]);

00 =2 0 7 12
2 4 —-10 6 12 28
24 -5 6 -5 -1

>gaussjord(A);

120307
001001
000012

25. PELDA: Adott a sikon 4 pont, melyek z koordinatai kiilonbozéek. Ehhez létezik
egyetlen olyan legfeljebb harmadfokt polinom, amely mind a négy adott ponton atmegy.
Hatéarozzuk meg ezt a polinomot, ha a pontok

P =(-2,-2), B, =(-1,4), P3=(1,2), P, =(2,3).
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Megoldas: Jeloljiik a keresett (legfeljebb) harmadfoku polinomot p(x)-el. Ekkor

p(z) = ag + a17 + axx? + asx®.

Azt hogy a p(z) polinom atmegy az adott négy ponton a kovetkezs négy egyenlet irja
le:

ao + (—2)ar + (=2)%as + (=2)°az = —2
Qo —|— (-1)@1 —|— (-1)2(12 —f- (—1)3a3 =
ap -+ (1)&1 -+ (1)2CL2 + (1)3CL3 =
ag + (2)(11 + (2)2(12 + (2)3(13 =
Az egyenletrendszer kib&vitett matrixa:
1 -2 4 -8 -2
1 -1 1 -1 4
1 11 1 2
1 2 4 8 3

Ezt Gauss-Jordan eliminacioval redukalt sor-echelon alakra hozzuk:

1000 2%
0100 —7/4
0010 —5/6
0001 3/4

Az utols6 oszlopban &ll6 elemek adjék rendre ag,aq,as,as értékét. Vagyis a keresett
polinom:

23 7 5, 3,
p(:c)—6 26" +4:r;.
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2.1. abra. A Py,..., P, pontokat legjobban megkozelit elss- (kék) mésod- (piros) és

harmadfoku (z6ld) polinomok.

Ezt az abrat a kovetkez6 MAPLE program eredményezi:

\2

x1:=[-2,-1,1,2]:

\

yl1:=[-2,4,2,3]:

\2

#corresponding data points:

\2

with(stats) :with(plots):

Warning, these names have been redefined: anova, describe, fit,
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importdata, random, statevalf, statplots, transform

> pts:=zip((x,y)->[x,y],x1,y1):

> pt_plot:=pointplot(pts):

> inter_poly:=interp(x1l,yl,x):

> ip_plot:=plot(inter_poly, x=-3..4,color=GREEN):

> 1s_fitl:=fit[leastsquarel[[x,y],y=a*x+b, {a,b}]]([x1,y1]):

> 1ls_plotl:=plot(rhs(1ls_fitl),x=-3..4,color=blue):

> 1ls_fit2:=fit[leastsquarel[[x,y],y=a*xx"2+b*xx+c, {a,b,c}]]([x1,y1]):
> 1ls_plot2:=plot(rhs(1s_fit2),x=-3..4,color=red):

> display([pt_plot,ls_plotl,ls_plot2,ip_plot]);

2.1.7. Kifeszitett altér bazisainak meghatarozasa

Adottak az S = {vy,...,v,} € Ri-beli vektorok. Legyen W C R? az S &ltal kifeszitett
altér. Vagyis W azon vektorok Osszesége, amelyek elGallnak S-beli vektorok lineéris
kombinéci6jaként.

W=A{w:3a,...,05 W=a1Vvy+ -+ ayvy}.
Két természetes probléma fordul el6 nagyon gyakran:
1. Talaljuk meg W egy tetszdleges bazisat.
2. Talaljuk meg W egy olyan bazisat, amely S-beli vektorokbol dll.

Az els6 problémat megoldottuk A2-ben. Nevezetesen az S-beli vektorokbdl mint sor
vektorokbol alkottunk egy B matrixot. Ezt a B maétrixot Gauss eliminacioval sor-
echelon alakra hoztuk. A nem nulla sor vektorok alkottdk a W egy bazisat. Ez igy
egyszeri és nagyon gyors, viszont az ilymodon kapott béazis vektorok altalaban nem
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az S-beli vektorok koziil keriilnek ki tehat ez a modszer megoldja az els§ problémét
de nem oldja meg a nehezebb masodik problémat. A masodik probléma megoldasahoz
sziikséges a kdvetkezs észrevétel:

Eszrevétel:
Legyen A egy k x s méretti matrix melynek oszlop vektorai cy,...,c, € R*:
ayr ... Qg
A= : : : =lc ... ¢ ] (2.7)
a1 ... Qkg

Tegyiik fel, hogy az oszlop vektorok kozott fennéll
C;, = Z ApCp.

Hajtsunk végre egy tetszéleges elemi sor transzforméciot az A métrixon. Igy kapjuk az
A’ matrixot, melynek oszlop vektorait jeldljiik cf, ..., c. € RF-vel. Vagyis az elemi sor
transzformacio eredménye:

ay, ... al,
Al=1] + =+ | =[c ... c]. (2.8)

/ /
akl e a/ks

14. TETEL: Hasznalva a fenti jel6léseket:
c, = Z QkCl-
ki

Vagyis az A’ matrix oszlop vektorai kozott ugyanazok az Osszefiiggdségi viszonyok
vannak mint az A matrix esetén.

A fenti 2. probléma megoldasa az Eszrevétel segitségével:
Legyen A az a k x s méretd matrix, melynek oszlop vektorait az S elemei ugyanazon
sorrendben.

ai Lo Qg
A= : : ol =[vio v ] (2.9)

Qr1 ... Qg
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Hajtsuk végre a Gauss-Jordan eliminaciot. Vagyis az A matrixbol kiindulva hajtsuk
végre elemi sor transzformaciok azon sorozatat, melynek eredményeként kapunk egy re-
dukalt sor-echelon alaki métrixot, melyet A’-nek neveziink. Ennek a pivot oszlopainak
megfelels S-beli elemek alkotjak a W-nek S-beli bazisat.

26. PELDA: Legyen W a kivetkez vektorok altal kifeszitett altere R-nek:

1 2 0 2 5
v — -2 Vo — -5 v 1 v, — -1 ve — —8
1 — 0 sy V2 — -3 sy V3 — 3 y V4 — 4 y V5 — 1
3 6 0 -7 2
Hatarozzuk meg a W egy olyan bazisat, melynek minden eleme ezen vy, ..., v5 vektorok

kozil keril ki.

Megoldas: Legyen A az a matrix, melynek oszlop vektorai az adott vektorok:

1 20 2 5

-2 -5 1 -1 -8

A= 0 -3 3 4 1
3 6 0 =7 2

Alkalmazzuk a Gauss-Jordan eliminédciot a MAPLE segitségével::

> with(linalg):
> A2=matriX(4:5,[1:2’0,2,5:_2:_5:1:_1:_830:_3:334’1,3’6’0’_7’2]):
> gaussjord(A);

10 2 01
01 -1 0 1
00 0 1 1|
00 0 00

ahol a kékkel irt elemek a pivot elemek az oszlopaik a pivot oszlopok. A tétel értelmében
a pivot oszlopoknak megfelel§ sorszami v vektorok alkotjak a W bazisat. Vagyis a

{V17 Vo, V4}

a W egy bazisat adja.
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2.2. A matrix fundamentalis alterei

18. DEFINICIO: Adott egy k x s méreti A matrix, melynek:

oszlop vektorai: cy,...,v, € R¥ és a sor vektorai ry,...,r; € R®.
ay, ... Qg r

A=| : =+ i |=]lea ...c]=]1:|. (2.10)
Ar1 ... Qg I

1. R-ban azon alteret, melyet az A matrix {c,, ..., c,} oszlop vektorai feszitenek

ki col(A)-val jeloljuk.

2. R*-ben azon alteret, melyet az A matrix {ry,...,r;} sor vektorai feszitenek ki
row(A)-val jeloljik.

3. A2-ben tanultuk, hogy a sor vektorok és az oszlop vektorok altal kifeszitett
alterek (noha az elsé R*-beli a masodik R*-beli) dimenziéi egyenléek. Ezen
kozos dimenziot hivjuk a matrix rangjanak, jele: rank(A).

4. Az A métrix nullterének hivjuk azon x € R® vektorok alterét, melyekre: A-x =
0, jele null(A). Az A nulltérének dimenzi6ja az A nulluty-je, jele nullity(A).

Mivel az A matrix-al egyiitt az AT transzponalt matrix is fontos ezért a transzponalt
matrixra is fel akarjuk irni ugyanezeket a mennyiségeket. Viszont a transzponalés sort
oszlopba visz és viszont, ezért:

row(A”) = col(A) és row(A) = col(AT).
19. DEFINICIO: Az A matrix fundamentélis alterei:

row(A), col(A), null(A), null(AT).

2.3. Dimenzi6 tétel matrixokra

15. TETEL: (Dimenzi6 tétel matrixokra) Legyen A egy k x s méreti (tehat
nem feltétlen négyzetes) méatrix. Ekkor

‘rank(A) + nullity(A) = s. (2.11)
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Bizonyitas. Tekintsiik az
A-x=0

egyenletet (itt x,0 € R®). Gauss eliminaciot alkalmazva ezen egyenlet kiegészitett
méatrixat sor-echelon alakra hozzuk. Tegyiik fel, hogy a nem csupa nulla sorok szama
r-el egyenld. Ekkor rank(A) = r. Minden nem csupa nulla sor egy ki nem kiiszobolhetd
egyenletet jelent ami meg kot egy valtozot. Tehat az Osszesen s valtozobol megkotiink
r valtozot. Igy tehat marad s — r szabad véltozonk. Vagyis:

szabad valtozok szama = s — rank(A)

Mas szavakkal:
rank(A) + szabad véltozok szama = s.

Masrészt a szabad valtozok szama éppen az A - x = 0 egyenlet megoldéasai altal meg-
hatarozott altér dimenzioja. Més szavakkal:

nullity (A) = szabad valtozok szama .

Osszetéve a két utolso egyenletet kapjuk a tétel allitasat. m
Legyen S C R? Ekkor az S meréleges alterének hivjuk azon R%beli vektorok
halmazat, melyek az S Osszes elemére merdlegesek, jele S=.

SL::{WERd:VVES; VJ_W}.

16. TETEL: (Alterekre vonatkozé dimenzi6 tétel) Legyen IV az R® egy altere.
Ekkor
dim(W) 4 dim(W+) = s.

Bizonyitas. Ha W az R®-nek a két trivialis altere (0, R®) koziil az egyik, akkor a tétel
trividlisan igaz. Egyébként pedig valasztunk egy bazist a W. Tegyiik fel, hogy ez a bazis
k elemi. Ebbdl a bazisbol mint sor vektorokbol képezziik a k x s méretidd A métrixot.
Nyilvan

row(A) = W és null(A) = W+. (2.12)

m Tehét az el6z6 tételt hasznalva:
dim W + dim W+ = rank(A) + nullity(A) = s.
Hazi feladat: Igazoljuk, hogy minden A métrixra:

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME



2. Linearis algebra II. 43
(a)

col(A)*+ = null(AT). (2.13)
(b)

row(A)* = null(A). (2.14)

A fenti tétel kovetkeztében belathato, hogy:

Simon Karoly, BME
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17. TETEL: Legyen A egy n x n-es (tehat négyzetes) matrix. Legyen tovabba
Ty : R" — R™ az A matrixhoz tartozo linearis leképezés melyet a kovetkezSképpen
definialunk:

X A-x.

Ekkor a kovetkezé allitasok ekvivalensek:

(a) Az A matrix redukalt sor-echelon alakja egyenld az n-dimenzios egység matrix-al
I,-el.

(b) Az A maétrixot felirhatjuk elemi matrixok szorzataként.
(c) Az A matrix invertalhato.

(d) A-x = 0-nak a trividlis x = 0 az egyetlen megoldésa.
(f) Minden b € R"-re az A - x = b-nek pontosan egy megoldasa van.
(8) det(A) # 0.

(h) A =0 nem sajatértéke az A matrixnak.

(i) T4 leképezés 1 — 1 értelmd.

(J) T4 leképezés raképezés R™-re.

(k) Az A matrix oszlop vektorai linearisan fiiggetlenek.

(1) Az A matrix sor vektorai linedrisan fiiggetlenek.

(m) Az A matrix oszlop vektorai az R™ egy bazisat alkotjak.
(n) Az A maétrix sor vektorai az R™ egy bazisat alkotjak.

(o) rank(A) =n.

(p) nullity(A) = 0.

A 16. Tétel egy mésik kdvetkezménye:
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18. TETEL: Legyen W az R"-nek egy n — 1 dimenzios altere. Ekkor létezik egy
a € R" vektor, hogy

Wt ={c-a:ceR}.
Vagyis W+ az a vektor altal meghatarozott egyenes. Az ilyen W altereket hipersi-

koknak hivjuk.

Bizonyitas. 16. Tételbsl tudjuk, hogy ekkor dim(W+) = 1 vagyis W+ egy origén
atmenod egyenes. m

A 106. tétel alkalmazasaként kapjuk a kovetkezs tételt is, amelyet a késébbiekben hasz-
nélni fogunk:

19. TETEL: Legyen A egy tetszoleges matrix. Ekkor

rank(A) = rank(AT A).
Bizonyitas. Jeloljiikk az A sorainak szamat k-el és oszlopainak szamét s-el. Tehat az
A egy k x s méretd matrix. A 15. Tételbsl miatt elég azt belatni, hogy

nullity(A) = nullity (A A).

Ehhez elég megmutatni, hogy

null(A) = null(A” A). (2.15)
Ehhez két dolgot kell megmutatni:
(a) Ha a € null(A), akkor a € null(AT A)

(b) Ha a € null(AT A), akkor a € null(A)
Az (a) trivialis hiszen
acnull(d) e A-a=0=A"-(4-a)=0= (ATA)-a=0.
Most megmutatjuk, hogy a (b) rész is teljesiil: Legyen a € null(ATA). Ez azt jelenti,
hogy ATA-a = 0. Ez azt jelenti, hogy az a € R® vektor meréleges a rowAT A altérre.
Vegyiik észre, hogy
(ATA)T = ATA
vagyis az AT A matrix szimmetrikus. Ezért az a vektor merdleges a col(ATA) =
row(AT A) altérre is. Ez azt jelenti, hogy az a vektor merdleges minden AT A -y alaki
vektorra barmi is az y € R® vektor. Tehat az a vektor merdleges az AT A - a vektorra
is. Ezért:
0=a’.((ATA)a) = (a’ AT) - (4a) = (4a)” - (Aa).
Innen pedig 0 = Aa vagyis a € null(4). =
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2.4. Meroéleges vetitések R"-ben

1. FELADAT: (Merdleges vetités R?-ben) Rogzitsiink egy a € R? vektort. Le-
gyen T : R? — R? az a linearis transzformécio, amely minden x € R? vektorhoz hozza
rendeli ezen x vektornak az a vektor egyenesére vett mergleges vetiilet vektorat (1. 2.2.
abra).

2.2. abra. T'(x) az a vektor egyenesére valo merdleges vetiilet vektor

2. FELADAT: (Meréleges vetités R3-ban) Rogzitsiink R3-ban egy olyan S sikot,
amely dtmegy az origon. Legyen T : R? — R3 az a linearis transzformacio, amely
minden x € R? vektorhoz hozza rendeli ezen x vektornak az S sikra vett merdleges
vetiilet vektorat (1. 2.3. abra).

Most a fentiekhez hasonlé feladatok megoldésait tanuljuk meg abban az esetben mikor
n dimenziés térben valamely k£ < n dimenzids altérre vetitiink.

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME



2. Linearis algebra II. 47

2.3. abra. T'(x) az S sikra valo merdleges vetiilet vektor
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A fenti 1. Feladat megoldasa:

T(x) = X-—-a — - a
al al

az x-nek az a-ra vett vetiiletének hossza

Tehat
X-a
Tx) = 224
la]l?
Nyilvanvaléan a nevezét felithatjuk mint ||a/|> = aT - a.
2. LEMMA: "
P=_—aa’
T, aa
2 X 2-es matrixot, akkor erre
T(x)=P x (2.16)

teljestil, vagyis a T linearis transzforméacié métrixa a természetes bazisban a P matrix.

Bizonyitas. Mint fent lattuk T'(x) = —#— - [(x-a)-a]. Most felirjuk az (x - a)-a
kifejezést matrixos formaban. Vegyiik észre, hogy itt (x-a) egy szam (a szorzat vektorok
skalaris szorzata). Emlékeztetiink, hogy a vektorokat mint oszlop vektorokat agyazzuk
be a matrixok vilagaba. Tehat egy y megfelel egy n x 1-es matrixnak. Ha az y vektort
sor vektorként akarjuk szerepeltetni a matrixok vildgdban, akkor yT-at frunk. Tehat
az (x - a) - a kifejezés az a vektor egy szam szorosat adja, vagyis egy olyan vektor ami

parhuzamos az a vektorral. Az x és a vektorok skalar szorzata tehat méatrixokban:

Amibdgl

a-(x-a)=a-(a’ -x)=(a-a’)x
Vagyis a P matrix valoban —— - aa”
[
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2.5. Altérre vonatkoz6 projekcié matrixa

20. TETEL: (Alterekre vonatkozo projekcios tétel) Adott egy nem trivialis
W altere R™nek. Legyen Ty, : R® — R"™ az a lineéris transzformacio, amely minden
x € R" vektorhoz hozzarendeli az x vektornak a W altérre val6 merdleges vetiiletét.
Ekkor a T linearis transzformacié P matrixat a természetes bazisban megkapjuk a
kovetkezSképpen:

P=MWM"M)"'MT, (2.17)

ahol M egy olyan méatrix, melynek oszlop vektorai a W egy béazisanak elemei.

1. MEGJEGYZES: Igy persze az M matrix valasztasa nem egyértelmd, de attol
fiiggetlentil a P méatrix természetesen ugyanaz lesz az M minden lehetséges értékeire.

27. PELDA: Legyen S az x — 4y + 2z = 0 sik.
(a) Hatarozzuk meg az S-re valoé merdleges vetités P matrixat!

(b) Hasznélva az el6z6 rész eredményét szamitsuk ki az A = (1,3,7) pontnak az S
sikra es6 merdéleges vetiiletét!

Megoldas (a): Vegyiink két nem parhuzamos vektort az S sikbol. Ezek nyilvan az S
egy bézisat adjak. Ezt megtehetjiik igy hogy az egyik pont esetén: y = 1,z = 0 majd
a méasik pont esetén y = 0,z = 1 értékeket valasztjuk. Ekkor az els¢ esetben z = 4 a
masodikban pedig z = —2. Tehat az S sik egy bazisa:

4 -2
1{,1 0
0 1
Ezért az M méatrix:
4 -2
M=|1 0
0 1

Maple hasznalatéaval:

> with(linalg):

> M:=matrix(3,2,[4,-2,1,0,0,1]):
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> B:=inverse(multiply(transpose(M),M)):

> P:=multiply(M,B,transpose(M));

20 4 2
21 21 21
_ 4 5 8
P=1 9 2 =
_2 8 17
21 21 21
Tehéat
1 20 4 -2
P:M(MTM)‘IMT:ﬁ- 4 5 8
2 8 17
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1
Megoldas (b): x= | 3
7
20 4 2
21 21 21 1 g
7 47
_2 8 17 -

N

1 21
20. Tétel bizonyitasa. Legyen wy,..., wy egy bazisa W-nek. Legyen M az azn X k
méretd matrix, melynek oszlopai a wy, ..., w; vektorok. Jelben:

M = [wy, ..., W]
Ekkor mint azt (2.14)-ban lattuk
W = col(M) és W+ = null(M7),
Tehat az x € R" vektort fel kell frni mint
x =T(x) + a, (2.18)

ahol T'(x) € col(M) és MT - a = 0 teljesiil. Vegyiik észre, hogy

T(x)€col(M) = IVeER: T(x)=M-v (2.19)
" M a=0e M (x—-T(x))=0. (2.20)
N——

a

Tehat HA be tudjuk latni, hogy létezik egyetlen v € R* amire:
M (x—M-v)=0, (2.21)

akkor
T(x)=M-vésa=x—T(x) (2.22)

adja a fent keresett megoldast egyértelmiien. Ehhez irjuk at a (2.21) egyenletet:
(MT™M) -v=M"x. (2.23)
Ennek az egyenletnek létezik és egyértelmii a megoldésa az ismeretlen v vektorra, mivel

o az MTM egy k x k-as matrix,
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o rank(MTM) = k.

A maésodik allitas abbol jon, hogy egyrészt rank(M) = k, mésrészt minden B métrixra
rank(BT B) = rank(B) (ez a 19. Tétel). Tehat a (2.23) egyenletnek létezik és egyértelmii
megoldésa az ismeretlen v vektorra. Nevezetesen:

v=(M"M)" M"x.

Innen és (2.22) egyenletbdl adodik, a keresett

T(x) =M (M"M)™ MTx.

2.5.1. Alkalmazas I. linearis egyenletrendszerek

Adott egy linearis egyenletrendszer, amely m egyenletbdl és n ismeretlenbdl all. Legyen
ennek méatrixa A. Ekkor az egyenletrendszer leirhato:

A-x=b (2.24)

alakban. Ha ezt meg tudjuk oldani akkor jo. Ha viszont nem megoldhaté akkor is
tehetiink valamit, nevezetesen meg lehet keresni azt az x € R™ vektort, amire

b — Ax|
a minimalis. Mivel
col(A) ={weR":JyeR" w=A4-y}

ezért értelemszertien azt az x vektort amire ||b — Ax|| értéke a minimalis megkapjuk
mint a b merdleges vetiiletét a col(A) altérre. Nevezetesen: Legyen

b* a b vektornak a col(A)-ra vett merdleges vetiilete.

A 20. Tétel segitségével a b* vektor meghatarozhato. Mivel definicié szerint b* € col(A)
ezért a

A-x=b" (2.25)

egyenletnek van legalabb egy (esetleg végtelen sok) megoldasa. Megoldva ezt az egyen-
letet meg kapjuk a (2.21) egyenlet un. legkisebb négyzetes megoldését.
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Egyszertibb tton is eljuthatunk a (2.24) egyenlet legkisebb négyzetes megoldéasihoz:

Nevezetesen: a (2.25) egyenlet ekvivalens a
b—- Ax=b —b".
Beszrozva mind két oldalt AT-vel:
AT(b — Ax) = AT(b — b"). (2.26)

Hézi feladat belatni, hogy ennek az egyenletnek a jobb oldala a 0 vektorral egyenld.
Igy: a (2.24) egyenlet legkisebb négyzetes x megoldésa kielégiti a

(ATA)x = A™b. (2.27)

egyenletet, melyet a (2.241) egyenlet tn. normal egyenletének hivunk.
Legkisebb négyzetek modszere: Adottak az x, y valtozok,

(:Ulayl)v (I273/2)7 sy ('Tnayn)

melyekrsl okunk van feltételezni lineéaris kapcsolat van kozottiikk. Vagyis valamilyen
meghatarozando, altalunk még ismeretlen a,b € R-re:

yi=a+b-x; 1=1,...,n.
Azonban az adatokat mérések eredményeként kapjuk és ezért hibaval terheltek. Hogyan
adhatjuk az adatok alapjan elérhets lehetd legjobb becslést az a, b értékére?
Megoldas: Az a,b-nek mint ismeretleneknek ki kellene elégiteni az
l-a4+x-0 =
l-a+zo-0 Yo

: (2.28)
l-at+z,-b = y,
a mérési hibak miatt azonban ilyen a, b nem létezhet. Tehét keressiik azt a megoldast,

melyre legalabb is a hibak négyzeteinek 6sszege minimalis. Ezt a (2.28) egyenletrendszer
legkisebb négyzetek megoldasa adja. Ez az egyenletrendszer matrixos alakban:

1 I Al
1 ) a Y2
MEREE )
Iz, x Un
A b
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Felirjuk tehat a (2.27) normal egyenletet:
(ATA) . x = AT -b. (2.30)

Vegyiik észre, hogy AT A egy 2 x 2-es matrix. Vagyis a (2.30) egyenletrendszer egy két
egyenletbdl és két ismeretlenbdl allo rendszer. Mivel rank(A) = 2 ezért a 19. Tétel miatt
rank(ATA) = 2 tehat a 17. Tétel miatt létezik egyetlen megoldasa. Ez a megoldasa
adja a keresett a, b értékeket. Nevezetesen:

1 T i
n €T;
AT A — 1 1 --- 1 . 1 2, _ ) =
T1 X2 T Do Sa 3 a?
1 =z, i=1 i=1
Tovabba,
h -
Yi
A?b:A?A:{l L 1}. v2 | _ %
','Cl :L‘Z ... l‘n .

n
Z TilYi
i=1

Vagyis a keresett y = a + b - x egyenes felirdsahoz sziikséges a, b-t meghatarozhatjuk
mint az

n Z T { a ] Z Yi
) — | i=
S | LY S s
3 1= =1

egyenlet megoldasat. Mivel ez egy két ismeretlenes (a,b) két linearis egyenletbdl allo
egyenlet rendszer, ezért mar kozépiskalos eszkézokkel is meg lehet oldani.

2.5.2. Pozitiv definit matrixok

A pozitiv szamok analogjai a matrixok kozott a pozitiv definit matrixok.
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20. DEFINICIO: Legyen A egy n x n-es matrix. Azt mondjuk, hogy az A métrix

1. pozitiv definit, ha

x? - A-x > 0 teljesiil minden x # 0 vektorra.

2. pozitiv szemidefinit, ha

x! - A-x > 0 teljesiil minden x # 0 vektorra.

3. negativ definit, ha

x? - A-x < 0 teljesiil minden x # 0 vektorra.

4. negativ szemidefinit, ha

x’ . A-x <0 teljesiil minden x # 0 vektorra.

5. indefinit, ha létezik olyan x, amelyre x7 - A-x > 0 és létezik olyan y, amelyre
vyl Ay <0

Ez egyaltalan nem azt jelenti, hogy a matrixnak minden elem pozitiv! Példaul:

2 -1 0
28. PELDA: 1. Ay:=| =1 2 —1 | maétrix egy pozitiv definit matrix, hiszen:
0 -1 2
2 -1 0 1
xI' A x = [xl To ZE3}' -1 2 =1 |- | 2o
0 —1 2 T3

= 21’% — 2Tk + 2x§ — 2xox3 + 2x§

= {L’% + (.CEl —332)2+ (11/’2 —333)2 +.CE§ > 0.

1 2

2. Legyen A, := [ 5 1

] . Akkor

[ 1 —1}.[5 ﬂ[_”:—za).
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21. TETEL: Legyen A egy szimmetrikus matrix. Az A matrix akkor és csak akkor
1. pozitiv definit, ha minden sajatértéke pozitiv,
2. pozitiv szemidefinit, ha minden sajatértéke nem-negativ,
3. negativ definit, ha minden sajatértéke negativ,
4. negativ szemidefinit, ha minden sajatértéke nem-pozitiv,
5. indefinit, ha van pozitiv és negativ sajatértéke is.

Bizonyitas. Legyen Ay, ..., \, az A matrix sajatértékei multiplicitassal (ez azt jelenti,
hogy egy A sajatértéket annyiszor sorolunk fel ahényszoros gyoke A a det(A — AI) =0
karakterisztikus egyenletnek.) Legyenek uy,...,u, a megfelel§ paronként merdleges
egység hosszu sajatvektorok. Képezzik a P := [ u ... u, }, n X n-es matrixot
(melynek tehat az oszlopai az uy, ..., u, vektorok) és legyen D az a diagonalis matrix,
melynek fGatlojaban a Aq,..., A, allnak ebben a sorrendben. Ekkor mint tanultuk
(szimmetrikus matrixok diagonalizalasa fejezet, A2 targy)

A=P-D-P"
Ezért a y = PT - x helyettesitéssel
XTAXZYTDyz)qyf-i-—i-)\nyi

Mivel y2 > 0 ezért a vele valo szorzas nem véltoztat elGjelet (viszont nullavéa tesz ha
y; = 0). Ebbdl a tétel mind az 6t allitasa teljesen nyilvanvalo. =

Emlékezziink, hogy a 19. Tételben bizonyitdsaban igazoltuk, hogy null(A) = null(A” A)
és emiatt a matrixok dimenzi6 tételébsl adodéan rank(A) = rank(A” A). Most tovabbi
tulajdonsagait igazoljuk az AT A alakt matrixoknak:

3. LEMMA: Legyen A egy tetszbleges k x s méretii matrix. Ekkor az AT - A matrix
(a) Szimmetrikus és

(b) pozitiv szemidefinit.

Bizonyitas. (ATA)T = AT (AT)T = AT A. Ezzel igazoltuk az (a) allitast. A (b) allitas
igazolasa: xT AT Ax = (Ax)T-(Ax). Ez pedig az Ax vektor skalaris szorzata Snmagaval,
ami az Ax vektor hosszédnak a négyzete, ami nem lehet negativ barmi is az x. m Egy
fontos tulajdonsaga a szimmetrikus és pozitiv definit matrixoknak, hogy
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4. LEMMA: Legyen A egy szimmetrikus pozitiv definit matrix. Ekkor létezik egy
szimmetrikus pozitiv definit matrix B, melyre A = B2,

Bizonyitas. Mivel A szimmetrikus, ezért 1étezik olyan ortogonélis matrix P, amelyre
A = PDPT, ahol D az a diagonalis matrix, melynek fsatlojaban az A sajatértékei
vannak. Ezek nem pozitivak. Tekintsiik ezen pozitiv sajatértékek pozitiv gyokeit és
nevezziik Di-nek a beldliikk (megfelels sorrendben felirva) alkotott diagonalis méatrixot.
Ekkor nyilvan Dy - Dy = D. Ezért

A= (PD,P")(PD,PT),

vagyis a pozitiv definit matrix PD; PT négyzete egyenls A-val. m
Tehat a fenti tétel miatt az A7 - A matrix minden sajatértéke nem negativ.

2.5.3. Szingularis érték felbontas

Legyen A egy 2 x 2-es matrix. Természetes moédon ehhez tartozik a
LA:RH%RH, LA(X) =A-x

lineéris transzforméacié. Nevezziikk D-nek az origd kdzéppontu egységsugara korlemezt
és nevezziik K-nak ennek hatarat, az origd kozépponti egységsugara kort. A fenti L4
linearis transzformacié a D korlemezt egy ellipszis lemezre viszi, melynek hatara az E
ellipszis (lasd 2.4. Abra.) Fontos, hogy meg tudjuk talalni

(a) az F ellipszis féltengelyeinek a; > aw hosszait,
(b) A féltengelyek iranyaba mutato (egymasra meréleges) ug, uy egység vektorokat.

Ha ismerjiik a féltengelyek uy,us irdnyait és aq, s hosszait , akkor ismerjiik az F
ellipszist.

A féltengelyek iranyai és hosszai: Tekintsiik az A’ A matrixot. Hatérozzuk meg
ennek sajatértékeit! Mivel az AT A méatrix pozitiv szemidefinit, ezért a sajatértékek
mind nem negativak. Ezért az AT A sajatértékeit felithatjuk a7, a3 alakban, ahol a; >
as > 0. Ekkor a féltengelyek hosszai a; és as. Azt mondjuk, hogy az a; és as
szamok az A matrix szingularis értékei. Ezek nem feltétlen esnek egybe az A matrix
sajatértékeivel. Az E ellipszis (egymasra merdleges) f6tengelyeinek iranyat két 1épésben
hatarozzuk meg:
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2.4. abra. Az La(x) := A -x leképezés az origd centrumt K egység sugari kort az E ellipszisbe
viszi. Az AT A-nak a sajatértékei of,a3. Az AT A-nak az of ,(k = 1,2) sajatértékhez tartozo sajat
vektora vi. Az E ellipszis féltengelyeinek iranyait az uy := aik - Avy,. egységvektorok hatarozzak meg,
a féltengelyek hosszai: o, as. Berajzoltuk az A méatrix sajatvektorait wq, wo és ezeknek képeit az L4
leképezéssel.

(i) Kiszamoljuk az AT A matrix o, o3 sajatértékeihez tartozo vy, vo egységhosszi egy-
mésra merdleges vy, vy sajatvektorait.

(ii) Képezziik az

u = —Avy és uy ;= —Avy
aq Q2
vektorokat. Belathato, hogy ezek is paronként merdleges egység hosszu vektorok
és az up, uy egységvektorok adjak meg az E ellipszis hosszabbik és rovidebbik
tengelyének iranyat. Az uj,us vektorokat hivjuk az A matrix baloldali szingu-
laris vektorainak. A vy, vy vektorokat hivjuk az A maéatrix jobboldali szingularis
vektorainak.
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Be lehet latni, hogy ha
U::[ul u2} ésV::[vl Vg]
vagyis az U és V matrixok oszlop vektorai a megfelels u és v vektorok, akkor
A=U-D-VT, (2.31)

ahol D az a diagonalis matrix, aminek féatlojaban az A maéatrix szinguléris értékei

0 o

a ] A (2.31) kifejezést az A
0 (0]

matrix szinguléaris érték felbontasdnak nevezziik. Tetsz6leges n X r-es matrixokra a

szingularis értékek és a szingularis érték felbontas a fentivel azonos médon definialhato.

2 —
-4 3

allnak, a megfelel§ sorrendben. Vagyis D =

29. PELDA: Végezziik el a szingularis érték felbontéast az A = { } matrixra!

Megoldas: Felirjuk az AT - A matrixot. Ennek sajatértékei
A1 =85.051913, és Ay = 7.94808695

Az AT A-nak a A;, As-sajatértékekhez tartozo egység hosszi sajatvektorai oszlop vek-
torként matrixba rendezve

—0.3953575440 —0.9185273063
0.9185273063  —0.3953575440 |

ahol v; a V maétrix els6 és vy a V maétrix masodik oszlopa. Most kiszamoljuk az
u = O%Avl és uy = C%QAVQ vektorokat. Ezek az aldbbi U méatrix els6 és méasodik
oszlopai:

—0.8825218340 0.4702714244
0.4702714244  0.8825218340

Ezeket a vektorkat lerajzoltuk a 2.4. Abran. Az A matrix szingularis vektorai NEM
feltétlentil esnek egybe az A sajatvektoraival. Ezt mutatja ezen példa is: Az A matrix
sajatértékei:

A1 = 8.178908345 és Ay = —3.178908345.

A megfelels sajat vektorok:

[ 07914242578 1 . [ 0.8394534689
WI= 1 _0.6112672438 W2 =1 0.5434315720 |
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File Edit “iew Insert Format Tools Window Help

D2BEB&8 XbHl S¢ TP e Qo |wooe 5
[T Mapiemmt =] [Monospaced Zlfe=lB 1 U E== m v BEX
=> with{linalg): A := linalg[matrix] (2,2,[2,-8,-4,3]):
A:={ 2 —8:|
-4 3
=> pi=evalf(Svd(A,U,¥));a 1:=p[1];a 2:=p[2] ;#az A"TA sajateértékeinek GYOKEI: a 1, a 2

UT:=transpose (U} : ¥T:=transpose (V) :

v

print (¥) ;#A ¥ matrix k-adik oszlopa az (A"T A)-nak
{ - 3953575440

09185273063

print (U) ;#a_k u_k=n v_k

- 8825218340
04702714244

multiply(V,diagfa_1, a_2) ,¥T);

-4.000000001

{ 2.000000000

p=[2.222359408, 2.819235171]
a_{ =9.222353408
a_2=2.819235171

a k-adik sajatértékhez tartozd egyseqg sajatvektor
- 9185273063

-.3953575440

04702714244

0.B825218340

~8.000000001 |

3.000000000

2.5. 4bra.

Ezek pedig kiilonboznek az uy, uy vektoroktol

miként azt a 2.4. Abra is mutatja. A MA-

PLE program segitségével a a 2.5. Abran lathaté modon végezhetjiik el a 29. Példabeli

szingularis felbontéast.

Levezetés:
Legyen
2
o O
= 0 o3
Az AT A matrix szimmetrikus ezért
VI ATA. V =% (2.32)
Vagyis
(AV)T . (AV) = 3.
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Ezért i # jre: Av,LAv; és ||Av,|| = a;. Azt az Osszefiiggést, hogy u; = O%_Avi
matrixosan ugy fejezziik ki, hogy

U= (AV)- D! vagyis UD = AV vagyis VT AT = DU". (2.33)
Ez utobbit a (2.32) formulaba helyettesitve:
DUT-A-V =%
Mivel DY = D, atszorzasok utan kapjuk, hogy
A=U-D-V".

2.5.4. Matrixok polaris felbontasa

22. TETEL: (Polaris felbontas) Legyen A egy nx n-es matrix, melyre rank(A) =
k. Ekkor létezik egy P szimmetrikus pozitiv szemidefinit matrix, amelyre rank(P) =
k és egy ) ortogonalis matrix, melyekre

A=P. Q. (2.34)
Ha rank(A) = n, akkor P-t valaszthatjuk pozitiv definitnek.

Bizonyitas. A felbontast a szingularis érték felbontasboél indulva konstrualjuk meg. A
szingularis érték felbontésban:

A=UDV'=(UDU")-(UVT)=P.Q.

Az nyilvanval6, hogy UVT ortogonalis mert ortogonalis matrixok szorzata ortogonélis.

Masrészt ]
x' - UDUT -x = (U'x)" - D-U"x.

A tétel allitasa abbol kovetkezik, hogy D diagonalis matrix elemei nem negativak. m

2.5.5. Szimmetrikus matrixok spektral felbontasa

Legyen A egy szimmetrikus métrix. A = QDQT, ahol D diagonalis és ) pedig ortogo-
néalis, melynek oszlop vektorai uy,...,u,, az A-nak a A1, ..., \, sajatértékeihez tartozo
paronként merdleges sajatvektorok. Innen azonnal adédik, hogy

A= )\lululT 4+ 4 )\nunuz.
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Ezt nevezziik az A spektral felbontasanak. Ennek jelentéségét a kovetkezd mutatja.
Tovabbiakban legyen f : R — R egy olyan fliggvény amit elgallit a 0-koriili Taylor sora:

F0)

n!

fl)=F0)+)

Tovabbé, legyen a A egy n X n-es négyzetes matrix, amely diagonalizalhat6. Vagyis
feltételezziik, hogy léteznek A-nak a \q,..., A\, sajatértékeihez tartozo uy,...,u, line-
arisan fiiggetlen sajatvektorai. Legyen D az a diagonalis matrix, amelynek f6atlojaban
aA,...,\, vagyis

D = diag(\y, ..., \n).

all és P az a matrix, amelynek oszlop vektorai ui,...,u,. Ekkor, A = P-D - P!
Tehat
A¥ = pP.DF. P7t = P.diag(\y, ... A\F) - PL
"0 (n) 0 /
f(A) == f(O)] + f(0)A+ fQ(' >A2 + et / n'< >A” + -

kénnyen kiszamithaté mint

f(A) = Pf(D)P~' = Pdiag(f(\1),..., f(A))P L.
Scepcialisan, ha A egy 2 x 2-es métrix, melynek sajatrétékei \; # Ay és A, Ay € R.

Ekkor létezik ui,uy az linearisan fliggtelen sajatvektortai.A sajatvektorai. Ezekbdl
mint oszlop vektorokbdl alkotjuk a P-t. Ezzel:
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3. fejezet

Parcialis differencidlegyenletek

A parcialis differencialegyenletek fejezetben sokszor kell majd kiszamolni fiiggvényeknek
a tiszta sinusos Fuorier sorat. Ezért itt most Osszefoglaljuk az ehhez sziikséges, az
A2 targyban tanult ismereteket és azon tilmenGen mutatunk néhény iigyes modszert
specialis esetekben.

3.1. Fourier sorok: Ismétlés

Akinek bévebb ismétlésre van sziiksége, szam sorokrol Fourier sorokrol és Taylor sorok-
r0l olvashatnak b&vebben a http://www.math.bme.hu/ simonk/a2/elso-masodik_
het_a.pdf jegyzet részletben.

3.1.1. Altalanosagban a Fourier sor definici6ja

Adott egy p > 0 szam és egy korlatos f : R — R fliggvény, amely 2-p-szerint periodikus.
Feltessziik, hogy f-nek a [—p, p|] intervallumon beliil (és igy barmely intervallumon beliil)
csak véges sok szakadas pontja van. Az f-fliggvény Fourier egyiitthatoi az ag, aq, as, . . .
és by, by, ... szamok, ahol

p p
1/ 1 nmw
ap = — [ f(x)dx; an:—/fxcos(—x)dx,n21
0= 35 [ @) =1 @yeos (X
P

-p
és
L
b, = —/f (z) sin (nlx) dzr, n > 1.
p p
-p


 http://www.math.bme.hu/~simonk/a2/elso-masodik_het_a.pdf 
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n[771- FourierTrigSeries[-4 % (t-0.5) » (£t+0.5), t, 4, FourierParameters = {1, Pi/ (1/2)}]

ou77= 0.666667 + 0.405285 Cos[2t] -
0.101321 Cos[4mt] +0.0450316 Cos[6mt] -0.0253303 Cos[8t]

s~ Plot[{%, -4 (£-0.5) % (£+0.5)}, {t, -0.5, 0.5}]

U W TS

0.8

0.6

oul[78=

04

02

3.1. abra. f : R — R, ha —0.5 < t < 0.5, akkor f(t) = —4(t — 0.5)(t + 0.5). A
szamegyenes tobbi részére terjessziik ki f(¢)-t periodikusan (periodusa = 1). A fenti
Mathematica k6d mutatja a Fourier sor els6 5 nem nulla tagjanak osszegét (kék) és az

f(t) fuggvényt (piros)

2. MEGJEGYZES: Mivel az = — cos (%” . x) fiiggvény paros és az f(x) fliggvény

paratlan ezért az x — f(z) - cos <% : x) fliggvény is paratlan. Mivel az integral a fligg-

vény alatti elGjeles teriilet ezért az x — f(x) - cos (% - x) fiiggvény integralja a [—p, 0]
intervallumon éppen a minusz egyszerese ugyanezen fliggvény [0, 7] intervallumon vett
integraljanak. Ebbdl adodik, hogy:

Ha az f(z) paratlan, akkor a,, =0, n=0,1,2,--- (3.1)

Hasznélva, hogy paratlan f(x) fliggvényre az x — f(x) - sin (%’T . :U) fliggvény péaros,
kapjuk, hogy:

p
2
Ha az f(z) paratlan, akkor | b, = — /f(L) - sin (m L> dx |. (3.2)
p p
0
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ng9)= FourierTrigSeries[2 -Abs[t], t, 4, FourierParameters » {1, Pi/ (2)}]

BCOS[LE} BCOS[E}
outggl= 1 + 2 + z
i 9 72

neol- Plot[{%, 2 - Abs[t]}, {t, -2, 2}]

out[90}= / .

in96]= FourierTrigSeries[2-Abs[t], t, 10, FourierParameters -» {1, Pi/ (2)}]

BCOS[“—t} 8Cos[3ﬂt} 8Cos[5“t} BCos[h’t} SCOS[BTE}
2 2 2 2 2
outgel= 1 + + + + +
b 9 n? 25 2 49 x? 81 n
no7}= Plot[{%, 2 -Abs[t]}, {t, -2, 2}]
2.0
S
/
15
out[971= 1.0
0.5
S L
1 2

3.2. abra. f: R — R, ha —2 <t <2, akkor f(t) = 2— |z|. A szadmegyenes t&bbi részére
terjessziik ki f(t)-t periodikusan (periodusa = 4). A fenti Mathematica kod mutatja a
Fourier-sornak: a fels§ dbréan az els6 harom, mig az alsdé dbréan az els6 hat nem nulla

tag Osszegét (kék) és az f(t) fiiggvényt (piros)
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30. PELDA: Valamely adott p > 0 szamra legyen f(z) az a 2p-szerint periodikus
fiiggvény, melyet a [—p, p] intervallumon a kévetkezs formulaval adunk meg:

| z, ha|z| <p;
f(x)'_{O, haz=—-pvagyx=p °

Hatéarozzuk meg az f(x) Fourier egyiitthatoit!

Megoldas. Csak a b, ("szinuszos") egyiitthatokat kell meghatarozni. Ennek céljabol
parcialis integralassal kapjuk, hogy

sin (uz) — uz cos (ux)

/:c -sin(u - x)dxr = 5 : (3.3)

u

Helyettesitsiink be u = %F-t és hasznaljuk, hogy minden n természetes szamra: sin(nm) =
0 és cos(nm) = (—1)""!. Innen kapjuk, hogy

p
2 2
b= 2 favsin (U)o = 2 e (3.4

P P nm
0

|
Az f fliggvény Fourier soranak n-edik részletosszege pedig:

T (T
sp(x) :=ay + ajcos (—:)c) + by sin (—x) +
p p

4ascos | —x | +bysin | —x | +
p p

nmw .
~+a,, cos (—x) + b, sin
p

Vagyis

Az f(x) figgvény Fourier sora:

©© k. k-
f(x) ~ag+ Z <(1,,1C - cos (W : I) + by, - sin (W . ZIJ>> . (3.6)
k=1 p p
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31. PELDA: Hatarozzuk meg a 30. Példaban adott f(x) fiiggvény Fourier sorat!

Megoldas. Hasznalva a (3.1) Formulat kapjuk, hogy: az f(z) Fourier sora:

2 = (=) (kr
ﬂ; . sin . T .

]
A tovabbiakban azt a fontos kérdést targyaljuk, hogy az f(z) fiiggvény Fourier sora
mely xg pontokban konvergens és ha konvergens akkor teljesiil-e, hogy

)=ty (ak - cos (’CTW - a:o) 4 by - sin (’“T” . x0>) NN

k=1

Ha egy x¢ pontban (3.7) teljestil, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény Fourier sora
az xro pontban elGallitja az f-et.

23. TETEL: Ha egy 2p szerint periodikus f : R — R fiiggvénynek csak véges sok
szakadaspontja van a [p,p] intervallumon, és a fliggvény a szakadéspontoktol elte-
kintve differencialhato, akkor az f (z)-t a Fourier-sora minden folytonosségi helyen
elgallitja. Tovabba, ha a szakadasi pontokban az f (z) fiiggvény féloldali érintéi lé-
teznek, és nem fiiggtlegesek, akkor

f (w0 +0)+ f (20— 0)
: .

Sn (T0)

Az f(xg+0) jelenti az f(x) fliggvény jobboldali hatarértékét az xo helyen. Ha az
f(z)-nek szakadasa van az xo-ban, akkor még a jobb- és baloldali hatarérték létezhet. A
fenti tétel azt mondja ki, hogy egy ilyen pontban, a tétel feltételeinek teljesiilése esetén,
a Fourier-sor a jobb- és baloldali hatarértékek atlagahoz konvergal.

Alkalmazva ezt a tételt latjuk, hogy a 30. Példabeli f(x) fiiggvényt Fourier sora
minden pontban elGéllitja.

3.1.2. Fourier-sor komplex alakja

Az itt kovetkez anyagot A2-ben tanultak: (1. 29.old. http://www.math.bme.hu/
~simonk/a2/elso-masodik_het_a.pdf)
Tanultuk, hogy
" = cos(t) +1i - sin(t),
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ahol i az immaginarius egység (i> = 1). Ebbdl adodik, hogy

git 4 it o it _ ot
cost = ——— és sint = -
2 21

Ha ezt behelyettesitjiik az (3.6) formulaba, akkor adodik, hogy ha

€= ap, o= 5 Con =~ (3.8)
akkor a Fourier-sor komplex alakja:
fl)~ > cpe™, (3.9)
tovabba,
1 |
Cp = Q—/f(x) e "™dr, n=0,%1,4+2..., (3.10)
T
tovabba minden n > 1-re
anp = (cp +c_p) és b, =i(c, —c_p), (3.11)

(mint mar emlitettiik, ag = co).

3.1.3. A tiszta szinuszos Fourier sor definici6ja

Legyen f(x) egy olyan f : [0,p] — R fliggvény, amely korlatos, véges sok szakadas
pontja van és f(0) = f(p) = 0. A tovabbiakban az f-et kiterjeszhtejiik az egész szam-
egyenesre olymodon, hogy a kiterjesztett fiiggvény (amit tovabbra is f(x)-el jeloliink)
egy 2p-szerint periodikus fiiggvény lesz. ElGszor értelmezziik az f fiiggvényt a [—p, 0]
intervallumon:

x € [—p,0], f(z) = —f(—=). (3.12)

Ez geometriailag azt jelenti, hogy tiikroztiik az f grafikonjat az origéora. Méasodik
lépésben a mostméar a [—p, p-intervallumon értelmezett f fliggvényt 2p peridodussal
kiterjesztjiik a szamegyenesre.
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p =20
glt ] :=0.5% (1-0.1%Abs[t-10])

infes]= Plot[g[t], {t, 0, p}, Prolog » Text["g(t)", {5. , 0.3}], AxesLabel - {"t", ""},
PlotStyle - {Thickness[0.008], RGBColox[1, 0, 0]}]

05
04
03 ()
out[os]=

02

01

t

5 10 15 20

FourierSinSeries[g[t], t, 6, FourierParameters » {1, Pi/p}]

it 37t
Outle6l= 0. +0.405285 Sln[E] -0.0450316 Sin| >0

] +0.0162114 Sln[Lt]
4

Plot[{%, g[t]}, {t, O, p}, AxesLabel - {"t", ""}, PlotStyle -> {{Thickness[0.0081}, {}}]
0s
04
03
out[sT]=

02

01

t

H 10 15 20

FourierSinSeries[g[t], t, 15, FourierParameters -» {1, Pi/p}]

nt 3nt
outfesl= 0. +0.405285 sm[E] -0.0450316 Sin| >0

] +0.0162114 SLn[%t] -0.00827112 Sin| 72’;t] .

9t 117t 137t 37t
0.00500352 Sin| 20 ] 70.00334946511;[?] +0.00239813 Sln[T] -0.00180127 Sln[T]

Plot[{%, g[tl}, {t, O, p}, AxesLabel - {"t", ""}, PlotStyle -> {{Thickness[0.008]}, {}}]
0s
04
03
out[sa)=

02

01

3.3. abra. g : R — R, ha 0 <t < 20, akkor ¢g(¢) = 0.5(1 — 0.1]¢t — 10|) "haromszog" a
fels6 abran. A szamegyenes tobbi részére terjessziik ki g(¢)-t periodikusan (periodusa
= 20). A fenti Mathematica kod mutatja a Fourier-sornak: a kozéps§ abran az els6
négy, mig az alsé abran az elsé nyolc nem nulla tag 6sszegét (kék) és az g(t) fiiggvényt
(piros)
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Az ilymodon az egész R-re kiterjesztett, 2p-szerint periodikus és paratlan f(x) fligg-
vénynek felirjuk a Fourier sorat. Mint fent lattuk ez egy tiszta szinuszos sor lesz amit
az f(z) eredeti f fliggvény tiszta szinuszos Fourier sordnak hivunk. Ennek egyiitthatoi

b, =

SR

ff(w) - sin (% : rv) dx (3.13)

és az f(x) tiszta sinusos sor fejtése a [0, p| intervallumon:

f(z) = n;l by, - sin ("{—)” : ”L’) ha 0 <2 <p. (3.14)

Tisztasinusos Fourier egyiitthatok kiszamolasasa specialis esetekben
Néhéany specialis esetben (a 3.13) integral kiszamolasat megsporolhatjuk.

(i) Ha k > ¢ > 1 egész szamok és f(x) = cos <%”x) sin (%’x), akkor hasznéalhatjuk a

sinavcos 8 = 3 [sin(a + 3) + sin(a — )] azonosségot. Innen

(@) = ~sin (Mx) + %sin (Mx)

2 D j%

a tisztasinusos sor fejtés. Tehéat

b 5, han=k+{lvagyn=~k—1(;
" 0, egyébként.

(ii) Néhany fiiggvény tiszta sinusos Fourier dor fejtése a [0, 7] intervallumon.

e 0 <z<m, f(x)=ux fiiggvényre:

() :2(811111' B sin(22x) +sin(33:c) B siniélx) _|_...)’ ha 0 < 2 < 7.
. g(z) = x, haOSxS%;
g\ = m—x, hal<z<m

4 : : :
g(x) = = <sinx— sm?fx) + sm5(25:c) - sm7(27w) +) , ha0 <z <.

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME



3. Parcialis differencialegyenletek

71

o h(z) = L, ha0<z<m; fiiggvényre:
0, haz=0,7.

u@:fem@+

™

sin(3x) N sin(5x)
3 5

+---),ha0§x§7r.

e 0 <z<m p(x)=2x-(r—x) figgvényre:

o) = 2 (sinfe) +

™

sin(3z)  sin(bx)
33 - 53

+--->, ha 0 <z <m.

(iii) A fenti esetekre vissza vezetéssel. Erre példa:

32. PELDA: Hatarozzuk meg a w(z) := (1 — z), tiszta sinusos Fourier sorat a

[0, 1] intervallumon, felhasznéla az al6z6 pont megfelels formuléjat.

Megoldas. Jeldljiik b,-el a p(z) és a,-el a w(x) tiszta sinusos Fourier soranak

n-edik egyiitthatojat. Vagyis

1 ™
2 2
=7 /w(w) sin(nrz)dz és b, = — / ©(s)sin(ns)ds.
T
0 0
Vegyiik észre, hogy
1

wiz) = = plr-2).
Ezért helyettesitéses integralassal adodik, hogy

by,.

Ap, = —&
7T2

Viszont b,-et az el6z6 pontban megadték szamunkra:

- { n%, ha n paratlan;

™
0, ha n paros.

Tehat kapjuk, hogy:

- %, ha n paratlan;
ay = )
0, ha n péros.
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u

0 ; L =z

3.4. abra. A hur kitérése a t id§ pillanatban

3.2. Rezgd har

Tekintsiik az L hosszisagu tokéletesen rugalmas hurt. Helyezziik ezt a hart az x tengely
[0, L] szakaszara és mozditsuk ki az z-tengelyre merdlegesen. A hir az a-tengelyre
merdlegesen az (x,u) sikban mozog. Azt, hogy a hur egy z abszcisszaju pontja hol van
t 1d6 mulva az u (x,t) figgvény adja meg. A rezgd hiar mozgasat tehat meghataroztuk,
ha az u (z,t) ismeretlen fliggvényt megtalaljuk.

24. TETEL: A keresett u (x,t) fiiggvény kielégiti a

Pu 0%

masodrendd linearis parcialis differencidlegyenletet, ahol ¢ egy konstans. A fenti
(3.15) parcialis differencidlegyenletet a rezgd hur parcialis differencialegyenle-
tének hivjuk.

A tétel alabbiakban mellékelt bizonyitéasa |2, 653. old.]-r6l szarmazik.

Bizonyitas.

Képzeljiik el, hogy a hir az xz-tengelyen fekszik ugy, hogy a bal végpontja az x = 0.
A huar egységnyi hosszra esG tomege p. Az egyenletet igazoldsahoz tekintsiik a hur egy
picike Az hossza darabjat, amely az [z, x + Az| szakasz felett talalhato. Tegytik fel,
hogy a hur mar rezeg és t id6 utédn ezen darabjanak alakjat a 3.5. dbra mutatja.

Feltételek:

F1 Feltételezziik, hogy a hir konnytd és szdmolésaink soran a hir silyat nem vessziik
figyelembe.
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g =Tsinf
V g T@C*m»

H =Tcost

4
|
1
|
A

8 -p-----
=>

&

+

P

&

3.5. dbra. Rezgd hur egy pici darabkaja. Ennek silypont az T felett mozog fiiggslegesen.
Az abra a hato eréket mutatja egy tetszélegesen rogzitett ¢ pillanatban

F2 Tovabba az elmozduléasok kicsik ezért a sulypont csak fligg6legesen mozog.

Newton torvényét ezen hur darabkajara alkalmazva kapjuk, hogy:
Huzoéerd kiilonbsége a végpontokban= (stalypont gyorsulasa)x(tomeg).

Legyen a huzo eré nagysaga az x és az « + Az pontokban T'(x) illetve T'(z + Ax).
A hazo erd (érinté iranya) szoge a vizszintes irannyal 6. A fenti mésodik feltétel miatt
a stulypont csak vertikalisan mozog, tehat horizontalis gyorsulasa nincs. Ezért barmely
két pontban a htizéers horizontélis komponense ugyan olyan nagy. Nevezziik ezt H-nak.
A huzo6 erd vertikalis komponense az x pontban t id6 utan

V(z,t) = H -tanf = H - u,(x,t). (3.16)
Newton torvénye szerint
V(z+ Az) — V() = pAzuy(z).

Elosztva Az-el és Ax — 0-at véve

lim V(z+ Az) — V(x)
Az—0 Az

= Vy(z,t) = puy(z,t)
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Innen és ?77-bél adodik, hogy
H g (x,t) = puy(x,t),

Vagyis
H
—Ugr = Ut (317)
p

Ezzel belattuk az allitast ¢ = % valasztassal. m
Ahhoz, hogy ebbdl a hur helyzetét leird u (z,t)-t megkapjuk, még tudnunk kell a
hur alakjat a t = 0 id6pontban. Tovabba sziikséges még tudnunk, hogy a ¢t = 0-ban a

hur egyes pontjait milyen sebességgel mozditotjuk el az u fiiggbleges iranyaba. Vagyis

a % = cz% differencialegyenletnek adottak a

{ u(z,0) = f ()

8 (2,0) = g (x)
kezdeti feltételei. Tovabba meg koveteljiik, hogy a

w(0,t) =u(L,t)=0, Vt>0

keriileti feltétel teljesiil.
Tehat meg kell hatarozni azt az u(z,t) fiiggvényt, amelyre teljestil, hogy:
Ut (1, 1) = Puge(x,t), 0<t,0<x <L
= f(x), 0<z<L
. ), O<xz<L (3.18)
=0, u(L,t)=0, 0<t

3.2.1. I. megoldas David Bernoullitél:

Dévid Bernulli megoldéasanak otlete, hogy a (3.18) megoldasat kereshetjiik olyan fiigg-
vényekbdl allo végtelen fliggvénysor Gsszegeként, amely fiiggvények felirhatok

u(x,t) =X (z)-T(t) (3.19)
alakban. Nevezetesen, ha u (x,t) = X (z) - T (t), akkor nyilvan:

32u " . 82u i
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/! "

Ezeket a (3.15) egyenletbe visszairva kapjuk, hogy X (z)T" (t) = ¢*X " (x) T (t), vagyis:
T// "
(t) _ C2X (x) — o2
T(t) X (x)
Ugyanis az egyenlet bal oldala csak t-t6l, jobb oldala csak x-tdl fiigg, amibgl adodik,
hogy 6k ugyanazzal az allandoval egyenlSk, amit fizikai okbol negativnak kell feltéte-
lezniink. Igy tehat két egyenletiink van:

T . X" (@
(1) T(g):—oﬂ; és (2) X(;)) —a?.

Atrendezve:

1) T'(0)+a®T(t)=0, & (2) X" (2)+(2)" X (z)=0.

Ezekaltalanos megoldéasai (tanultak az A3 targyban. Kattintson ide az A3 jegy-
zethez)

T (t) = Acosat + Bsinat, és X (z) = E cos (2xz) + Fsin (2z).

Ha ezt vissza frjuk (3.19)-be, akkor kapjuk, hogy:

u(z,t) = (Acos (at) + Bsin (at)) - (E cos (ga:) + F'sin (g:v))
~ ~ N Is c /
T(t) 0

Tudjuk,hogy
u(0,t) = (Acosat + Bsinat) E = 0.

Innen kapjuk, hogy
E=0.

Felthetjiik, hogy F' = 1. Masrészt

0=wu(L,t) = (Acosat + Bsinat) F'sin <EL> .
c

Innen kapjuk, hogy

sin (gL) = 0.

—

km
Ez teljesiil, ha

kem
ap = T, k= ]_,2,...
Vagyis a megoldast az
u(z,t) = Y (Agcos (5t) + Bysin (%%¢)) - sin (22) (3.20)
k=1

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu


http://www.math.bme.hu/~simonk/a3/a3_epito_jegyzet_07_09_07.pdf
http://www.math.bme.hu/~simonk/a3/a3_epito_jegyzet_07_09_07.pdf

76 Matematika MSc Epitémérnékéknek

alakban kereshetjiik. Az egyetlen feladatunk, hogy az A, és Bj egyiitthatokat meg-
hatarozzuk. Ezt fogjuk tenni a megoldas héatralévs részében. Az {Ag},_, és {Bi},_;
egylitthatokat a kezdeti feltételekbdl, pontosabban az f (z) és a g(x) fiiggvények tiszta
sinusos Fourier-soranak segitségével allithatjuk els. Mivel
% k
fl@)=u(z,0) =% Aksin%,

k=1

igy Ay az f (z) fuggvény [0, L] intervallumon vett tiszta sinusos Fourier-soranak k-adik

egyiitthatoja, vagyis:
L
2 k
- z/f(t) sin (%t) dt. (3.21)
0

Hasonloan, a By egytitthatokat a g(x) fliggvény tiszta sinusos Fourier-sora felhaszndld-
sdval hatarozzuk meg. Nevezetesen:

(o)
ug (x,t) = X (—Agay sin gt + B, oy cos ayt) sin (%x) ,

Innen ¢ = 0 helyettesitéssel (felhasznalva, hogy % = £T):
x . (kT
9(@) = u (w,0) = B oy Bysin { —a | (3.22)

Tehat meg kell hatarozni a g (z) fiiggvény tiszta sinusos Fourier-sorat. A [0, L] inter-
vallumon legyen ez

© . [(km
g(x) = k§1bk sin (Tx) : (3.23)
Osszevetve a (3.22) és (3.23) egyenleteket:

km o0 . [k
E oszk sin ( 7 ) =g(z) = k§1bk sin (fx> ,

kapjuk, hogy

OékBk = bk
Tehat
b L 1 ’
By = = = - — dt. 24
k ay, ker b kcw/g sm( ) (3:24)
0

Tehat a (3.18) feltételeinek eleget tevs w(z,t) fliggvényt ugy hatarozzuk meg, hogy
minden k > 1-re kiszamithatjuk Ay egyiitthatokat a (3.21) egyenletbdl és a By egytitt-
hatokat a (3.21) egyenletbdl, majd ezeket behelyettesitjiik a (3.20) egyenletbe.
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Y

y =005z  y=1-0.05
0.5¢m - /

10cm 20c1’k

3.6. abra. A hur kezdeti alakja

33. PELDA: Legyen az uy = c*ugz,-ben szerepls ¢ = 1. A 20 cm hosszt két végén
rogzitett hurt megfeszitjik tgy, ahogyan a 3.0. abra mutatja, és azutan elengedjiik.
Hatéarozzuk meg a hur mozgasat leir6 u (z,t) fiiggvényt!

Megoldas:

Tudjuk, hogy ¢ = 1 és L = 20. Mivel a hurt magara hagytuk (nem adtunk neki
kezdeti sebességet), ezért a har kezdeti sebessége 0. Tehat g (x) = 0. Innen Vk > 1-re
By, = 0, hiszen a g () = 0 fiiggvény sinusos Fourier-sora minden b, egytitthatoja 0 lesz.
Az {A,} egylitthatok kiszamolasdhoz meg kell hatarozni az

0.05z, ha 0 <z <10
J )= { 1 —0.052, ha10 <z <20 (3:25)
tiszta sinusos sorfejtését!
L 10 20
A, = %Off () sin EZzdr = %{0.0593 sin (52 ) dz + %lfo(l — 0.052) sin & xdz =
(;7?)2 sin %’r
(A hidnyzo részletszamitasok |1, 328. old.| talalhatok.)
Tehat:
(2.1) S 40 km ]{Jﬂ't ]fﬂ't
u(x,t) = sin —cos | —t | sin | —
’ k=1k27?2 2 20 20
Vagyis:
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u(z,t) = ;‘;—2(1% coS (Q—’Bt) sin (Q—’Ba:) —

& cos (22¢) sin (22) + & cos (2Z¢) sin (Zz) — ...)

34. PELDA: A Mathematica (vagy barmi méas matematikai asszisztens program) se-
gitségével hatarozzuk azt az u(x,t) fliggvényt, amelyre:

ug(z,t) = 3% (z,t), 0<t,0<z<2
uw@,0)=4%1—-|z—1]), 0<z<2

u(z,0) = g2(2 — z), 0<x<2 (3.26)
u(0,t) =0, u(2,t) =0, 0<t

Rajzoljuk le az wu(x,t) fiiggvény grafikonjat és rajzoljuk le a hur alakjat a ¢t = 2.2
pillanatban.

Megoldds: A megoldas harom lépésébdl a masodik egyaltalan nem fontos, csak azért
van, hogy lassuk, hogy a Fourier sor els6 n tagja mennyire pontosan kozeliti meg az
f(z) és g(z) fuggvényeket.

I. Lépés:Elsszor is valasztunk egy n-et ami nekiink most n = 10. Ez azt ad-
ja meg, hogy a Fourier soruk elsé n tagjaval kozelitjik az f(z) és a g(x) fiiggvé-
nyeket. A (3.18) formula jelléseit hasznélva, ebben a feladatban ¢ = 3.1, L = 2 és
f(z) =55 (1 —|z—1|), g(z) = g52(2 — z). Ezt kozoljiik a Mathematica programmal:

IT. Lépés: Ez lépés nem sziikséges, csak azért van, hogy megtudjuk, hogy az f(x)
és g(x) fiiggvények Fourier sorainak n-edik részlet Gsszegei mennyire pontosan kozelitik
meg ezen fiiggvényeket. ElGszor is kiszamoljuk az f(x) és g(z) fliggvények els6 n tiszta
szinuszos Fourier egyiitthatoit, amiket rendre alg|, b[r]-nek hivunk a programban, és
ezek segitségével felirjuk az f(x) és g(x) fiiggvények tiszta szinuszos Fourier-soranak
n-edik részlet-Osszegeit, melyeket Sa[z], Sbly]-vel jeloliink. Ezek utan 6sszehasonlitjuk
az Sa[z], Saly| fuggvények (kék) grafikonjait az f(z) és g(z) fiiggvények (piros) grafi-
konjaival. Ha az utols6 abran alig latunk pirosat, akkor relative jo a megkdzelités.

ITI. Lépés: Beirjuk az u(x,t) képleltét hasznalva (3.20)-et majd kinyomtajuk a
megfelel§ dbrakat:
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n(1]= L := 2

10

=
=
i)
—
It
=
n

2= e :=3.1

nf4]= £[x_1] :

(1/40) % (1-2bs[x-1])

nEl= glz_1 :=(1/80) %xz% (2-z)

Inf6]'= Plot[{£f[x], g[x]}, {x, 0, L}, PlotStyle -+ Thickne=s[0.008]]

0.025}
0.020}
0.015}
out[6]=

0010}

0,005+

0.5 1.0 L5 20

3.7. abra. Els6 lépés a 34. példa megoldasaban.
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= alg ] i- ficientlf[t], t, @, < {1, PL/LY)

b[r ] := FourierSinCoefficient(q[t], t, r, FourierParaneters - {1, Pi/L}]

- Sum[ali] #$in[ix (Pi/L) #¥], {1, 1, n}]

safx ]
w{10]= SB{y ] := Smm[b[3] «Sin[3x (PL/Lyx 7], {3, 1, 0}

ol11;= abraa = Plot[Bvaluate[Sa[t]], {t, O, L}, PlotStyle + {Thickness[0.008], R6BColor [0, 0, 1]}, DisplayFunction + Identity]

o015

o0

o5 o 15 20
e[12= abrab - Plot[Evaluate[Sb[d]], {d, 0, L}, PlotStyle + {Thickness[0.008], RGEColor[0, 0, 1]}, DisplayFunction + Tdentity]
o012
o0
o008
Sur2 08gs
0004

o0

05 To 13 20

PLotL(f(t], glt1}, (%, 0, L}, PlotStyle » (RGBColor (1, 0, 0], Thickness[0.008], RGBColor[1, 0, 0], Thickness[0.008]}, DisplayFunction + Identity]

002 A
oo%
o015
o1
o010
0005 \
o5 To 13 20

o015

ouigs
o010

o5 To 13 20

i= Sum[Sin[kaPinx /L] ( a[s]+Cos[EwcwPint/L] +
aLx ((xCxPi)A{-1]) xSin[ExcaPin£/L]), {5, 1, n}]

3.8. abra. Mésodik 1épés az a 341. példa megoldasidban.
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ufsz , £ ] i=5um[Sin[ExPisxx /L]l »( a[k] xCos[ExcxPix /L] +
PlE] L ((X#«cxPi) *{-1}) «Sin[kxc«Pixt/L] ), {k, 1, n}]

Plot3D[Evaluate[u[xz, £]], {x, 0, 2}, {t, 0, 3}, AxesLabel + {x, £, u}, PlotRange -+ All]

L L "
0.5 10 13 0

-‘I
-0.001 |
1 Il

3.9. abra. Harmadik 1épés az a 341. példa megoldéséban.
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2. FELADAT: Hatarozzuk meg az u(z,t) fiiggvényt, ha

U = Uy, O<t0<z<m
u(z,0) =0, 0<z<m
u(z,0) =sin(3z) — -z, 0<z<m
u(0,t) =0, u(m,t) =0, 0<t

3. FELADAT: Hatéarozzuk meg az az u(x,t) figgvényt, melyre:
Ut = Ugg; T € [0, 2]

1 ha z € [0, 1]
— ) 10" ’
u(z,0) Z_ly hazell,?]

uy(x,0) = 3sin(rx);
u(0,t) = u(2,t) =

Ah(z)=1- M fiiggvény tisztaszinuszos Fourier-sora a [0, L]-en :

s < (7) _CE) () sinllE) )

2 L 32 52 72

4. FELADAT: ldja meg a rezgd hurra vonatkozo kezdeti érték problémat Fourier-
sorfejtéssel:
Uy = Uz T € [0,1]
0.1z, ha
u(,0) = { 0.1 - 0.1z, ha
ut(z,0) = cos(3mx) sin(mx)
u(0,t) = u(l,t) =0

3.2.2. II. megoldas D’Alamberttdl

Emlékeztetiink, hogy megint keressiik azon u(z,t) fiiggvényt, melyre:

Ut (1, 1) = Puge(x,t), 0<t,0<x <L

u(r,0) = f(x), 0<z<L

u(z,0) = g(z), O<z<L (3.27)
u(0,t) =0, u(L,t)=0, 0<t

D’Alambert megoldasa azon az észrevételen alapul, hogyha u; us : R — R kétszer
differencialhato tetszéleges fiiggvények, akkor az

u(z,t) = uy (x + ct) + us (x — ct) (3.28)
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mindig kielégiti a rezgé hir
(2, 1) = gy (2, 1)

parcialis differencidlegyenletét.

Ugyanis: ha
uw(x,t) =uy (x +ct) +ug (v — ct),
akkor
w(z,t) = cuy (z + ct) — cuby (x — ct).
Innen:

uy(z,t) = ulf (v + ct) + Fuly (x — ct)

Masrészt: u,(x,t) = u) (x + ct) + u) (x — ct) és
Upe (T, 1) = U] (T + ct) + uy (v — ct)
A két el6z6 kiemelt egyenletbdl adodik:
uy(z,t) = & [u] (x4 ct) +ul (x — ct)] = Cuge(z,t).

Ekkor tehat az a feladat maradt, hogy a (3.27) feltételekbdl kell meghatéroznunk az
U, ug fuiggvényeket.
Megoldds: Az u(z,0) = f(x) és u; (2,0) = g (x) kezdeti feltételek esetén az

u(z,t) = ur (x + ct) + us (x — ct)
egyenletbe ¢t = 0-t {rva
f(x) =u(z,0) = uy (x) +uz ().
Ha u (z,t) = uy (xz + ct) + ug (v — ct) kifejezést t szerint derivaljuk, majd ¢ = 0-t he-

lyettesitiink, akkor
u(x,0) = cuy (x) — cub ().

Tehat kapjuk, hogy

igy
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y =005z  y=1-0.05z
0.5GH o= /

10cm 20c1k

3.10. dbra. A hur kezdeti alakja

egy kozonséges differencidlegyenlet rendszer, melynek megoldéasat tanultuk.
Innen adodik, hogy

g(r)dr+ A

N|—
-

+ C

[—=

O —no~—un

ui (s) = 5. (s)
uz (s) = 5./ (s)

N

g(r)dr+ B

[\

C

Ebbél kévetkezik, hogy A + B = 0 kell legyen. Igy tehat (3.28)-bél

x+-ct
u(z,t)=3[f(z+ct)+ f(x—ct)]|+5 [ g(r)dr (3.29)
x—ct
Vegyiik észre, hogy ebben a levezetésben nem hasznaltuk azt a keriileti feltételt,
hogy w (0,t) = w(L,t) = 0, tehat a fenti levezetés "végtelen hosszi” hir esetén is
miikodik.

35. PELDA: Tekintsiik megint a 33. példat, és oldjuk meg D’Alambert modszerével.
A hur kezdeti alakjat a 3.10 mutatja. Elengedve a hurt adjuk meg a hir mozgésat leird
u (z,t) fiiggvén.

Megoldas:
u(z,t) =1 [f(x+1t)+ f(x—t)], ahol f(x) a kdvetkez6 fiiggvénynek a kiterjesztése
a szadmegyenesre:

fz) = 0.05z ha 0<2z<10
1 1—-0.05z ha 10<2<20
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3.11. abra. Az f(x) "satortets fliggvény" kiterjeszése a [0, 2] intervallumrol szamegye-
nesre.

Tehat azt, hogy 10 idSegység milva az x = 2 cm-ben mi lesz a hur kitérése ugy
hatarozzuk meg, hogy:

u(2,10) =

[F(12) = f(=8)] == [1—0.05-12— | —0.05-8

f(12) f(=8)

1
2

N | —

1
= [14+0,4-0,6/=0,9

36. PELDA: A [0,2] intervallumon fekszik egy hir, melynek kezdeti alakjat az f = 0
adja meg és a hir rezgését az uy = u,, irja le. Erre a harra ravagunk egy kalapaccsal
alulrol felfelé egységnyi sebességgel és a kalapacs feje a hurt a [%, %] szakaszon éri.
Hatéarozzuk meg a hir alakjat a t = 1 id6pontban a D’alambert modszerével.

Megoldas: Tehat a (3.29) formulaban ¢ =1 és f = 0. Tovabba

“@:{o,ﬁ

Ezt a g(z)-et a 3.12. abra (a) része mutatja. Ezt most paratlan modon kiterjesztjiik a
[—2,2] intervallumra (vagyis tiikkrozziik a fenti g(x) grafikonjat az origora.) Az igy
kapott mostméar a [—2,2] intervallumon értelmezett paratlan fiiggvényt tovabbra is
g(z)-el jeloljik. Ezutan kiterjesztjiik 4 periodussal ezt a paratlan fliggvényt az egész
szamegyenesre. Igy a szamegyenesen kaptunk egy fiiggvényt (amit tovabbra is g(z)-
nek hivunk) és ami 4-szerint periodikus és paratlan. Ennek felhasznalasaval a (3.29)
formulabol kapjuk, hogy

T
T Vagy%<x§2.

T+t

M%ﬂ:%/g@ﬁ (3.30)

r—t
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Legyen példaul x = 0.2 és t = 1. Ekkor a 3.12. &bra (c) része mutatja a (3.30)-beli
integral geometriai jelentését. Nevezetesen:

—0.5 0.5 1.2
u(0.2,1) = / —1ldz + Odx + / ldx.
—0.8 —0.5 0.5

a 3.12. abra (c) részén az els6 integral a sziirke (baloldali) téglalap teriiletének —1-
szerese. A masodik integrél persze nulla. A harmadik integral pedig a zold (jobboldali)
téglalap teriilete. Ezekbdl azonnal adodik, hogy u(0.2,1) = 5 (—0.3+0.7) = 0.2. Pon-
tosan ugyanigy latszik, hogy a hir alakja a ¢ = 1 id6pontban:

x, haOSxS%;
u(z, 1) = %, ha%ﬁxﬁ%;
2—ux, ha%§x§2.

A kovetkezs, bonyolultabb szamolast igényls példat a Mathematica programmal
oldjuk meg. Ezt a problémét egyszer mar megoldottuk (34. Példa) a Fourier-sorba
fejtés modszerével. Most mégeszer megoldjuk az éppen most tanult modszerrel.

37. PELDA: Hatarozzuk az u(x,t) fiiggvényt, amelyre:

uw@,0) =5 1—-]z—1]), 0<z<2
u(z,0) = g2(2 — z), 0<x<?2 (3.31)
u(0,t) =0, u(2,t) =0, 0<t

Rajzoljuk le az u(z,t) fiiggvény grafikonjat és rajzoljuk le a hur alakjat a ¢t = 2.2
pillanatban.

Megoldds:

A megoldast harom lépésre bontjuk:

L. Lépés:Hasznalva a (3.27) jeloléseit, beirjuk, hogy L = 2,¢ = 3.1 ¢saz f(x) = 55 (1 — |z — 1]),
g(z) = 552(2 — x) fiiggvényeket, majd lerajzoltatjuk ezek grafikonjait, hogy lassuk,
hogy nem rosszul gépeltiik be a fiiggvényeket (1. 3.13. &bra)

IT. Lépés: Kiterjesztjiik az f és a g fliggvényeket el6szor a [—2,2] intervallumon
értelmezett paratlan fliggvénnyé, majd 4-periodusu fliggvényekké az egész szamegye-
nesre (1. 3.14. 4bra)
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-1

0.5 15 2

(a) A 36. Peldabeli g(z) ahogy a fel- (b) A g(x) paratlan kiterjesztése
adatban adott.

—75-65-55-45-35-25-1.5-035/05 1.5 25 35 45 55 65 75

-2 -15 -48 45 02 05 12 15 2

-1

() = 02,t = lre u(0.2,1) = % - (d) A (b)-beli fiiggvény periodikus kiterjesztése

( zold box teriilete — sziirke box teriilete )

3.12. abra. A 36. Példabeli g(x) fiiggvény.
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c:=3.1
In@47:= £[x ] := (1/40) » (1 - Abs[x -1])
Inf48]= g[x ] :=(1/80) xx=* (2 -x)

Inf49]:= Plot[{f[x], g[x]}, {x, 0, L}, PlotStyle » Thickness[0.008]]

out[4g]=
0.025 |-

0.020[
0.015[
0.010 [

0.005 -

L L L
0.3 1.0 15 2.0

3.13. abra. Els6 1épés a 37. példa megoldaséaban.

ITI. Lépés:Felirjuk a (3.29) formulat az u(x,t) kiszamitasara, majd kirajzoltatjuk
az u(x,t) figgvény grafikonjat (ami egy feliilet) a megfelel Plot parancesal (1. 3.15.
abra) Ezutan lerajzoltatjuk a hur alakjat ¢ = 2.2-ben.
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[EVE f1[x /; 0<x <L] :=f[x]
fi[x /; -L<x<0] :=-fl[-x]
fl[x /; x<=-L] :=fl[x+2xL]
fi[x /;x>L] :=f1[x-2%L]

Inje8]:= Plot[f1l[x], {x, -10, 10},
Ticks » {{-10, -6, -2, 2, 6, 10}, {-0.025, 0.025}},
Plotstyle » {Thickness[0.006] , RGBColor[0, 0, 1]1}]

out[s8]=

-0.925

Inssl= glix /; 0 £x $L] :=g[x]
gl[x /;-L=<x<0] :=-gl[-x]
gl[x /;x<-L] :=gl[x+2%L]
gllx /;x>L] :=gl[x-2xL]

6= Plot[gl[x], {x, -10, 10},
Ticks » {{-10, -6, -2, 2, 6, 10}, {-0.025/2, 0.025/2}},
PlotStyle » {Thickness[0.006], RGBColoxr[1l, 0, 0]}]

out[66]=
0.0125

10

3.14. abra. Masodik lépés a 37. példa megoldasaban.
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nEgs ulx , £ ] =0.5% (fl[x+ecxt] + fl[x-cxt]) +

(2%e)*{-1} x Integrate[gl[p], (b, x-cxt, x+cxt}]

Cltex
outE3}- {0.5 (F1[-3.1t+x] + £1[3.1t+x]) +o.15129j1 g1lp] dp}
-3.lt+x

4= Plot3D[Evaluate[u[x, 1], {x, 0, 2}, {t, 0, 3}, AxesLabel + {x, t}, PlotRange -» All]

Out[s4}=

-0.001

-0.002

~0.003
Out[ss}=

—0.004

—0.003

3.15. dbra. Harmadik 1épés a 37. példa megoldasaban.
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—A A €

3.16. dbra. A kezdetben harom ujjunkkal lefogott végtelen hosszii hir alakja ¢t = 0-ban

3.2.3. Végtelen hosszt hur esete

Mostantol az u (0,t) = u (L, t) = 0 keriileti feltételt eldobjuk, ami marad az a végtelen
hosszi hir esete, vagy ugy is felfoghatjuk, hogy a hullam egyenlete. uy = c*ug,,
u(x,0) = f(z), u (x,0) =g (x), z € R.

Tehat mint korabban a D’Alambert modszernél lattuk, ennek megoldésa:

x+-ct

(Hlatat)+ -+ 5 [ g(s)ds

r—ct

u(x,t) =

N | —

38. PELDA: Ha f (z) =0 és g(x) = cosz, akkor
1, . : 1 :
u(z,t) = % (sin (x 4 ct) — sin (x — ct)) = — cos xsin ct.
c c
(Itt hasznaltuk a sin (o + ) — sin (aw — ) = 2 cos asin 3 Osszefliggést.)

39. PELDA: Tekintsiink egy végtelen hossza hirt, amelyet harom ujjunkkal lefogunk
a (—a,0); (a,0); (0,b) pontokban, majd elengedjiik. irjuk fel a hir mozgésat leird
u(x,t) figgvényt.

b—% ha |x| < a

0 ha [2] > a és g (x) = 0, hiszen a hart magara

Megoldds: Ekkor f (x) = {
hagytuk.
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;fiu ;20, ;rl ‘n ‘Q(r f;ln z

3.17. abra. A fenti végtelen hosszti hir mozgasa

ez a kalapacs nyele

3.18. abra. A kalapéccsal megiitjiik az z-tengelyen fekvd végtelen hosszu hirt.

A keresett u (z,t) fiiggvény: u (z,t) = 5 [f (z + ct) + f (z — ct)], melyet a kdvetkez
abrak szemléltetnek:

40. PELDA: Kalapacsiités:

A hur az = tengelyen fekszik, és ravagunk egyet a kalapaccsal. Az iités kozéppontja
az x = 0 és a kalapacsiités az |r| < a pontoknak g (x) = 1 sebességet ad a t = 0-ban, a

tobbi pontnak nem ad sebességet. irjuk fel a har alakjat leird u (z,t) fiiggvényt!
Megoldas:

1, ha|r|<a
rw=vg@={ y el

1 1
u(x,t) = % /g (s)ds = % {hossza az: (x — ct,x + ct) N (—a, a)-nak} .
T—ct
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Ekkor u (z, &) = & {hossza az: (z — %,z + ) N (—a,a)-nak} . Ez kiilénboz6 |z| < 4-
re;%<a:<3—2“—reésa:>?“.

A rezgé hur egyenlete megoldasédnak

x+ct

u(x,t):%(f(x%—ct)—l—f(x—ct))—i—%/g(s)ds

x—ct

alakjabol latszik, hogy az (xo,0) beli kezdeti feltétel hatasa c sebességgel, vagy legfel-
jebb ¢ sebességgel terjed. Vagyis a megoldast a kezdeti feltételek az (z,0)-ban csak a
satirozott szektoron beliil befolyéasoljak.

5. FELADAT: Végtelen hosszt hir fekszik az x-tengelyen. ¢ = 0 pillanatban raiitiink
egy kalapaccsal alulrol felfelé egységnyi sebességgel. Tudjuk, hogy a kalapacs feje 2cm
széles és a kozéppontja éppen az x = 0-ban {iti meg a hurt. Rajzoljuk le a hir alakjat
a t = 10 pillanatban.

6. FELADAT: Végtelen hosszi rad rezgését a kévetkezSképpen irhatjuk le:

Utt = Ugy
0.2z, ha 0 <z < %;
u(z,0) =14 02—-02z, hai<az<l
0 ha = ¢ [0, 1]
u(z,0) =0

Allapitsuk meg a rad alakjat ¢ = 1-ben.

3.3. Hbévezetés egyenlete

3.3.1. Hovezetés véges hossziisaga ridban

Képzeljiink el egy rudat melynek mindkét végét 0°C-os vizzel telt hatalmas tartalyokba
tettek. A rad hossza [Ugy képzeljiik, hogy a rad az z-tengelyen van, és bal végpontja a
zérus. A rud kezdeti h6mérsékletét az f (x) fiiggvény irja le. Hatarozzuk meg az u (z,t)
fliggvényt, amely a rad hémérsékletét irja le az  pontban ¢ idé mulva.

Mivel a hé a melegebb helyrél aramlik a hidegebb felé, ezért az abra éltal szemlélte-
tett allapot az id6 mulasaval valtozik. Egy adott x pontban a ridnak néha magasabb,
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In[74:= 8ol = NDSolve[{D[u[x, t], t] ==D[u[x, t], x, x], u[x, 0] = Sin[Pixx],
u[0, £] =0, u[1, £] =0}, u, {x, 0, 1}, {t, 0, 0.15}]

out[74]=
{{u - InterpolatingFunction[{{0., 1.}, {0., 0.15}}, <>]}}

In[751= pl = Plot3D[Evaluate[u[x, t] /. sol[[1]]], {x, O, 1}, {t, O, 0.15},
Axes -» True, AxesLabel » {x, t}, PlotRange » All]|

out[75]=

1.0.00

3.19. abra. Az up = Uy, u(0,t) = u(l,t) =0, u(x,0) = sin(z)

egyenlet megoldésa a Mathematica NDSolve parancsaval.
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0°C-0s viz

0 1

3.20. abra. Ez az hémérséklet ¢ = 0-ban.

néha alacsonyabb a hémérséklete az id§ elérehaladasaval. Hogy egy adott x pontban ¢
id6 mulva mért u (x,t) hémérsékletet meghatarozhassuk, fel kell hasznalni azt a Fouri-
ert6l szarmazo észrevételt, hogy a héterjedést az

U = kg, 0<z <l 0<t (3.32)

méasodrend( linearis parcilis differencidlegyenlet irja le. (Ennek levezetését megta-
lalhatjuk Simonyi Kéroly: A fizika kulturtorténete cimi konyvében.) A k konstans
mértékegysége cm?/sec és angolul thermal diffusivity-nek hivjak.

anyag | k (cm?/sec)
eziist 1.71
réz 1.14
aluminium 0.86
ontottvas 0.12
granit 0.011
tégla 0.0038
viz 0.00144

(A tablazat a |2] konyvbdl szarmazik.)

A kezdeti feltétel a rad hémérséklete a t = 0-ban, vagyis u (z,0) = f (). A keriileti
feltétel pedig abbol adodik, hogy a rid két vége olyan nagy 0°C-os vizet tartalmazo
tartalyokban van, melyeket a radbol aramlo hé nem tud felmelegiteni. (Ezért kell, hogy
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a tartalyok nagyon nagyok legyenek.) Tehat a kerileti feltétel: w (0,t) = u(l,t) = 0.
Vagyis:

Up = KUy, O<zx<l,0<t
uw(0,t) =u(l,t)=0 (3.33)
u(z,0) = f(x)

Ezt a problémét is a Fourier-sorok alkalmazaséval oldjuk meg. (A hévezetés elméletét
Fourier alkotta meg, és a rola elnevezett sorokat pontosan ezen probléma megoldasa
céljabol vezette be 1822-ben.)

Megoldds: A (3.33) egyenlet megoldasat olyan végtelen fiiggvénysor Osszegeként
kereshetjiik, amely fiiggvénysor tagjaiban a valtozokat szét lehet valasztani:

u(x,t) =X (x) T (t)
Ezt (3.33)-be helyettesitve:
T/ X//
KT~ X
Ez két darab kozonséges differencidlegyenletet ad: T" = —\kT = T (t) = Ae T,
Tovabba:

—A

X"(x)+AX (z) =0, 0<z<lés X(0)=X(I)=0.

Ez pontosan az a probléma, mint ami a rezgd hir esetén fordult el6. Amint ott lattuk,
ennek megoldésa:

X (z) = sin (?m) .
Tehat

u(x,t) = OZlene_(%) " sin (2 z) (3.34)

n= l

feltéve, hogy f () = §1An sin (%2z) az f (z) fiiggvény tiszta sinusos Fourier-sora vagy-

1S:

A, =

~|ro

jf(t) sin (%t) dt. (3.35)

Uy = kg, 0<z<l,0<t)
Az ¢ w(0,t)=u(l,t)=0 problémat tehat ugy oldjuk meg,

hogy az f (x) fliggvényt tiszta sinusos Fourier-sorba fejtjiik a [0,[]-en. (Ezt mar gya-
koroltuk a rezgd hur esetén.) Innen nyerjiik az {A4,} -, egylitthatokat, majd ezek
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y = 20x

y = 200 — 20z
100 9

3.21. dbra. Egy rad kezdeti hémérrséklete

segitségével felirjuk az u (z,t) képletét az { A, }-nek értékeinek behelyettesitésével az

Osszefiiggésbe.
Uy = kg, (0 <x<10,0 <t)

41. PELDA: Oldjuk mega { u(t,0) =u(10,t) =0 feladatot,
u(z,0) = f(x)

hal_loeSf(iU)—{ 200 — 20z ha b5 <z <10

Legyen k£ = 1.
Vagyis t = 0-ban a rad kozepén a hémérséklet 100°C-os, és a vége felé linearisan
csokken 0-hoz.

Megoldas:
Tiszta sinusos Fourier-sorba kell fejteni az f () fliggvényt. Vagyis meg kell talalni
az {A,}.-, értékeket, melyekre f (z) = anllAn sin 7% (0 <2 < ). A korabbi tanulméa-
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nyainkbol tudjuk, hogy A, = 2 [ f (x)sin “Tzdz.

o%u

5 5
1 1
A, = 5/203: sin %xdw + R /(200— 20x) sin T—ga:daz =
0 5

—2sin(%F) 4 n cos (%) —2sin(nm) + nw cos (%) + 2sin(7%F)

= —200 -+ 200 =

n2m?2 n?m?
800 . nm
= SIH(T). (3.36)
0, ha n = 4k
Mivel sin o7 — 1, han=4k+1
el sin s = 0, han=4k+2 &
-1, han=4k+3
f (I‘) _ 87?20 smlgl—o . sm(;g—g?)) + s1n(5”i2—g5) o 31n(7112—g7) +...
Hasznalva az )
00 nx nmx
u(z,t) = Z_)lAnef(T) M sin%
Osszefiiggést kapjuk:
(2k+1)7
800 & e (55%)  gin (= (2% + 1)a)
1) = — —1)* 10 3.37

7. FELADAT: Hatéarozzuk meg a kivetkezd kezdeti érték probléma wu(z,t) megoldé-
sat:
=Uppe T E 1}

[0,
x,0) = 4sin(4nx) cos(2mx)
0,) =u(3,t) =0
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4. fejezet

Vektoranalizis

4.1. Vektorterek

42. PELDA: Forgassuk a teret a z tengely koriil w szogsebességgel!

(Ez 5= koriilfordulast jelent masodpercenként.)
Ekkor a tér egy P pontjanak a palyaja egy xy-sikkal parhuzamos koér. Ha F (P)aP
pont sebességvektora, akkor amint a fizikdban tanultuk:F (z,y, z) = (—wy,wz,0), ha
P (x,y,z). Ez egy tgynevezett vektorteret definidl. Vagyis a tér minden egyes (z,y, 2)
pontjahoz hozzéarendeliink egy vektort az (x,y, z) — (—wx,wy, 0) szaballyal.

43. PELDA: Legyen f (z,y,2) = 2yz (vagyis f:R® — R) ez NEM vektortér, hiszen
az f a tér minden pontjanak egy szamot, (ryz)-t feleltet meg. Az ilyen fiiggvényeket
skaldrtérnek is hivjuk. Azonban a grad(f) mar egy vektortér, hiszen grad(f) : R® —
R®. Nevezetesen grad(f) (z,y,z) = (yz,2z,2y). Az F = grad(f) (ahol f: R® - R)
alakt vektortereket gradiens vektortereknek hivjuk.

A tovabbiakban gyakran hasznaljuk az
r=(z,y,2) (4.1)

jelolést. Vagyis r jelenti az altalanos (x,y, z) pont helyvektorat. Ezt azért vezetjiik
be, hogy bizonyos vektorterek felirdsa egyszertibb legyen. Az r hosszat r-rel jeloljik.

Tehéat
r=|r| =+\x%+y>+ 22

99
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z

T Yy

4.1. abra. z-tengely koriili forgas.

TN
S

SN y

4.2. abra. Egy altaldnos vektortér.
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(2,9, 2)

T Yy

4.3. abra. Az r(z,y, 2) := (z,y, z) vektortér.

4.4. abra.

Legyen P egy egységnyi tomegi pont, melynek koordinatai (z,y, z) és az origoban a
Fold kézéppontja, M van. Hatérozzuk meg azt az F (P) erét, amellyel az M vonzza a
P-t. . N .

Newton torvénye szerint F'(P) irdnya a PM iranya és az F (P) hossza forditva
aranyos r2-tel. Ebbsl: F (r) = —k%, ahol k > 0. Vagyis

_ —kx —ky —kz
F (Ia Y, Z) = El 37 L
(12 + y2 + 22)2 ({L‘2 + '3/2 + 22)2 (12 + y2 + 22)2

Az ilyen vektortereket erGtereknek is hivhatjuk.
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S

(73
_—

4.5. abra.

Forditva: Ha adott egy F : R® — R3 vektortér, akkor ezt felfoghatjuk, mint egy
térben aramlo folyadék sebességterét, vagy mint valamiféle eréteret. Ez segiti a szem-
léletet, mert ennek a vektoranalizis fejezetnek minden része fizikai indittatésu.

Két alapkérdést fogunk megvélaszolni:

1.Kérdés: Adott egy ~ irdanyitott gorbe a térben és egy erétér, F. Hogyan szamolhatjuk
ki a y-an fut6 pontnak az erdtér ellenében végzett munkajat? (Vagy a ponton az erdtér
altal végzett munkat?)
2.Kérdés: Adott egy F -sebességtér szerint aramlo folyadék (idsben allando). Keérdeés:
Mekkora egy F feliileten idGegység alatt ataramlo folyadék térfogata?

Ezt a térfogatot definicié szerint az F-nek a F-re vonatkozo fluzusdnak hivjuk.
A fenti 1. kérdésre a vonalmenti integral, mig a 2. kérdésre a feliiletmenti integral
segitségével adjuk meg a vilaszt.

4.2. Vonalmenti integral

Adott egy v irdnyitott gorbe, melynek paraméterezése: r(t) = (x (t),y(t),z (1)), a <
t<beés F: R - R (Minden komponens fiiggvény minden parcialis derivaltja
létezik, és kétszer folytonosan derivalhato a v egy kornyezetében.) Ezeket a feltételeket
a "Vonalmenti integral” fejezetben mindig hasznaljuk.
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4.6. abra.

21. DEFINICIO: Az F erstér altal a ~v-an A-bél B-be mozgd ponton végzett mun-
kat vonalmenti integralnak nevezziik (pontosabban az F' vonalmenti integraljanak a

~v-an. Jele: [ F (r)dr
Y

Tehat a matematikaban a vonalmenti integrdl az a mennyiség, ami a fizikdiban tanult
munka fogalmanak felel meg.

Hogyan szamoljuk ki a munkat?

Munka = (elmozdulas iranyaba esd erd)-(elmozdulas).

Elsd lépés: Tegyiik fel el6szor, hogy a v gorbe egy egyenes AB szakasz, az F erétér
pedig minden pontban egy konstans ﬁo erd.

Ekkor az ﬁo—nak az @ irAnyaba es6 merdleges vetiiletvektora: FB%, ez az elmozdulas

, adja a munkat, ami

iranyaba es6 erd, szorozva az elmozdulassal: ‘

W:ﬁo

’@‘ ‘,@\ — F,AD

Masodik lépés: A munka altalanos v gorbe, és altalanos F vektortér esetén:
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4.7. abra.

4.8. abra.
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tér

v=a t licn ¢ b szamegyenes

4.9. abra.

Ezt a problémat az elsd 1épésben targyalt esetre visszavezetve oldjuk meg. Beosztjuk

a v gorbe [a,b] paraméter intervallumat n részre, a = t) < t; < -+- < t,_1 <t, =0
ugy, hogy max {t —ti1} — 0.
n—oo

Minden 1 < i < n -re legyen P; az a pont, melynek helyvektora r(¢;). A v gor-
bének a (P_q, P;) ivét a Ar; = P;_1 P, vektorral helyettesitjiik. Ezen a Ar; szakaszon
alkalmazva az els6 pont eredményét Ar; - F (r (t;_1)) a végzett munka kozelitsleg, ha
az F-et konstansnak tekintjilk a Ar;-n. Tehéat nagy n-re a t,_1 t; paraméterekhez
tartozo r(t;_1),r (t;) fven végzett munka kozelitsleg: F (r (t_1)) [r (t;) — r (ti-1)] =
F(r (t;i-1)) 1 (tiy) (t; — ti_y) . Bzeket osszegezve a munka:

W= lim 35 F () £ () () = [ F @) (00t
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4.10. abra. 44. Példa vektortere és gorbéje.

Tehat azt kaptuk, hogy az [ F (r) dr vonalmenti integralt a kovetkezsképpen sza-
mithatjuk ki:

25. TETEL:

/ﬁmmzjﬁ@@ﬁ@ﬁ

44. PELDA: Legyen ﬁ(m,y, z) = (z,yz,y) és vy paraméterezése:
r(t) = (¢t,t%,¢3) 0 <t <1 (L. abra 4.10). Ekkor
1 1
/ﬁ(r) dr = / (¢, 6°,¢%) (1,2¢,3t%) dt = / (t+2t° +3t*) dt =
0

—_—

v 0 Fw) £(t) (4.2)

B t2+2t7+3t51_1+2+3_97
27 5, 2 7 5 70
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ne4:= Needs [" Vect or Anal ysis* "]
neel= Needs ["Vector Fi el dPlots'"1;
nsa= FIX_, Y_, Z_] ={X, Y%z, ¥},
npel= Cl ear Al [t]

mEsk= r[t_] = {t, t*2, t"3};

ne1= ClearAll [a, u, v, vfl]

nozi= vf1 = Vect or Fi el dPl ot 3D[F[X, Yy, z], {X, O, 1},
{y, 0, 1}, {z, O, 1}, VectorHeads - True, AxeslLabel - {x, y, z}1;

3= ¢l = ParametricPl ot3D[r [t], {t, O, 1},
Pl ot Styl e -» {Thi ckness[0.008], RGBCol or [1, O, 11}];

ne4p= Show([vfl, cl, Axes - True]

out[94]=

nro= ClearAll [a]; CearAl [b];

nsa= a = Apply[F, r[t]]

ngel= a

out[sg]= {t, t5, t2}

neel= b i =D[r[t], t]

n@7)= b

our= {1, 2t, 3t?}

nsor= I ntegratefa. b, {t, 0, 1}]
97

70

Out[89]=
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- V3

4.11. abra.

A megoldés folyaman elSszor lokalizaltuk az F-et a ~-ra, F (r (¢))-t kiszdmoltuk.
Ez tgy torténik, hogy az F (x,y,2) = (x,yz,y) képletében a jobb oldalon Vz helyébe
az r (t) els6 komponens fiiggvényét, -t irjuk, Yy helyébe az r (t) masodik komponens
fiiggvényét, t2-t irjuk, Vz helyébe az r (t) harmadik komponens fiiggvényét, t3-t irjuk.

F(r(t)) = (t, ¢ 3,12), majd az  (t)-t kiszamitjuk & (¢) = (1,2¢, 3t2). Ezutén meg-
hatarozzuk az F'(t) - I (t) skalaris szorzatot, ami egy t-t6l fliggs valos értéki fiiggvény,
és ezt a szokasos modon kiintegraljuk az [a, b]-n.

4.2.1. Vonalintegral fiiggetlensége az uttol

A kérdés az, hogy milyen feltételek esetén lesz igaz, hogy rogrzitett A és B pontok
esetén az A és B-t 0sszekotd barmely két gorbére az F vektortér vonalmenti integralja
megegyezik, vagyis a munka fliggetlen az uttol, csak az erétértdl és az elmozdulas A és
B végpontjaitol figg?

22. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy egy F vektortér konzervativ, ha az F gradiens
vektortér. Vagyis F' = grad f valamely f : H C R® — R fiiggvényre, ekkor az f
fiiggvény az F' vektortér potencidl figgvénye.
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LN v
=
A)‘7// }\\j A Y

\

Sy e

=
gl B
71 Y
4.12. abra.

23. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az F vektortér vonalmenti integrdlja fiiggetlen
az Uttol, ha barmely A és B pontokra és ezeket 0sszekdtd barmely két vy, 7, irdnyitott
egyszeri gorbeivekre, melyek kezdépontja A, és végpontja B

/ F(r)dr = / F (r) dr (4.3)

teljestil, feltéve, hogy a v, és v, végig az F értelmezési tartoméanyéban halad.

3. MEGJEGYZES: Vegyiik észre, ha az F vonalmenti integralja fliggetlen az uttol,
akkor V zéart v gorbére [ F'(r)dr =0, hiszen [ F'(r)dr = [ F(r)dr — [ F (r)dr = 0.
v 8!

7 2

Ebben a fejezetben az a célunk, hogy talaljunk olyan feltételt, amely segit annak
eldontésében, hogy egy adott vektortér vonalintegralja fliggetlen-e az uttol. Ehhez
nélkiilozhetetlen a kovetkezd fogalom bevezetése és annak tanulményozasa:

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu
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24. DEFINICIO: curl <ﬁ> vagy rot <ﬁ> definicidja:

(a) Ha F : R — R2? egy sikbeli vektortér, akkor ha F' = (Fy, Fy), az F rotacioja:
rot (F) = % — 88—1;1. Néha azt irjuk, hogy curl <ﬁ> a rot (ﬁ) helyett. A
curl <ﬁ > vagy rot (ﬁ ) (ugyanazt jelentik) értéke tehat sikbeli vektortér esetén

egy valos szam.

(b) Ha F : R? — R? egy térbeli vektortér, akkor ha F = (Fy Fy F3) a curl (ﬁ) =

rot (ﬁ) egy vektor:

1 5k
= = oF; O0Fy, 0F, O0F; 0F;, OF;
_ e 8 a|_ 3 O0Fy 0Fy 0I5 0I  0F
curl <F> = 1ot (F) B B ( dy 0z 0z Oz’ dxr Oy )
F F, F;

45. PELDA: A = tengely koriil w szogsebességgel valo forgas sebességtere: F (x,y,2) =
(—wy,wz,0). Ennek rotacidja:

i
rot <F> = 2 % 2 1=(0,0,2w).
—wy wzxr 0

Tehat a z tengellyel parhuzamos és felfelé mutato 2w hossza vektor.

46. PELDA: F (r) = —kr gravitacios vektortér, ahol k > 0 valés szam. Keérdés a
curl (ﬁ) értéke.

Megoldas:
- _ —kx —ky —kz
o) = <<x2+y2+z2>3 (2 yrta)? (:c2+y2+z2)3)
i j k
- 0 il d
rot (F) = oz % 0z
—kx —ky —kz

3 3 3
(2492 +22)2  (224y2+22)2 (224y%422)2

3 <(x2 +y? + 22)_g> k(yz—vyz, —xz+zx, xy—zy)=(0,0,0)=0

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME
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4.13. abra.

Diszkutalva a fenti két példat lathato, hogy a rotacié az orvényléssel kapcsolatos,
hiszen a gravitacios vektortérnél a masodik példdban minden vektor az orig6 felé mu-

tat. Itt nincs orvénylés, ezért a rot (ﬁ ) = 0. Mig a forgémozgast leird elsé példabeli

vektortér rotacivja nem tiinik el sehol sem.
47. PELDA: ﬁ(x,y) = (—wy,wr), ez az w szogsebességi origd koriili forgas sebes-

ségtere az xy sikban. curl F)=w+w=2w.

48. PELDAi Legven f : R® — R tetszbleges kétszer folytonosan differencialhato
figgvény és F' = grad (f). Ekkor

i j k
= o 0 0 " " " " " "
rot (F) = | 9z oy 0z fzy_ yz) facz_ fzac’ fyﬂc_ zy =0,
f/ f/ f/ N—— v —
s y P 0 0 0

mivel a vegyes parcialis derivaltaknal a derivalas sorrendje felcserélhets. Tehat azt
a nagyon fontos megallapitast tettiik, hogy konzervativ (gradiens) vektortér rotacioja

MINDIG azonosan a ZERUS VEKTOR!

26. TETEL: Egy F' vektortér vonalmenti integralja akkor és csak akkor fiiggetlen
az uttol, ha F' konzervativ.
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Tehéat a {6 problémank az, hogy megtalaljuk azon vektortereket, melyek vonalmenti
integralja fliggetlen az uttol. Ez megoldodik, ha megtalaljuk a konzervativ vektortere-
ket. Maradt tehat a kovetkezs kérdés:

Adott egy F vektortér. Hogyan dontjiik el, hogy konzervativ-e?

A vélaszt a curl-teszt adja. A valasz nem “akkor és csak akkor” tipusd, hanem
elégséges, de nem sziikséges feltételt ad. Az itteni curl-tesztnél létezik erésebb allitas,
amely viszont egy bonyolultabb fogalmat tartalmaz, nevezetesen az egyszeriien Gssze-
fiigg6 halmaz fogalmat.

4.2.2. Curl-teszt a sikban

Adott egy F : R2 — R2 sikbeli vektortér, F = (Fy, Fy) .

I. Haa curl <ﬁ > akarcsak egyetlen pontban is zérustol kiilonbozé értéket vesz fel, akkor
F NEM konzervativ.

I1. Tegyiik fel, hogy curl (F") =0.

A eset: Az F minden komponens fiiggvényének parcialis derivaltja: %, %, aa—il, aa—};?

a stk MINDEN pontjaban definidlva van. Ekkor az F konzervativ.

B eset: Van olyan pont, amelyben legaldbb az egyik parcialis derivalt nem definialt.
Ekkor a teszt nem mond semmit, tehat ekkor a curl-teszt inconclusive (hatéstalan,
nem mond semmit). Lehet, hogy az F' konzervativ, de az is lehet, hogy nem.

4.2.3. Curl-teszt a térben
Adott egy F : R3 — R3 vektortér a térben. F = (Fy Fy, F3)

I. Haa curl (ﬁ ) akarcsak egyetlen pontban is zérustol kiillonb6z§ értéket vesz fel, akkor
az F NEM konzervativ.
II. Tegyiik fel, hogy curl (ﬁ) =0.

. O0Fy OF, OFy O0Fy OF3 -
t G B 90 aa - as Crtelmezve van

minden pontban, kivéve esetleg véges sok pontot, akkor az F konzervativ.

A eset: Ha mind a kilenc parciélis derival

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME
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B eset: Ha a fenti kilenc parcilis derivalt koziil legaldbb egy nincs értelmezve vég-
telen sok pontban, akkor a curl-teszt inconclusive, tehat az is lehet, hogy az F
konzervativ, és az is, hogy nem. A curl-teszttel ezt nem tudjuk eldonteni.

49. PELDA: Legyenﬁ(m,y) = <:102$Ty2’ ﬁ) Ekkor F egy sikbeli vektortér. curl (ﬁ) =

0, de F nincs értelmezve az origoban, igy a II/B eset all fenn, vagyis a curl-teszt in-
conclusive.

50. PELDA: F : R3 — R3 F(r) = —k-. Mar belattuk, hogy
curl (ﬁ) = 0. Az egyetlen pont, ahol F nincs értelmezve az origd. Az Osszes tobbi

pontban mind F , mind a kilenc parcialis derivalt értelmezve van, igy az F konzervativ.

4.2.4. Potencialfiiggvény meghatarozasa

Ha F egy konzervativ vektortér, akkor van potencialfiiggvénye, vagyis létezik f : R® —
R, amire F' = grad (f). A potencidlfiiggvény meghatarozasat egy konkrét példan
mutatjuk be.

51. PELDA: F (x,y,2) = (1 +4y + 5z, 2+ 4z, 3+ bz). Ekkor
i j k
curl (F) = a% 8% % = (0,0,0) = 0.
1+4y+52z 244z 345z
Masrészt az Osszes parcidlis derivalt mindeniitt értelmezett, igy az F konzervativ a

curl-teszt szerint. Tudjuk, hogy f, =1+4y + 5z = f(v,y,2) = [ (1 + 4y +52)dz +
g (y,2z) = x+4zy + bxz + g (y, 2). Masrészt:

0
fi=2+4x = — (v +4ay + 522 + g (y,2)) = 4o + g, (2, y).

dy
Vagyis
dr+g, (y,2) =2+4r =g, (y,2) =2 =g (y,2) =2y + h(2).
Tehat
f(z,y,z) =x+4zy + bxz + 2y + h(z).
Igy, mivel
fi=3+br=5x+h(2)=3+bx=h(2)=3=h(z)=3z+c
Ezért

f(zy,2) =2+ 4oy + dbrz 4+ 2y + 32 + ¢
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(Az el6z6 feladatot talalgatassal is megoldhattuk volna.)

52. PELDA: ﬁ(m,y, z) = <ﬁ, gCQxTyQ; —4). A kérdés az, hogy konzervativ-e az F?

Megoldas: curl (ﬁ ) = 0, amint azt trivialis latni! Azonban az F nem definidlt a z

tengely pontjaiban, tehat végtelen sok pontban, igy a II/B eset 4ll fent, a curl-teszt tehat

nem segit! Legyen v az 22 + y? = 1 és z = 12 kor, amely a pozitiv irdnyba iranyitott.

Szamitsuk ki [ F (r)dr értékét! Ha kideriil, hogy [ F (r)dr #0, akkor ebbdl adodik,
8! 8!

hogy F nem konzervativ. Tanultuk ugyanis (1. 3. Megjegyzés), hogy konzervativ

vektorterek zart gérbén vett vonalmenti integrélja zérus. A v paraméterezése: x (t) =

cost, y(t) =sint, z (t) = 12 és 0 <t < 27; vagyis: r(t) = (cost, sint, 12).

Tehat:

F(r(t)) = (=Snt cost 4 §(t) = (—sint,cost,0).

1 1
2

2m
F(r(t) t(t)=sin®t+cos?t=1. [F(r)dr= [ F(r(t)-#(t)dt = [ 1dt =27 # 0.
¥ 0 0
Tehét [ F(r)dr #0, igy az F nem konzervativ.
¥
A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy konzervativ vektortér esetén két pont kozotti

elmozdulas soran végzett munka a pontencial fiiggvény ezen pontokban vett értékeinek
a kiilonbsége.

27. TETEL: Legyen F:R3 5 R3 egy minden pontban értelmezett gradiens vektor
tér. Nevezziik az F potencial fliggvényét f-nek. Tehat: F' = grad(f). Legyen v egy
gorbe, melynek kezdépontja A és végpontja B. Ekkor

fiiggvényt. Mivel ez egy R — R folytonosan differencidlhat6 fiiggvény, alkalmazhatjuk
rd a Newton-Leibniz tételt. Hasznélva, hogy

g'(t) = grad(f)(x(t)) - £(t) = F(x(t)) - ().

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME



4. Vektoranalizis 115

Tehat

53. PELDA: Legyen a « gorbe adva az r (t) = (t, 2t3, 3t?), ahol 0 < ¢ < 1, paramé-

terezéssel. Szamitsuk ki az [ F (r) dr értékét, ha
Y

—

F(2,y,2) = grad(e”)!

Megoldds: A ~ gorbe az origot koti 6ssze az A (1,2, 3) ponttal, és az F potencialfiigg-
vénye: f(x,y,z) = e* Y=L Tehat

/ﬁ(r)dr =f(1,2,3) — £(0,0,0) = e —e.

S
54. PELDA: Adott az F(z,y,z) = (2%y, 2%, 2y) vektortér. Legyen Fi az 22 +y* = 1
henger és F, a z = y? — 2% hiperbolikus paraboloid. (1. 4.14. &bra), tovdbba legyen

az JF1 N JF; feliiletek metszetként kapott gorbe, amit irdnyitsunk az éramutatéd jarasaval

ellentétesen. Feladat: Hatarozzuk meg: [ F(r)dr =?
g

Megoldas:

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu



Matematika MSc Epitémérnékéknek

116

In[26]= hyppar = ContourPlot3D[y*2 -x*2 =12z, {x, -1, 1}, {y, -1, 1},
{z, -1, 1}, AxesLabel » {x, y, z}]

inf20= cyl = ContourPlot3D[xA2 +y~2 ==1, {x, -1, 1}, {y, -1, 1}, {z, -1, 1},
out[26]=

AxesLabel - {x, y, z}]
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(a) a henger 2% + y% =1 (b) a hiperbolikus paraboloid z = y? — z
ParametricPlot3D[{Cos[t], Sin[t], Sin[t]*2-Cos[t]"2}, {t, 0, 2Pi},
AxesLabel » {x, y, z}, PlotStyle » {Thickness[0.008], RGBColox[0, 0, 1]}]
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Show[cyl, hyppaz, AxesLabel -» {x, v, z}]
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(d) A keét feliilet metszete

(c) a fenti két feliilet egytitt
. Példa gorbéjének szarmaztatésa.

4.14. abra. Az H4

Simon Kéroly, BME
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4.15. abra.

4.3. Feliletmenti integral

Legyen F egy elemi feliilet, és r ;T — R3 egy paraméterezése F-nek. Legyen tovabba
F:R® — R3 egy vektortér, ami legalabb kétszer folytonosan differencidlhatd. Kép-
zeljiik el, hogy egy folyadék tgy aramlik, hogy a tér barmely P pontjaban F (P) a
folyadék sebessége minden id6pontban. Az F feliiletet iranyithatjuk vagy az r!, x r/,
vagy a —r/ X ri norméalvektorral. Ezéltal a feliilet iranyitott feliiletté valik.

A feliilet iranyitasat gyakran ugy adjuk meg, hogy azt mondjuk, hogy a feliiletet
iranyitsuk a "felfelé mutato normalissal” (amikor az egyéltalan értelmes). Adott tehat
egy iranyitott F feliilet, és meg akarjuk hatarozni az F-en (az iranyitas iranyaban)
idGegység alatt atfolyo folyadék elGjeles térfogatat.

25. DEFINICIO: Az F-en idGegység alatt atfolyo, az F sebességtér szerint aramlo
folyadék térfogatat az F' vektortér F-re vett feliiletmenti integraljanak, vagy flurusd-
nak hivjuk, és [[ FdA-val jeldljiik.

Tehat: ’

-ha a fluxus porzitiv, akkor a feliilet iranyitasanak iranyaba tobb folyadék folyik;

-ha a fluxus negativ, akkor az iranyitassal ellentétes irdnyba folyik tobb folyadék;
-ha a fluxus zérus, akkor ugyanannyi folyadék folyik az iranyitassal egyezé és azzal
ellentétes iranyba idGegység alatt.

Keérdés: Hogyan szamolhatjuk ki a fluxust?
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4.16. abra.

1. 1épés Tegylik fel, hogy F egy konstans vektortér, F=Fyés F egy paralelog-
ramma, melyet az @ és b vektorok feszitenek ki, és az @ x b-vel irdnyitott:

Az F feliileten az @x b irdnyaba idGegység alatt atfolyo folyadék az abran lathato pa-
ralelepipedont tolti ki. Tehat az F-nek az F-re vonatkozo fluxusa ezen paralelepipedon

térfogata, ami alapteriilet X magassag. Az alapteriilet: F teriilete= |a x b

, agassag:

axb
Ei><b|

ﬁo—nak az @ x b-re vett merGleges vetiilete, ami ﬁo T . Ezekbdl a paralelepipedon

térfogata: |@ x b| - Fy - {22k = Fy - (@ x b).

Vagyis, ha F = ﬁo konstans, és F egy d’,l; altal kifeszitett @ x b-vel iranyitott
paralelogramma, akkor: [[ FdA = Fy- (@ x b).
F

2.1épés: Fluzus dltalanos F-re és F-re:

A F feliilet egy paraméterezése: r :T' — F. Koordinata-vonalak segitségével kicsiny
darabokra, elemi részekre particionéljuk a feliiletet. Két kozelitést alkalmazunk, melyek
hatasa eltinik, ha a feliilet ezen felosztédsat minden hataron til finomitjuk.

Az elsd kozelités az, hogy az abran feketével satirozott elemi feliiletdarab helyett az
érinté sikban neki megfelel§ paralelogrammat tekintiink.

A mdsik kozelités az, hogy ezen a paralelogramman az F-et konstansnak, F =
F (r (ug, vo))-nak vessziik, igy alkalmazhatjuk az 1.1épés eredményét. Ha az elsé abra
elemifeliilet darabjat kinagyitjuk, akkor ezen az elemifeliilet darabon az 1.1épés ered-
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v Au

vg + Av { . J

|

U un + Au U

4.17. abra.

ményét alkalmazva latjuk, hogy kozelitéleg:
F (r (ug, v0)) - (ry X 1) Aulv (4.4)

A fluxust az egész feliiletre ugy kapjuk, ha az elemifeliilet darabokra vett fluxusokat
Osszegezziik, és Au, Av — 0. Vagyis:

// FdA = lim XF (r(ug,vp)) - (r), x ') Aulv
Au,ANv—0
d (4.5)
= //F(r (u,v)) - (rl, x r’) dudv,
T

feltéve, hogy az F az r!, x r!-vel van iranyitva.
Ha az F-et a — r/, x r/-vel iranyitjuk, akkor

//ﬁdﬁ: —//ﬁ(r(u,v)) (r! x 1) dudv.
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v + Av { . )

N

Un un + Au U

4.18. abra.

4.19. abra.
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Inl48)= VectorPlot3D[F[x, v, z], {x, 0, 4}, {y, -1, 0}, {z, 0, 10}, In42}= ParametricPlot3D[r[u, v], {u, 0, 3}, {v, 0, 1}, AxesLabel - {x, y, z}]
AxesLabel > {x, y, z}, VectorStyle » Arrowheads[0.01] ,
VectorColorFunction - Hue]

Ma2l=

Hag]=

n \\\l‘" \

(a) az 55. példa vektortere (b) az 55. példa feliilete

Fontos specidlis eset: Ha az F vektortérnek a F feliilet minden pontjaban a feliilet
normalisdra es6 merGleges vetiilete ugyanaz a szam,
F(p)-m(p) = q,
akkor

/ / FdA = q- felszin(F). (4.6)
'

Ez alkalmazhato példaul, ha az F egy sikidom, és az F vektortér konstans.

55. PELDA: Legyen F az a feliilet, melynek egy 7 : 0 < u < 3,0 < v < 1 pa-
raméterezésére r (u,v) = (u + 2v, —v,u* + 3v) és az F-et a felfelé mutato normalissal
irdnyitjuk. Legyen F (z,y,2) = (vy,22 +y, 2) .
Keérdés: [[ FdA =?

f

1.1épés: Az F-et lokalizaljuk az F feliiletre azaz az F (,y,2) = (xy, 2z +y, z) képlet
jobb oldalan talalhaté minden x helyébe u + 2v-t, minden y helyébe —uv-t és
minden z helyébe u? + 3v-t frunk. Igy kapjuk:

F(r(u,v)) = ((u+20) (—v),2(u+ 20) — v,u® + 3v) .

Innen F (r (u,v)) = (—uv — 202, 2u + 3v, u® + 3v) .
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9= Needs["VectorAnalysis "]

ingl= Flx , v, z ] ={x*y, 2%x+Vy, z};
o= rfu , v.]={u+2%v, -v, u*2+3%v};

In[11]= n = Cross[D[r[u, v], u], D[x[u, v], v]]
out{11]=
{2u, -3+4u, -1}

In[21]:= integrand = Apply[F, r[u, v]].n;

In[13]= Integrate[integrand, {u, 0, 3}, {v, 0, 1}]

out[13]=
30

4.20. abra. Ez csak az [[ F(r(u,v)) - (r, X r,)dudv-t szamitja ki. Lehet, hogy ezt —1-el
meg kell szorozni.

i j k
2.1épés: Meghatarozzuk a normaélis vektort. Ehhez kiszamitjuk azr! xr, =1 0 2u
2 -1 3

2ui+ (4u — 3) j — k. Mivel a k egyiitthatoja negativ ezért az r), X r/, lefelé mutat,

tehat a keresett normalis n = —r/, x r, = (—2u, 3 — 4u, 1).

3.1épés: Kiszamitjuk az F (v (u, v))-n skalarszorzatot: F (r (u,v))-n =6u—7u+120—
12uv + 2u?v + duv?

- |
4.1épés: [[FdA= [ [ 6u—Tu*+ 120 — 12uv + 2u*v + 4uv*dvdu = - - - = =30
F u=0v=0

Ez azt jelenti, hogy idSegységenként 30 egységgel tobb folyadék aramlik az F-en
keresztiil "lefelé”, mint “felfelé”.

Mikor Ugyanezt Mathematica programmal megcsinaljuk (1. 4.20. abra), legyiink
6vatosak mert a program nem tudja, hogy mi felfelé vagy lefelé akarjuk iranyitani a
feliiletiinket. Ezért kiiratjuk az n = r}, x r/-t és ha ennek &4llasa nem az amit a feladat
megkovetel, akkor a végeredményt —1-el megszorozzuk:
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56. PELDA: Legyen A(1,0,1); B(1,1,1); C(2,0,3). Legyen F az ABC haromszog,
és iranyitsuk F -et a "lefelé” mutato normalissal. Legyen tovabba F' = (5,4, 3).
Kérdés: Mivel egyenld f [ FdA?

Megoldas: Mivel F konstans és F egy Slkldom igy a fluxus az F nek a normalisra esd
vetiilete szorozva a teriiletével. Legyen b = AB = (0,1,0); &= AC = (1,0,2)

ij k
bxc=101 0] =(20,—1), mivel az utols6 komponens negativ, ezért b x ¢ a
1 0 2

megfelel6 norméalvektor.

— — — g
Az F vetiilete a b X ¢-re: F'- d

Nt
Nt

oL

X
X

XC

. Tehat a fluxus: F -

. A haromszog teriilete:

S

N
C

S

2}

l;x€|
2 T 2 PR

Oll

X
L. 5 4

F.(bxd) _ Fbe _ 1
a =510 1
1 0

N O W
|

5 3 =
: 2‘:%:£deA.

4.3.1. Gauss-féle divergencia tétel

26. DEFINICIO: Legyen F:R3 > R3 Az F divergencidja az (x,y, z) pontban:

OF, O0F, I 0F;

divF (2,y,2) = -+ 9 " on

ahol ﬁ = (F17F2’F3) o

57. PELDA: Legyen F (,y,2) = (xy,y?*sin z, 2% + y) . Ekkor

. _’7 a a 2 . a 2 o .
dwF—%(xy)—Fa—y(y sz)—i-&(z +y) =y+2ysinz + 2z

A vektortér divergenciaja tehat egy valos értéki fiiggvény, vagyis a divergencia egy

adott pontban egy szam, (ellentétben a rotacioval, ami egy vektor). A divergenciat a
forraserdsség mértékeként szoktak hasznalni. Hogy miért, azt a kovetkezs tétel mutatja.

27. DEFINICIO: Ha K egy test a térben, akkor 0K-val jeloljiik a K hatarat. Itt
mindig feltessziik, hogy 0K egy iranyitott feliilet a kifelé mutato normdlissal:
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4.21. abra.

28. TETEL: (Gauss tétel vagy Divergencia tétel) Legyen K egy test a térben.
A OK-t, a K hatarat (feliiletét) a kifelé mutaté normalissal iranyitjuk. Ekkor:

// FdA = /// divﬁda:dydz,
oK K

ahol az F' a K minden pontjaban értelmezve kell legyen, és divF egy valos értékd
fiiggvény.

Legyen K egy test a térben. A 0K-t, a K hatéarat (feliilletét) a kifelé mutato normalissal

irdnyitjuk. Ekkor:
// FdA = /// divﬁdxdydz,
oK K

ahol az F' a K minden pontjaban értelmezve kell legyen, és divF egy valos érteki
fiiggvény.

Alkalmazds: Legyen p egy nagyon kicsi szam ( majd p — 0 ), és a tér egy P pontja
koriil tekintsiik a p sugara B, gombot.
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Ezt frjuk K helyett a fenti tételbe. Iranyitsuk a B,-nak a 0B, feliiletét a kifelé
mutat6é normaélissal. Ekkor, ha p nagyon kicsi, feltehets, hogy divF |B,= divF (P).
(Ezzel kicsi hibat vétiink, ami p — 0O-ra kiesik!)

Ekkor a Gauss tétel jobb oldala:

/// divFdzdydz = divF (P) - tér fogat(B,).
Bp

Tehat a Gauss tétel szerint:

// FdA = divF (P) - tér fogat(B,)

9B,
[f FdA
vagyis divEF (P) =~ téiio”g—at(Bp). Pontosabban:
[[ FdA
9B,

divF (P) = lim ——————.
wF (P) pl—%térfogat(Bp)

Tehat a divergencia a P-ben éppen egy nagyon kicsi gomb feliiletén idGegység alatt
kiaramlo folyadék térfogata, osztva ezen kicsi gbmb térfogatéaval.

A eset: divE (P) < 0, ekkor tobb folyadék folyik be, mint amennyi kifolyik egy P
koézépponti kicsike sugari gombbe. Ezért a P pont elnyeld.

B eset: divF (P) > 0, ckkor egy P kériili kicsiny gombbél t&bb folyadék folyik ki, mint
amennyi befolyik, tehét a P pont egy forrds.

C eset: divF (P) = 0, ekkor ugyanannyi folyadék folyik be, mint amennyi kifolyik egy
P koriili kicsiny gémbbdl.

58. PELDA: Legyen T a 1.22. abran lathato témor torusz, melynek OT' feliiletét a
kifelé mutatoé normalissal iranyitottuk. Legyen F' (x,y, z) = (yz, 2z, 2y) és G (x,y, 2) =
(22 + y*,y + sin z, z — 23) Hatérozzuk meg:
a.) [[FdA és

ar
b.) [[GdA értekét!

ar
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ar

4.22. 4abra.

Megoldas: divF = 0, divG = 2+ 1+ 1 = 4. Tehéat mivel a divergencia mindkét
esetben konstans fliiggvény, ezért a Gauss tételbdl kapjuk:

[[ FdA = [[[ divFdxdydz = 0, (divF azonosan nulla)

oT T

I GdA = [ff divGdrdydz = 4 - tér fogat (T) , (divG = 4).

oT T
Kérdés: Mi a T tomor torusz térfogata?
Tudjuk, hogy a T-t ugy kapjuk, hogy a D = {(z,2): (z — 3+ 22 < 1} korlemezt
megforgatjuk a z tengely koriil. A D-t meghatéarozo (x — 3)2+z2 = 1 kor 2-hez kozelebbi

felkorive: © = f1 (2) =3 — /1 — 22, és a tavolabbi: z = f5 (2) =3 + V1 — 22.
A torusz térfogatat tgy kapjuk, ha azon térfogatbol, melyet az x = f5 (2)-nek a

1
z tengely koriili forgatasabol kapunk: 7 [ f3 (2) dz, kivonjuk az x = f; () 2 tengely
1

1
koriili forgatasaval kapott térfogatot: m [ f7 (2) dz.
21

1
Térfogat(T) == [ f3(2) = f7 (2) dz =

-1
1

T[(94+6VI—22+1—-2%)—(9-6V1—22+1—2%)dz=
-1

1 1

T f 121 — 22dz = 127 f V1 — 22dz = 672
1 —1
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T = fo(2)

4.23. abra.

€Tr =

59. PELDA: Legyen ? = (2y,z2,2% + y?). Az F feliiletet tgy kapjuk, hogy az xz-
stkban fekvs z = 22, 0 < 2 < 1 gorbét a z-tengely koriil megforgatjuk és az F feliiletet
a lefelé mutaté normalissal irdnyitjuk. Feladat: Hatarozzuk meg az F' fluxusat a F-en
keresztiil a Divergencia Tétel felhasznalaséaval!

Megoldas: Vegyilik észre, hogy F majdnem olyan mint egy kehely, amelynek a
"fedele" a z = 1 magassidgban az xy-sikkal parhuzamos 1 sugari korlemez. Nevezziik
ezt a korlemezt A-nak és iranyitsuk a kehelybdl kifelé (azaz felfelé) mutaté normalissal.
Nyilvan az A paraméterezése:

r(u,v) = (ucosv,usinv,1), 0 <u <1, 0 <v < 2. (4.7)

Nevezziikk K-nak azt a testet amit alulrél az F feliilr6l az A hatarol. Ekkor nyilvan
0K = FUA. Innen és a Divergencia Tételbdl kovetkezSen

/ / / divFdzdydz = / / FdA = / / FdA + / / FdA (4.8)

Mésrészt azt ranézésre latjuk, hogy div? = 0. Tehat a keresett

// FdA = —//?dﬁ. (4.9)
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Vagyis a képlet jobb oldalan all6 fluxust elég meghatarozni, ami nyilvan sokkal konnyebb
kell legyen mint a baloldali fluxus. Az [[ Fd4 kiszémftasahoz felhasznaljuk az A-nak
A

a (1.7)-ben adott paraméterezését. Ezzel
r, xr, = (0,0,u).
Ez felfelé, vagyis az A iranyitasaval megegyezd irdnyba mutat.
?(r(u,v)) = (usinv, ucosv, u?).

Tehat
?(r(u, v)) -1, x 1), =u’

//?dZ—-//?dZ—— /1 7u3dvdu——7r/2.

u=0 v=0

Innen

8. FELADAT: Legyen A az x + y + z = 1 sikban fekv egység sugartu kor, melynek

kozéppontja O = (%, %, %), a felfelé mutaté normaélissal iranyitva. Legyen K egy olyan
ktp, melynek al%a ja A éslegyen N a K kup paléstja a kupbol kifelé mutato normalissal

iranyitva. Az F'(x,y,z) = (a,b,c) konstans vektortérrgl csak annyit tudunk, hogy
[[F =375 Kerdes: [[ F =7
N A

Megoldas: Alkalmazhatjuk a Divergencia tétel. Konstans vektor tér esetén a diver-
gencia elttinik: div F' = 0. Tehét a Divergencia tétel szerint

oz///divﬁdxdydz://Fdﬁ://?dXJr//FdX:3.75+//?d2

Tehat [ FdA = —3.75.

9. FELADAT: Legyen ?(az,y,z) = 3z + 2%,y,2*> + y?). Legyen G az origd kozép-

ponti egységsugart gombnek az ry-sik feletti része. G = {(z,y,2) : 22 + 9> + 22 < 1, z > 0}.

A G feliiletének az xy sikba esG része az orig6 kozépponti egységsugari kor A =

{(x,y,2) : 22 +y* <1, 2 =0} amit a lefelé mutaté normalissal iranyitunk. Legyen S

a G feliileltének az xy-sik feleti része. Vagyis S = {(x,y,2) : 2> +y* + 22 =1, 2 > 0},

a gombbdl kifelé mutato irdanyitassal. A Divergencia tétel segitségével hatarozzuk meg
fluxusat az S-en keresztiil.
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Megoldas: div? (x,y,2) =4. A G feliilete 0G = AUN. Tehat a Divrgencia Tételbdl:

/ Fdd — / / / div F dzdyd= — / / FdA = térfogat(G) / FdA

_ 37r—/ FdA

Tehat csak f f ?dZ—t kell meghataroznunk. Az A korlemeznek az egy paraméterezése
A

r(u,v) = (ucosv,usinv,0), 0<u<l1, <v <27,

Ekkor r/, x r/ = (0,0,u). Ez felfelé mutato, de az A a lefelé mutaté normalissal
van iranyitva ezért majd—1-el szoroznunk kell. Most ? et lokalizaljuk az A feliiletre:
(r(u,v)) = (3ucosv,usinv, u?). Tehat

Fr(u,v) - (t) x ') = o

Innen )
1
/ FdA = / / uddvdu = —2#1 =—m/2.
u=0v=0
Tehat

/ ?dzziw—(—m):w(;%).

4.3.2. Stokes tétel

28. DEFINICIO: Azt mondjuk, hogy az F feliilet, és annak OF hatéra koherensen
vannak irdnyitva, ha egy ember végigsétal 0F-en a OF iranyaba tugy, hogy a feje a
labahoz képest az F iranyitasdnak megfelelGen van, és a feliilet az ember bal kezére
esik.

60. PELDA: Az F a 1.25 abran lathato henger palastja, OF a henger alap és feds
kore.

Ha F a kifelé mutatoé normalissal iranyitott, akkor hogyan kell iranyitani a henger
hatéarat, 0F-et alkoto also és fels6 koroket ahhoz, hogy az F és OF koherensen legyenek
irdnyitva?
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4.24. abra.

aF

OF

4.25. abra.
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(

A henger palést feliilet hatdara

|

4.26. abra.

Megoldds: Az als6 kor irdnyitasa: az 6ramutatoval ellentétes
A fels6 kor irdanyitésa az éramutatoval egyezik.

29. TETEL: (Stokes tétel) Tegyiik fel, hogy az F feliilet és annak OF hatéra
koherensen iranyitott. Ekkor, ha az F parcialis derivaltjai az F minden pontjaban

definialtak, akkor:
/ﬁdf'z //curl (ﬁ) dA
‘F

oOF

1. A F feliilet hatara a 0F, legtobbszor egy gorbe.

2. Az is lehet, hogy a F hatara, OF egynél tobb gorbe unidja, mint egy hengerpalast
esetén.

3. Az is gyakran el6fordul,hogy a F hatara az tireshalmaz. Példaul: ha a F egy
gomb feliilete, vagy a F egy krumpli feliilete. Ebben az esetben 0F = () vagyis

Ik Fdr = 0, igy ha F egy test feliilete, akkor [ curl <ﬁ) dA = 0, kbvetkezik a
oF F
Stokes tételbdl.

61. PELDA: Legyen ~ a 4.27. abran lathato DEFG iranyitott gorbe, és F (x,y,2) =

(z,x, ). Mivel egyenls [ Fdr?
ol

Megoldds: Legyen F az a feliilet, aminek a v a hatara, v = 0F. Iranyitsuk F-et a
v-val koherensen. Ekkor mivel
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z n=(4,1,5)
G
H F
\ B
R y
4.27. 4bra.
i j k
curl (F) =2 a% Z | =(0,0,0) = 0 azt kapjuk, hogy [/ curl (F) dA = 0.
F
r oy 2

Hasznalva a Stokes tételt: [ Fdr = [[ curl (ﬁ) dA = 0.
oF ba

62. PELDA: Legyen F = {(z,y,2) | 22 + y*> < 1,2 = 0}, vagyis F az xy sikbeli egy-
ség sugari korlemez, a felfelé mutatdé normaélissal irdnyitva.
Legyen F (z,y, 2z) = ——— (y, —z,3z) . Mivel egyenls [ Fdr?

oF

Va2

Megoldds: Szamoljuk ki [ FdF-et a vonalmenti integral kiszamolasara tanult for-
oF

mulaval: OF egy paraméter, r(t) = (cost,sint,0), ahol 0 < t < 2x. F(r(t)) =
(sint,—cost,0); I (t) = (—sint, cost,0). Tehat

F(r(t)-#(t) = —sin®t — cos®t = —1.

Vagyis
2 2w
/ﬁdf:/ﬁ@(t))-f(t)dt:/—1dt=—27r.
oOF 0 0
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Ha valaki a Stokes-tétel alkalmazaséval akarna az [ Fdr-et kiszamolni, akkor elgszor

oF
a
i j k
- d d )
curl (F) = oz By 9z

Y T 3z
\/x2+y2 \/12+y2 \/x2+y2 (41())

— <—3zy (® + 3/2)_3/2 32z (2% + y2)_3/2 , 0)

értéket hatarozza meg. Ebb6l viszont az adodna, hogy [ FdF = 0, hiszen az xy sitkban
oOF

(ahol z = 0), curl (F ) = 0. Valahol hiba van, hiszen az el6bb [ Fdi = —27 adédott.
OF

A hiba abbol adodik, hogy ebben az esetben NEM alkalmazhato a Stokes tétel.

Azért nem, mert a Stokes-tétel azon feltétele, hogy az F' minden parcialis derivéltja

létezzen az F feliillet minden pontjaban, nem teljesiil, mivel az Faz tengelyen nem
értelmezett.

A curl <ﬁ> fizikai jelentése

Legyen P a tér egy pontja, és S, egy P kozépponti, kicsiny sugart kor, melynek
normaélisa 7. 95, és S, koherensen iranyitottak.

Legyen K, = 05,. Ha p nagyon kicsi, akkor curl <ﬁ ) kozelitSleg egyenld curl <ﬁ (P))
az S,-n. Tehat |77| = 1.

// curl (ﬁ) dA ~ // curl <ﬁ (P)) - AdA = curl (ﬁ (P)) -7 - tertilet (S,) .

Tehat a Stokes-tételbdl: f Fdr = f Fdr = ff curl <ﬁ> dA ~ curl <ﬁ(P)> -7
K, S, S,
teriilet (S,).Ebbdl kovetkezik, hogy
f Fdr
-, K
- I(F(P))~ —2— .
neear ( ( )> teriilet (S,)

J Fdr

Pontosabban: ahol |77| = 1.

Kp
teriilet(Sy)’
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4.28. 4bra.

Vagyis a curl <ﬁ ) -nek az 7i-re es6 mergleges vetiilete egyenls (kozelitéleg, ha p > 0,

kicsi) az F altal a K o1 valo elmozdulas soran végzett munka, osztva az S, tertiletével.

63. PELDA: Legyen F (z,y,2) = (2%, 2 + 22 4 22,42 + ) egy folyadék sebességtere,
ami id6ben allandé. Elhelyeziink egy lapatkereket a folyadék aramlasénak az utjaba. A
lapatkerék centruma a P (1,1, 1), sikjanak norméalvektora 7 = (—2,5, —1) . Lenéziink a
lapatkerékre —n iranybol.

1. Kérdés: Forog-e a lapatkerék, és ha igen, az 6ramutato jaraséval egyez6 vagy azzal
ellentétes iranyba?

Vilasz: curl <]3) = (2y — 22,22 — 1,20+ 1), igy curl <]3(P)> = (0,1,3), ahol P =

(1,1,1) volt. Ekkor curl (ﬁ>-nek az i = (—2,5,—1)-re valo vetiilete: (0,1,3) -
S Fdr

7 —2,5,—1 . 7 7 -~ K ,
Gl 0,1,3) - E/ﬁ = \/% > 0. Tehat az % - curl (F (P)) R foritensy) Ossze-

fiiggéshdl az F pozitiv munkat végez a K,-n, tehat a folyadék pozitiv, azaz az
oramutato jarasaval ellentétes iranyba forgatja a lapatkereket.
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4.29. abra.

2. Kérdés: Ha a lapatkerék centruma a P (1,1, 1) pontban van régzitve, akkor hogyan
kell valasztani az 77 vektort ahhoz, hogy a lapatkerék

a. egyaltalan ne forogjon;
b. a leggyorsabban forogjon az éramutaté jarasaval egyezé (negativ) iranyba?

Vilasz az "a” kérdésre: A lapatkerék akkor nem forog, ha az F erétér nem végez rajta
munkat, vagyis, ha [ Fdr = 0. Hasznalva, hogy
KP
i Fdr
l (ﬁ (P)) ir
cur R
teriilet (S,)

ez akkor kovetkezik be, ha curl (ﬁ (P)) 1 7i. Tehat a lapatkerék nem forog, ha

i egy tetszdleges olyan vektor, ami merdleges a curl (F_” (P)) = (0,1, 3)-ra.

Példaul: 7 = (0, —3,1) és VAL (0,1,3).
S Fdr
Kp

Vilasz a b kérdésre: A curl <ﬁ (P)) RS Ter o]
ban forog a kerék az oramutatd jardsaval megegyezs irdnyba, ha legnagyobb

formula miatt leggyorsab-
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e

s

€xr

4.30. 4bra.

abszolut értékd negativ munkéit végez a folyadékaramlas rajta. Ez akkor ko-
vetkezik be, ha a curl (ﬁ (P)) - 17 a lehetd legnagyobb abszolut értéki nega-
tiv szam. Tehat © a —curl (ﬁ (P)) irdnydba mutatd egységvektor. Vagyis

- (0,-1,-3) 1
n = 49 —\/—1—0(0,—1,—3)

4.4. Green-tétel

A Stokes-tétel specialis eseteként kapjuk a Green-tételt!

Legyen S egy xy sikbeli tartomany, melynek hatara a 05 egyszerd zart gorbe, és az
F minden parcidlis derivdltja az S minden pontjdban létezik!

Ekkor ha F' egy xy sikbeli vektortér, vagyis

—

F(x,y,2)=(P(z,y),Q(z,y),0),
akkor curl (ﬁ) — (0,0,Q, — P!). Ezért a Stokes-tételbsl kapjuk, hogy [ Fdr —
oS
[[ curl (ﬁ) dA = [ 7 curl <ﬁ> dedy = [[ Q. — Pdxdy.
S S S

Mivel a fenti allitdsban mind az F vektortér, mind az S tartomany az zy sikban
van, ezért megfogalmazhatjuk egy sikbeli allitasként a tételt:
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N\

N

4.31. abra.

30. TETEL: (Green-tétel) Legyen D egy olyan tartomany a sikon, melynek ha-
tara a C' egyszerid zart gorbe. (D nem tartalmaz lyukakat!) Tovabba az F sikbeli
vektortér, minden parcialis derivaltja a DD minden pontjaban értelmezett. Nevezziik
az I komponens fliggvényeit P-nek és ()-nak, vagyis

F(z,y) = (P(z,9),Q(z,y)).

! l [ (@~ 7y) duay

Ekkor,

64. PELDA: Legyen F (z,y) = (2y,2) és C az (z —3)> +9(y —1)* = 9 ellipszis

pozitiv iranyitassal. Mivel egyenl az [ F'dr?
c

Megoldds: P(z,y) =2y, Q(z,y) =z, igy Q, = 1 és P, = 2. Tehat Q, — P, = —1.
Vagyis:

/Fdr —// — P) dxdy = —teriilet (D) = —7 - 3-1 = —3m.
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4.32. abra.

Teriiletszamitas Ha P (z,y) =0 és Q (z,y) = x, vagy P (z,y) = —y és Q (x,y) =

0=0Q,—F, =1

Tehat a fenti esetben: terilet (D) = [xdy — [ ydz. Itt hasznaltuk azt a jelolést,
c

C

hogy az F = (Fy, Fy) vektortérre:

/(Fldm + Fody) = /ﬁdr

v Y

Innen azonnal ad6dik, hogy

terilet (D) = /xdy — ydx. (4.11)

C

N —

Tekintsiik azt a speciélis esetet amikor a fenti C' gérbe

alakban adott. Ekkor

r=r(p), ahola < p <b

z(p) =1 (p)cosp, y(p) =r(p)sing.

Tehat a (1.11) jobb oldalan az integrandusz:

rdy —ydx = (x (@) -9 (0) —y (@) - (p)) de

4.12
=1r%(yp) [cos2 © + sin® ¢] dp = 2 (p) dp (4.12)
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4.33. abra.
Vagyis a (41.11) alapjan
b
1
Terilet (D) = 5 /7"2 (p) dep.

65. PELDA: Szamoljuk ki az r = sin 3y tugynevezett "haromlevelti 1ohere” (1. 4.34.
abra) teriiletét. ( Amikor sin3p < 0, akkor az r a formula szerint negativ lenne, ami
lehetetlen, hiszen r jeloli az origotol vett téavolsagot. Ezt tgy oldjuk fel, hogy ekkor az
(Ir|, ¢ + ) pontot abrazoljuk.)

Megoldds: Elég az els6 siknegyedbe es6 R teriiletet meghatarozni. Itt 0 < ¢ < .
A fenti képlet miatt:

(sin 3p)? d, elvégezve a kovetkezs szamitéso-

\w\:&

%
Terilet (R) =3 [ r*(p)dp =3

kat:
cos?3p + sin? 3p = 1 és
cos® 3y — sin? 3¢ = cos 6y
2sin”3p = 1 — cos 6 = sin” 3p = 1 (1 — cos 6y), adodik:

3 us
Teriilet (R) = 5 -5 [ (1 —cosbyp)dp = § [p — §sinbyp]? = 5.
=0
A haromleveld 16here tertilete: 31—”2 = %.

A kovetkezd feladat azért keriilt ide mert eredményére sziikségiink lesz az eggyel késébbi
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4.34. abra. Harom leveld 16here
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(3,y3)

feladat megoldésahoz: Ebben a feladatban az

/ xdy — ydx

C

vonal menti integralt kell majd kiszamolni. Ez definicié szerint azt jelenti, hogy a C'
gorbén integraljuk az F'(z,y) = (—y, z) vektor teret.

66. PELDA: Legyen C az az egyenes szakasz, melynek kezdépontja (a,b) , végpontja
pedig (¢,d). Mekkora az [ zdy — ydx értéke?
C

Megoldas: C' egy paraméterezése a kovetkezd: .
0<t<1,r(t)=(a,0)+t-(c—a,d—=0b) = (a+t(c—a),b+t(d=0), F(z,y) =

(—y,x), tehat F (v (t)) = (=b—t(d —b),a+t(c—a)),t(t) = (c—a,d—b). F (r(t))
i(t) = —b(c—a) —t(d—b)((i—a)+a(d—b)+t(c—a)(d—b) = ad — bc. Vagyis

fﬁdr:fﬁ(r(t))-i«(t)dt:fad—bcdt:ad—bc.
C 0 0

67. PELDA: Szamoljuk ki a 41.35. abran lathato poligon altal kozrezart T teriiletet!

Megoldds: Az elsé feladat eredményét és a Green-tételt hasznéaljuk. A Green-tételbsl
tudjuk, hogy ha C' = QlCi akkor

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu



142 Matematika MSc Epitémérnékéknek

Teriilet (t) = 1 [ady — ydz = %'21 [ xdy — ydz = %.leiyi_i_l — Zi1Y;, ahol 11 =
C fes =
x1, €8 Yny1 = y1. (Felhasznalva az el6z6 feladat soran kapott eredményt, azt, hogy

f rdy — yds = TYiy1 — Tiz1Yi-)
C;
Vagyis:

. 1
Teriilet (t) = 5[(351y2 — oY1) + (Tays — T3ya) + . ..

+ (xn—lyn - xnyn—l) + (xnyl - xlyn)]

Ez a képlet nemcsak akkor igaz, ha az (z1,v1), (%2, y2) ,. .. (¥, yn) pontok altal megha-
tarozott poligon konver. A poligon lehet konkdv is! A képlet egy ciklus segitségével
kénnyen programozhata!

4.5. Néhany feladat a vektoranalizisb6l

68. PELDA: Legyen F = L (aholr = (x,y,2) ésr = |r| ). Legyen S az x*+y*+2° =

b? gombfeliilete kifelé mutaté normalissal iranyitva. Keérdés: [[ FdA =?
s

Megoldas: Mivel a gombfeliilet minden pontjaban az F (r) irAnya a notmalvektor
irdnyéaval egyezik meg, ezért az F-nek normélis iranyu vetiilete az F' hosszaval vagyis

‘ﬁ (r)‘ == 1 egyenl6. Mivel a b sugaru gomb feliiletén vagyunk, itt » = b tehéat

T T
a normélis irdnyt vetiilet 7z minden pontban, tehét konstans. Mint tanultuk (1. (1.0)),
ekkor

o1 1
// FdA = R gombfelszin = ﬁ4627r =d4r
S

ami fiiggetlen a b-t6l.

69. PELDA: Szamoljuk kia [[[ div (ﬁ) dxdydz integralt, ha K az origd kozépponti,
K

b sugari gémb, ahol F ugyanaz mint az el6z8 feladatban!

Megoldas: Elgszor kiszamoljuk div (ﬁ) -et.
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.= T z
Mivel F'(z,y,2) = 5 = 3, Y 39 3
(\/a:2+y2+z2> (x/x2+y2+z2> <\/x2+y2+22)

R P F3

és

3
OF, (y/x2+y2—|—z2) —x% x? 4+ y? + 222z
ox (I2+y2+22)3

Va?+y?+ 22 (y? + 2% — 227)

(x2+y? + 22)3

oF, Vo422 (22422 -2y2) o OFs _ Va2 +y?+22 (y2+22-222)

Ugyanigy: 95 =

. Innen div (ﬁ) =

(x2+y2+z2)3 0z (:02+y2+z2)3

2 2 2(02 2 2,.2 2 2 2 2 2
OF, | OFy | oFy _ VT A+ (P4t 20%a? 42t 0ttt 222) st div (F) = 0 ¢
o toy T = ROk = 0. Tehdt div (F) =0 é

ezért [[[ div (ﬁ) dzdydz = 0.
K

4. MEGJEGYZES: A fenti két feladatban szerepld integralok a divergencia tétel két
oldalan allo integralok. Ezek kiilonbozdsége is mutatja, hogy a divergencia tételt csak
akkor alkalmazhatjuk, ha az F vektor tér a K test minden pontjaban értelmezve van.
(Ez a fenti F = % és K esetén nyilvan nem teljesiil.)

Vegyes feladatok

1. Ellenérizziik, hogy létezik-e potencial fiiggvénye a F(x, y, z) = (6x+y cos(xy), 22+
x cos(zy), 2y) vektormezonek és ha van, akkor szamoljuk ki a potencial fiiggvényt!

2. Legyen H az a haromszog, melynek csiucsai: A = (0,0,1),B = (1,0,0),C =

(0,1,0) és adott az F(x,y, z) = (1,2, 3) konstans vektormezs. Kérdeés: [[ FdA =7
D

3. Legyen F(z,y) = (ze® — y3, cos(y?) + %) és v az origd kozépponti egységsugari

kor az 6ramutato jarasaval ellentétesen iranyitva. Kérdés: [Fdr =?
Y

4. Legyen F(x,y,2) = (32%y?z, 223yz, 23y?) és  egy olyan gorbe, amelynek kezdd-

pontja A = (1,0, 1) és végpontja B = (2,1, —1). Kérdés: [ F(r)dr =7
v
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10.

11.

. Az S feliilet olyan mint egy lefelé forditott pohar. Két részbdl all: egyrészt a

pohéar aljabol:
{(z,y,2) 12 +y* <a’ és 2 =h},

tovabba a pohar oldalabol:
{(z,y,2) 2 +y*=a’ 60 <z < h}.

Iranyitsuk S-et a kifelé mutaté normalissal. Legyen F(x,y, 2) = (22, 2 +2y+ 2, 3).
A Gauss-divergencia tétel alkalmazasaval szamoljuk ki a [[ FdA feliiletmen-
S

ti integralt!

. A kovetkezd informaciot tudjuk az F vektormezérsl a B = (3,2,5) pontban:

divF(B) = =7 ¢s curlF(B) = (1,0,1). (Nem biztos, hogy mindkettére sziikség
lesz!) Legyen S a B kozéppontu r = 1073 sugari gombocske feliilete a kifelé
mutaté normalissal iranyitva. Adjuk meg ezen informaciokon alapul6 legjobb
becslést az [[ FdA felilletmenti integralral

S

Legyen F(z,y,2) = (62%y — 4yz3,22% — 4223, —122y2?). Ellendrizziik, hogy
konzervativ-e a vektor tér! Ha igen, akkor szamitsuk ki a potencialfiiggvényét!

. Legyen a v gorbe egy paraméterezése r(t) = (¢,1%,¢3), 0 < ¢t < 1. Tovabba adott

az F(x,y,2) = (:1:3 + z, Z;—y,xy) vektormezs. Kérdés: [ F(r)dr =7
v

. Legyen F az x—2y+z = 1 feliiletnek azon darabja, melynek az zy sikra esé vetiile-

te az a haromszog, melynek csucsai: A = (1,0,0); B = (0,1,0); C = (0,0,0). Ira-
nyitsuk F-et a felfelé mutato normélissal. Adott tovdbba az F(z,vy, z) = (y, 2, 2°)

vektormezs. Kérdés: [[ FdA =7
f

Stokes-tétel segitségével szamitsuk ki az [ F(r)dr vonalmenti integralt, ahol

5
F(z,y,2) = (2zy, 22, 2?) és v a z = x?+y? paraboloid és a z = y sik metszésvonala,
az Oramutatd jarasaval ellentétesen irdnyitva.

Legyen F(z,y,2) = (7,9, 2) éslegyen F = {(z,y,2) : a? + 22 =1¢s —2<y <1}
a kifelé mutato normalvektorral iranyitva. Kerdés: [[ FdA =?
]:
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12. Gauss-divergencia tétele segitségével szamitsuk ki az [[ FdA feliiletmenti integ-
F

ralt, ahol F(z,y, z) =
(22 + e¥*,y — zarctgr, 2%y®) és F = {(z,y,2) : 2* + y* = 4 és 0 < 2z < 3} henger
a kifelé mutaté normalissal iranyitva.

13. Green-tétel segitségével hatdrozzuk meg az r(t) = (cos®(t),sin’(t)), 0 < t < 2r
gorbe altal hatarolt tartomény teriiletét!
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5. fejezet

Appendix

5.1. Forgas feliiletek paraméterezése

Tegyiik fel, hogy adott az xz-sikban egy v gorbe, melynek egy paraméterezése:
r(u) = (ri(u),r2(w)), wel,

ahol az I vagy egy korlatos zart intervallum vagy egy félegyenes vagy maga a szamegye-
nes. Amikor a y-at megforgatjuk a z-tengely koriil, a v gérbének egy tetszéleges ug € I
paraméterhez tartozd Py = r(ug) pontjanak z koordinataja: ro(ug) ezen korbe fordulas
soran allandé marad és a Py pont ezen forgatas soran befutja a z = ry(ug) sikban a
z-tengelyre es6 kozépponti, ri(ug)-sugarta kort, ami tehat

(r1(uo) cos v, r1(up) sin v, ra(up)), 0<wv<2m.

Ez igaz a y gorbe barmely r(u) pontjara, tehat a y-gorbének a z-tengely koriili forga-
tasakor kapott feliilet paraméterezése:

r(u,v) = (r1(u) cosv, 1 (u) sinv, ro(u)). wel, 0<wv<2m. (5.1)
Példa: Legyen v az xz-sikban az z = 2, z = 0 kdzéppontu egységsugara kor (1. 5.1.
abra). Ennek paraméterezése: r(u) = (2 4 cosu,sinu), 0 < u < 27. Forgassuk meg

7-t a z-tengely koriil. Igy kapunk egy toruszt (1. 5.1. &bra). Ennek a fentiek szerint a
paraméterezése:

r(u,v) = ((2+ cosu)cosv, (2+ cosu)sinv,sinu) 0 < wu,v < 2.
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In8]:= ParametricPlot3D[{ (2 + Cos[u]) Cos[v], (2 + Cos[u]) Sin[v], Sin[ul},
{u, 0, 2Pi}, {v, 0, 2Pi}, AxesLabel » {x, y, 2}]

Inf6}= ParametricPlot[{2 +Cos[u], Sin[u]}, {u, 0, 2Pi}, AxesOrigin - {0, 0},
AxesLabel - {x, z}]

1.0
0s /\
ot .
. .5 3

(a) Eltolt kor az xz-sikban (b) A torsz

5.1. abra. A térusz szarmaztatasa mint egy eltolt korbsl szarmazo forgas feliilet.

Hasonléan, ha az zz-sikbeli 22 — 22 = 1 hiperbol4nak a jobboldali 4gat nevezziik -
nak. (1. 5.1. abra) Ennek egy paraméterezése: r(u) = (coshu,sinhu), u € R. Forgassuk
meg v-at a z-tengely koriil. Eredményiil egykoppenyt hiperboloid adodik (1. 5.2. abra),
melynek paraméterezése r(u,v) = (coshu cosu, coshusinu,sinhu), 0 < u,v < 27.

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME



4. Vektoranalizis 149

Inj3}= ParametricPlot[{Cosh[u], Sinh[u]}, {u, -1.5, 1.5}, AxesOrigin - {0, 0}, Inf4]= ParametricPlot3D[{Cosh[u] Cos[v], Cosh[u] Sin[v], Sinh[u]},
AxesLabel - {x, z}] {u, -1.5, 1.5}, {v, 0, 2Pi}, AxesLabel » {x, y, z}]

outia=

03 1 is 20 * outial= ,
0

(a) r(u) = (coshu,sinh u) (b) r(u,v) =
(cosh u cos u, cosh u sin u, sinh u)

5.2. abra. Az r(u) = (cosh u, sinh u)-nek a z-tengely koriili forgatasabol adodo hiperbola.
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5.2. Masodrendii feluletek

A mésodrendii feliiletek képeit a kdvetkezd oldalakon lathatjak. Itt most at ismételjiik
hogyan kell ezeket meg paraméterezni. Ebben két azonosségot hasznalunk:

cos’ x +sinx = 1, cosh?z — sinh®z = 1. (5.2)

. . 2 2 2 , , . . s .
(a) Ellipszoid: %; + ¥ + % = 1. Ennek paraméterezése a gdmb paraméterezésének
értelemszert modositasaabol adodik:

r(u,v) = (asinucosv,bsinusinv,ccosu) 0<u<m, 0<wv <27 (5.3)

Ugyanis, tekintsiik az r(u,v) = (cosu,sinu), 0 < u < 7 gorbét az xz sikon. Ez az
xz-stkon az origd kdzéppontu egy sugari kornek az a fele ami az x-tengely pozitiv
fele oldalara esik. Ha ezt megforgatjuk a z-tengely koriil, kapjuk az egységsugari
goémbot aminek a paraméterezése ugy adodik, hogy a fenti r(u, v)-bei cosu-bél a
forgatéas hatasara (coswucosv,cosusinv) lesz, a z koordinata: sinu nem véltozik.
Ezutén az a, b, c-vek valo szorzéas azt fejezi ki, hogy nem gombrdl hanem ellipszisrél
van szo.

inf54)= ContourPlot3D[x*2+y*2/(3/2)*2+2%2/4=1, {x, -1, 1},
{v, -3/2,3/2}, {z, -2, 2}, BoxRatios - Automatic, AxesLabel - {x, y, z},
PlotLabel » ellipszoid : x*2+y*2/ (3/2)*2+2%2/4=1]

wtf54]=

437 2
ellipszoid : x~ + - + i 1
x

5.3. abra. Ellipszoid. Altalanos formula: i—; + 2’—5 +5=1
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(b) Egy kopenyt hiperboloid: fl’—; -+ ‘Z—i — f—; = 1 Ennek paraméterezése abbol ado-
dik, hogy bevezetésként az x, » sikon tekintjiik az r(u) = (coshu,sinhu), u € R
gorbét. Ez az (5.2) jobb oldala miatt az 2? — 22 = 1 hiperbola baloldali 4ga-
nak a paraméterezése. Ezért kovetve az el6z6 feladat gondolatat, az egy kopenyt
hiperboloid egy paraméterezése:

r(u,v) = (acoshu - cosv,bcoshusinv, csinhu), 0 <v < 27,u € R.

[64]= ContourPlot3D[x”*2/ (9/16) +y*2/(3/2)*2-z"2/4=1, {x, -2, 2},
{v, -3.5, 3.5}, {z, -4, 4}, BoxRatios -» Automatic, AxesLabel » {x, y, z},
PlotLabel » {x*2/ (9/16) +y*2/(3/2)*2-z%2/4=1,
Egykopenyi hiperboloid}]

4=

{mxl a2
PR
9 9 4

= 1, Egykopenyi h.iperboloid}

5.4. abra. Egy kopenyti hiperboloid. Altalanos formula: z—z + Z—z — 'Z—i =1
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(c) Két képenyt hiperboloid: i—g — %5 — 5 = 1. Itt a paraméterezés a fentivel
teljesen anal6g modon:

r(u,v) = (acoshu,bsinhucosv, csinhusinv), 0 <v < 2m,u € R.

[69]= ContourPlot3D[x*2/(1/2) -v*2/(1/2)-2z*2/(1/3) =1, {x, -7, 7},
{v, -7, 7}, {z, -6, 6}, BoxRatios » Automatic, AxesLabel -» {x, v, z},
PlotlLabel -» {x*2/(1/2) -y*2/(1/2) -z"~2/(1/3) =1,

kétkopenyi hiperboloid}]

3=

{2 x* - 237 -3 2% = 1, hiperboloid kétképenyu}
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2

(d) Elliptikus kup: i—z + ‘Z—; — % = 0. Paraméterezése abbol adodik, hogy az z, z-
sikban tekintjiik az r(u) = (u,u) egyenest. Ha ezt megforgatnank a z-tengely
koril az r(u,v) = (u - cosv,usinv,u), v € R,0 < v < 27 kupot kapnank. Mi-
vel itt elliptikus kuproél van szo, az elobbi példakhoz hasonldéan korrigéljuk az
a, b, c-vel szorozva a megfelel6 koordinatakat. Kapjuk, hogy az elliptikus kup
paraméterezése:

r(u,v) =(a-u-cosv,b-u-sinv,c-u), ueR0<v<27

In[71]:= ContourPlot3D[x*2+vy*2/(1/4) -z~2/3=0, {x, -2.5, 2.5},
{v, -1.2, 1.2}, {z, -4, 4}, BoxRatios -» Automatic, AxesLabel - {x, v, z},
PlotLabel » { x*2+y*2/(1/4) -2~2/3 =0, elliptikus kip}]

7=

{.1'2 +447 - % = 0, elliptikus kﬁp}

2

5.6. abra. Eliptikus kap. Altalanos formula: j—; + ?;—z -5=0
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(e) Elliptikus paraboloid: z = i—z + .

;2 Paraméterezése trividlis:

U2 2

I'(U,U) = (U,’U, E bg)

In[72]= ContourPlot3D[z =x*2+y*2/2, {x, -2, 2}, {v, -3.5, 3.5}, {=z, 0, 4},
BoxRatios » Automatic, AxesLabel » {x, y, 2}, AxesLabel » {x, v, 2},
PlotlLabel » {z =x"2+y*2 /2, elliptikus paraboloid}]

72]=

2
{: =¥+ 17 , eliptikus paraboloid}

5.7. abra. Eliptikus paraboloid. Altalanos formula: z = 2—2 + z—j

tankonyvtar.math.bme.hu Simon Karoly, BME
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(f) Hiperbolikus paraboloid: =~ = i—j — g—j Paraméterezése trivialis:

u?  v?

r(u,v) = (U,U, ? - b2)

In[73]= ContourPlot3D[z ==x*2-y*2/2, {x, -3, 3}, {v, -3.5, 3.5},
{z, -5, 5}, BoxRatios » Automatic, AxesLabel » {xX, v, 2z},
AxesLabel - {x, v, z},

PlotLabel » {z ==x*2 -y*2 /2, hiperbolikus paraboloid}]

73]=

2
{: =x - 17 , liperbolikus paraboloid}

5.8. abra. Hiperbolikus paraboloid. Altalanos formula: z = i—z — z—z

Simon Karoly, BME tankonyvtar.math.bme.hu
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