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. Kovacsék naponta olvassék az ujsagot, majd a szoba sarkaban 1évé ujsagkupac tetejére teszik a kiol-

vasott példanyt. Esténként 1/3 valoszintiséggel, valamelyik csaladtag fogja a teljes tjsdgkupacot és
kidobja a szemétbe. Valahadnyszor 6t Gjsag gytilik fel a kupacban, Kovacs tur fogja magat és kidobja a
kupacot (1 valoszintiséggel). Tekintsiik esténként (tehéat az esetleges selejtezés utéan) a kupacban 1évé
ijsdgok szamat.
(a) Esszerti-e Markov lanccal modellezni a folyamatot? Ha igen, azonositsuk a Markov lanc allapot-
terét és frjuk fel az d&tmenetvaloszintiségek méatrixat.

(b) Vaséarnap este iires volt az ujsagkupac. Mekkora valoszintiséggel lesz csiitortok este pontosan egy
Ujsag a kupacban? Szamitsa ki esetszétvalasztassal és matrix hatvanyozassal is.

. Irjuk le egy olyan elagazo folyamat atmenet matrixat, amelyben az egyes egyedek leszarmazottainak

szama geometriai eloszlas.

. Tekintsiink egy Markov lancot a {0, 1} kételemd allapottéren, melynek dtmenet méatrixa

e[ 2]

Feltéve, hogy a lanc a kezdeti n = 0 id6pontban a 0 &llapotbdl indul, mennyi annak a valdészintisége,
hogy n = 3 id6pontban az 1 allapotban lesz?

Bernoulli-Laplace urnamodell keverésre

Két urnaban vannak golyoink: N darab mindkettében. A golyok kozil N kék és N piros. A golyokat

a kovetkezd képpen keverjiik: idGegységenként kivalasztunk véletlenszertien egy-egy goly6t mindkét
urnabol és a kett6t kicseréljiik. (Az egyes urndkban 1évS golyok szama nem valtozik, de a szinek
eloszlasa igen.) Irjuk le a folyamat S allapotterét és P atmenet méatrixéat.

. Markov-lanc kontrakcio

(a) Az X diszkrét ideji Markov lanc allapotainak halmaza S = {1, 2,3}, atmenetméatrixa pedig

3/7 3/7 17
P=| 1/11 2/11 8/11
1/11 3/11 7/11

A kezdeti t = 0 id6pillanatban a lanc allapotainak eloszlasa tetszéleges pg. Legyen

Y* 1 ha thl
712 ha X, #1.

Mutassuk meg, hogy az Y; folyamat szintén Markov lancot alkot és szamitsuk ki az &tmenetmat-
rixat.

(b) Legyen X, X5, ... homogén Markov-lanc az S véges allapottéren, P atmenetmatrixszal. Legyen
¢ S — S, nem feltétleniil injektiv leképezés. Fogalmazzon meg egyszerd feltételt P-re, hogy
Y1,Ys, ... is Markov-lanc legyen, ahol Y; := ¢(X;). Adja meg az 1j Markov-lanc d&tmenetmatri-
xat.

(c) Legyen S az a (?)—elemﬁ halmaz, aminek az elemei a Bernoulli-Laplace urna lehetséges konfi-
guracioi. Tekinsilik ezen az allapottéren a B-L modell keverési modell dinamikajat. Legyen ¢
az a fiiggvény, ami megmondja az els6 urnaban levé piros golyok szamat. Mutassuk meg, hogy
teljesiilnek a Markov-lanc kontrakcio feltételei.

6. Legyen Xy, X1,...,X,, homogén, véges allapotteri Markov-lanc pg kezdeti eloszléssal es P atmenet-

matrixszal. Mutassuk meg, hogy a Y; = X,,_; megforditott folyamat is egy (nem feltétleniil homogén)
Markov-lanc! Adjuk meg a kezdeti eloszlasat és az atmenetmatrixokat (matrixmiveletek segitségével).
Mutassuk meg, hogy az atmenetmatrixok valéban sztochasztikusak, azaz a sorosszegeik 1-et adnak.



7. Legyen X1, Xo,..., X411 egy nem feltétleniil homogén Markov lanc az S véges allapottéren. Legyen
Tnr1 € S az allapottér valamelyik allapota. Tegyiik tovabba fel, hogy P(X, 11 = x,.1) > 0. Igaz-e,
hogy az az Y1,Ys, ..., Y, sztochasztikus folyamat is Markov lanc, aminek allapottere S, és aminek az
eloszlasat a kovetkezSképp definialjuk: tetszéleges A C S™-re

P((}/la s 7YTL) S A) = P((X17 s 7Xn) S A|Xn+1 - xn—‘—l)

8. Legyen &1, &, ... fiiggetlen és azonos eloszlasu valoszintségi valtozok sorozata, melyeknek kozos elosz-
lasa P(§; =1) =p=1—-P(§ = 0). Legyen X,, := &, + &1 + Enio. Markov lanc-e az X, n € N,

valoszintiségi valtozod sorozat?

9. A&, t=1,2,... valoszintiségi valtozok legyenek fiiggetlenek és azonos P(§, = 1) =p=1—-P(¢ =
—1) eloszlasnak. Vizsgaljuk meg, hogy Markov lancot alkotnak-e a kovetkezs valoszintiségi valtozo
sorozatok:

(a) X; = &1 (beugratos kérdés!);

(b> Yi=&& .. &;

(c) Zy == ®(&,&41), ahol @(—1,—1) =1, &(—1,1) =2, ¢(1,—-1) =3, &(1,1) = 4.
A Markov lancokra szamitsuk ki az egy lépéses atmenetvaloszintiség-méatrixokat.
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