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A differencialhatésag fogalma Pontbeli differencialhatésag

Pontbeli differencialhatésag

Definici6 (Differencialhatésag)
A valés f fiiggvény a ¢ € Dy pontban differencialhaté, ha létezik az
f(x)—f
m= lim fx) = )
X—cC X —C

véges hatarérték.

Ekvivalens alak x = ¢ + h helyettesitéssel:

m— lim ()= f(0) . fleth) —f(c)

X—C X —C h—0 h

Az m szamot az f c-beli differencialhanyadosanak vagy c-beli derivaltjanak
nevezziik.
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A differencialhatésag fogalma Pontbeli differencialhatésag

Az el6z6 hatarérték épp az f grafikonjahoz hazott (¢, f(c))-pontbeli érints
meredeksége.
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A differencialhatésag fogalma Pontbeli differencialhatésag

Példa

Az f(x) = e~ fiiggvény grafikonjahoz ¢ = 0-ban hazott érint6 meredeksége

az e definicidja szerint 1,vagyis f itt differencialhaté és a derivalt értéke 1.
h__ 0 eh -1

. e )
||m —_— = ||m _— = 1
h—0 h h—0

Kovetkezmény
Az e fliggvény tetsz. ¢ € R-ben differencialhaté, és a derivalt értéke e€.

c+h c c(~h h
.oe —e .oefle" -1 Coe"—1
im ——— = lim ( ):echmi:ec

h—0 h h—0 h h—0 h
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Allitas
Ha az f fiiggvény differencialhaté a ¢ pontban és differencialhanyadosa itt

m, akkor érint&jének egyenlete

y =f(c)+ m(x — c).

Példa
Irjuk fel az f(x) = x? fiiggvény (1, 1) pontbeli érintSjének egyenletét!

Az érint6 meredeksége (iranytangense) a differencidlhanyados ¢ = 1-ben:

_ 2 _
e fim () =) X"
x—1 x—1 x—1 x—1

— lim(x+1) = 2.
x—1
Igy az érintd egyenlete:

y=142(x—1), azazy =2x — 1.

v

Wettl Ferenc el8adasa alapjan Differencialhatésag 2015.10.19. és 2015.10.26. 6 /32




LN RTENISE LEVEEERCEEIIMENN  Jobb és bal oldali differencialhatésag

Jobb és bal oldali differencialhatésag

Ertelemszertien médositva a definiciét:

Definicié

A valés f fiiggvény a ¢ € Dr pontban differencialhaté jobbrol (balrdl), ha
létezik az

o f0—fQ) et h) ()
x—ct X—C h—0+ X—cC

(m= lim () =FlQ) _ i Fleth) = f(e),
xX—c~ X—cC h—0— X —C

véges hatarérték.

Az m szamot az f c-beli jobb (bal) oldali differencialhanyadosanak vagy
c-beli jobb (bal) oldali derivaltjanak nevezziik.
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LN RTENISE LEVEEERCEEIIMENN  Jobb és bal oldali differencialhatésag

Peélda
f(x) = Ix|
h| — h
lim M = lim — =1 = jobb oldali derivalt 1
h—0+ h h—0+ h
lim Al =101 _ lim —" = _1 — bal oldali derivalt — 1
h—0— h h—0- h

Mivel a két egyoldali derivalt a 0-ban kiilonb6z8, f nem derivalhaté a 0-ban.

4

Példa
F(x) = v

lim vh=0 lim L
I _— = | =
h—0+ h h—0+ \/h ’

nincs véges hatarérték, a fiiggvény nem differencialhaté jobbrél a 0-ban.
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N RTENISE LBV EEERCEEIEM  Folytonossag és differencialhatésag

Folytonossag és differencialhatésag

Tétel (Differencialhaté fliggvény folytonos)

Ha f differencialhat6 c-ben, akkor ott folytonos is.

Bizonyitas

. _ i F) = f(c) _ _
dm F0) = fle) = Jim === (x=¢)=m-0=0,
ha m az f differencialhanyadosa c-ben.igy

lim f(x) = f(c).

X—C

Megjegyzés

Az allitas visszafelé nem igaz, pl. f(x) =|x| a ¢ = 0 pontban.
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Derivaltfiggvény
Derivaltfiiggvény

Definicié

Az f derivaltfliiggvénye az

' x— lim fx+ h) — £(x)
h—0 h

fliggvény,mely f differencialhatésagi helyein van értelmezve.

A derivaltfiiggvényre egy masik szokasos jeldlés: STC-

Definici6 (Magasabbrendii derivaltak)
I — (f/)/' £ — (f//)/,f'(n) — (f(n—l))/ J

. 2015.10.19. és 2015.10.26. 10 /
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A differencialhatésag fogalma Derivaltfiiggvény

Példa
° (ex)/ = X
e (a)’ = 0 (konstansfiiggvény derivaltja 0)
o (x") = nx""1, ha n pozitiv egész szam, ugyanis ¢ € R esetén:

.o xT=c"  (x =o)X X204 xe™2 4 ")
lim ——— = lim =
x—=c X —C x—cC X —C

— lim (Xn—l +Xn—2 n—2 + Cn—l) _ ncn—l

X—C

c+...4+xc

2015.10.19. és 2015.10.26. ]?.é/
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A differencialhatésag fogalma Derivaltfiiggvény

Példa

sin’ x = cos x, ugyanis ¢ € R esetén
sin(c + h) —sin(c) sin ¢ cos h + cos ¢ sin h — sin(c)

h0 h h0 h

. coscsinh—sinc(1 — cos h)
- I|m =

h—0 h

in h 1-— h

= lim (cos c)SIn — (sin c)ﬂ = (cosc)-1—(sinc)-0=cosc,

h—0 h
ugyanis
! 1—cosh | (1 —cosh)(14+cosh) . 1—cos’h
im ——— = = lim ———— =
h—0  h h—0 h(1 + cos h) h—0 h(1 + cos h)

. 2 .
h h 1

lim —— " = fim " (sinh)————— =1-0-2=0

h—0 h(1 4+ cosh) h—0 h

2015.10.19. és 2015.10.26.
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HITNISEESRYEEI W Ml  Osszeg, szorzat, hanyados

Differencialasi szabalyok

Tétel

Legyenek f és g c-ben differencialhaté fliggvények, a € R konstans.
Q (af)(c) = af'(c)
@ (f+g)(c)="r"(c)+&'(c)
Q@ (fg)'(c) = f'(c)g(c) + f(c)g'(c)
(

o (1) =T8O MO iy (1) 1 £

ha g(c) #0

Bizonyitas (2)

7+ gy(e) — tim (PO E0) — (F(0) () _

X—C

lim <f(x)2 — i(c) + g(X)z — i(c)> =f'(c) +&'(c)

Wettl Ferenc eléadasa alapjan
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HITNISEESRYEEI W Ml  Osszeg, szorzat, hanyados

Bizonyitas (3)
f(x)g(x) — f(c)g(c)

() (c) = lim ~E =7
o 080 — F(e)g(x) + Fe)glx) — F()e(e)
= im (f(xx> SUCRRIPRLOE f(c))

f'(c)g(c) + f(c)g'(c)

Példa

(x")" = nx""1, ha n negativ egész szam, ugyanis legyen —n = m € N

1y (x™Y mx™~1 _
/ _ _ _ —m—-1 _ 1
(x"y = () =Gy = = T =

2015.10.19. és 2015.10.26.
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DHITTOISE ESRPEE WMl Osszetett fiiggvény differencialasa

Tétel (Lancszabaly)

Ha g differencialhaté c-ben, és f differencialhaté g(c)-ben, akkor f o g
differencialhaté c-ben, és

(fog)(c)=f'(g(c))g'(c)

Bizonyitas
(Fo8)(0) = lim "B~ (8L _
o Fe(x) — Flg(e)) | g(x) — ()
e g(x) - 8(o) x—c
o Fle0) — flg(e) | g0~ g(c)
X—C g(X) — g(C) X—c X —C
_ fly) - fg(c)) ... &(x)—g(c) _ . /
a yig(C) y —g(c) JHC x—c Fle(c)e (<)

. 2015.10.19. és 2015.10.26.
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DHITTOISE ESRPEE WMl Osszetett fiiggvény differencialasa

A f6 kérdés mindig: melyik a kiilsé fiiggvény?
Példa
o (sin?x)" =7
Kiilsé fiiggveny: f(x) = x? = f'(x) = 2x
Belss fiiggvény g(x) = sinx = g’(x) = cosx

(sin® x)' = 2(sin x) - cos x
o (sinx?) =?
Kiilsé fliggvény f(x) = sinx = f’(x) = cos x

Belss fiiggveny: g(x) = x?> = g'(x) = 2x

(sin x?)" = cos x? - 2x

2015.10.19. és 2015.10.26. ]jg/
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DHITTOISE ESRPEE WMl Osszetett fiiggvény differencialasa

Példa

(sin?x3) =7

Kiilss fiiggvény f(x) = x? = f'(x) = 2x
Belss fiiggvény: g(x) = sin x>

(sin® x3) = 2sin x> - (sin x3)’
(sinx3) =7

Kiilss fiiggvény f(x) = sinx = f'(x) = cos x
Belss fiiggvény: g(x) = x> = g'(x) = 3x2

(sin x3) = cos x> - 3x?
Tehat:

3. cosx3 - 3x?

(sin® x3) = 2sin x

v

2015.10.19. és 2015.10.26. 1?.’2/
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DHITTOISE ESRPEE WMl Osszetett fiiggvény differencialasa

Példa
T /
I . - , .
@ cos’' x = —sinx, hiszen cos' x = (sm (5 —x)) =
J— s s ! __ s — M
=cos(5 — x) - (5 —x)' = —cos(5 — x) = —sinx
. / . .
, 1 _ sin x sin’ x cos x — sin x cos’ x
°tg'x=—%5—, hiszen = 5 =
cos? x Cos X cos? x
COS X COS X 4+ sin x sin x 1
cos? x cos? x
, 1 . cosx\’/ cos' xsinx — cosxsin’ x
® ctg' x = ————, hiszen ( — = — =
SIn™ X SIin X sin© x
—Sin X sin X — COS X COS X 1
sin® x sin® x )
2015.10.19. és 2015.10.26. 18/
32
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DHITTOISE ESRPEE WMl Osszetett fiiggvény differencialasa

Példa

o (3*) = aIna, ahol a > 0,hiszen (a¥) = (e*")' =

exlna(XIn a)/ _ exlnalna — 2Ina
e = (T (TR T
o (chx) = (ex +2e_x>' _ & —2e_X — chx
+ o= (5) = () =
o (cthx) = (Z:j:)’ _ (Sh2);h_2)(;h2x) _ _Sh;;X

2015.10.19. és 2015.10.26.
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Differencialasi szabalyok Implicit fliggvény derivaltja

Definicié (Implicit fiiggvény)

F(x,y) =0, melyrdl foltessziik, hogy F(xo,y0) = 0, és az (xo, yo) pont egy
kis kornyezetében y kifejezheté x fliggvényeként, azaz van olyan f fliggvény
ése >0, hogy x € (xo —€,x0 + €) esetén F(x,y) =0 <= y = f(x).

Tekintsiik a h(x) = F(x, f(x)) fliggvényt.

x € (xo — &, X0 + €) esetén h(x) = F(x, f(x)) =0 = vagyis xo-ban a
derivaltja is 0 lesz. = Ebbél az dsszefliggésbdl pedig ki lehet fejezni
f/(X())—t.

f(x)-re szokas ilyenkor az y(x) jeldlést is hasznalni.

2015.10.19. és 2015.10.26. %g/
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Példa
M i 2 = x3 — x gorbe érintsjének deksé 2,6 ban?
ennyi az y* = x> — x gorbe érint6jének meredeksége a (2,1/6) pontban?

F(x,y) = y? — x>+ x = y = y(x) és tekintsiik a derivaltat xo = 2-ben:

0= %F (%, ¥(x)) [x=2= CfiXY(x)z—x3+x lx=2= 2y(x)y"(x) =3x* +1 |x=2

=0=2y(2)y’(2) —3-22+1

iy 3:22—-1 11
YT Te "o

Megjegyzés
Mivel a differencialas linearis mivelet, ezért az egyenletet nem sziikséges a
derivalas el6tt atrendezni. )

2015.10.19. és 2015.10.26. 21 /
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DH{RENISEIEERTZE\\WI Sl Inverz fliggvény derivaltja

Tétel (Inverz fliiggvény derivaltja)
Ha f differencialhaté az [ intervallumon, és a derivalt sehol sem 0, akkor az
f fliggvény g inverze is differencialhato, és

, 1

£ Fog

Bizonyitas (vazlat)

x = f(g(x)), ennek implicit derivaltja

1=(e()- ) = &)= 77

Megjegyzés
Ha a €/, és b= f(a), akkor

1 1

/
g'(b) =5 58
f'(g(b))  f'(a)
015710719765 201510726 2 /
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DH{RENISEIEERTZE\\WI Sl Inverz fliggvény derivaltja
Példa

o (Inx))==,x>0

X |

g(x) =Inx az f(x) = e fliggvény inverze, és f'(x) = €, igy

1 1 1

T glx)) e x

(Inx)' = g'(x)

Inx\’ 1

o (log,x) = (—) =
(log, x) Ina xIna

e Ha a € R, akkor az x?~! fiiggvény értelmezési tartomanyanak minden
pontjaban

(Xa)/ _ aXa—l7

hiszen

1
(Xa)l — (ealnx)/ — eaInX(alnX)/ —x?.3. ; — aXa—l'

2015.10.19. és 2015.10.26. %g/
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DH{RENISEIEERTZE\\WI Sl Inverz fliggvény derivaltja

Példa

1
e (arcsinx) = ——, x € (-1,1)
1 2

g(x) = arcsinx az f(x) = sinx|[_z =) fiiggvény inverze, és
f'(x) = cos x, igy

1 1

(arcsinx)’ = g'(x) = (g(x)) - cos(arcsin x) N

1 1
\/1 — sin?(arcsin x) VI

mert cos(arcsinx) > 0 a (—g, 5)—n.

2015.10.19. és 2015.10.26. %g/
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DH{RENISEIEERTZE\\WI Sl Inverz fliggvény derivaltja

Példa
1

Vi S

e (arccosx) = — (—1,1), ugyanis arccos x = 5 — arcsin x

xeR

1
1+ x2'
g(x) = arctgx az f(x) = tg x](_gg) fliggvény inverze, és

o (arctgx) =

1 cos? x + sin? x
F1(x) = (tgx) = = =1+tg’x, i
(x) = (tgx)' = 5 o x +1tg° x, igy
arctgx) = g'(x) = = =
(rete )" =809 = g ) I
cos?(arctg x)
1 1
1 +tg2(arctgx) 14 x2
1
o (arcctgx) = ———5, x € R, ugyanis arcctgx = 5 — arctg x

1+ x2'

2015.10.19. és 2015.10.26
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DH{RENISEIEERTZE\\WI Sl Inverz fliggvény derivaltja

Példa
Hasonléan kiszamithat6 az area fiiggvények derivaltja:
1
o (arshx) = ——, xeR
( ) V1+x?
1
o (archx) = ———, x € (1, +)
x2 —1

o (arthx) = ﬁ x € (-1,1)

o (arcthx) =

1
m, X € (_OO,—].) U (1,+OO)

2015.10.19. és 2015.10.26. %g/
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DH{RENISEIEERTZE\\WI Sl Inverz fliggvény derivaltja

y y
| T |
\ |
arth|x / arcth x _ 1t
N 1 —x2
~_
—— X "\\ //—— X
\ [
[
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

Elemi fiiggvények derivaltja - dsszesités

f(x) f'(x)
a aeR 0
x?  aeR ax® T

sin x COS X

COS X —sinx

T 1
tgx x#-—+km kel | —
2 cos21x
ctgx xF km, keZ -—
sin“ x
e* ex
a* a>0 a*Ilna

sh x ch x

ch x sh x

th !

X
ch21x
cthx x#0 -—
sh” x

Wettl Ferenc eléadasa alapjan
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Differencialasi szabalyok Inverz fiiggvény derivaltja

Elemi fiiggvények inverzeinek derivaltja - 6sszesités

f(x) f'(x)
I
Inx x>0 -
¥
log,x x>0 X |{1 3
arcsinx x € (—1,1 —_—
(-1,1) T 2
arccosx x € (—1,1 e
(-1,1) %117 —
arctg x 1 +1)<2
arcctg x ) e
arsh x 1
\/x21+ 1
archx xé€ (1,00
(1,00) o
th -1,1
arthx xe(-1,1) 1 —1x2
arcthx x € (—o0,—1) U (1, 00) T
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Darboux-tétel

Definicié

f differencialhaté (derivalhatd) egy (a, b) nyilt intervallumon, ha annak
minden pontjaban differencialhaté.

f differencialhaté az [a, b] zart intervallumon, ha (a, b)-n differencialhaté,
tovabba a-ban jobbrél, b-ben balrél differencialhaté.

Tétel (Darboux-tétel)

Ha a és b olyan intervallum pontjai, melyen f differencialhaté, akkor f’ az
f'(a) és f'(b) kozdtt minden értéket folvesz, azaz f/
“Darboux-tulajdonsagi”.

Megjegyzés

A Bolzano—Darboux-tételben bizonyitottuk, hogy a folytonos fiiggvények
Darboux-tulajdonsagtak. Bar az elébbi tétel szerint intervallumon
differencialhaté fliggvények derivaltfiiggvénye is Darboux-tulajdonsagi, a
kovetkezé példa mutatja, hogy ' nem feltétleniil folytonos.

2015.10.19. és 2015.10.26.
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Darboux-tétel

Példa

) — x2sin(L) hax#0
*)=10 ha x =0

x#0: f(x) = (x%sin(x71)) =
= 2xsin(x1) + x2cos(x 1) (—1)x2 =
= 2xsin(1) — cos(1)
h? sin(

>

x=0: )"(O):i|7im0 =
—

= limp_0 hsin(3)

)—0
0

h
=0

— f’ nem folytonos a 0-ban, mert nem létezik ott hatarértéke

Wettl Ferenc el8adasa alapjan Differencialhatésag
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

Differencialhatésag fogalma, derivaltfiiggvény

Differencialhatésag és folytonossag kapcsolata

Differencialasi szabalyok (8sszeg, kiilonbség, szorzat, hanyados,
Osszetett fliggvény, inverz fiiggvény)

Elemi fiiggvények derivaltjai
e Darboux-tétel

2015.10.19. és 2015.10.26
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