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Monotonitas

Tétel
Legyen f egy valds fiiggvény, mely folytonos [a, b]-n és diffhaté (a, b)-n.
e f' >0 az (a, b)-n pontosan akkor, ha f monoton ndvekvé [a, b]-n.

e f' <0 az (a,b)-n pontosan akkor, ha f monoton csdkkené [a, b]-n.

Bizonyitas

Csak az ' > 0 esetet bizonyitjuk, a masik eset ugyanigy mikadik.
El6szor tegyiik fel, hogy f' > 0 az (a, b)-n és legyen a < x; < x2 < b.
Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt az [xi, x| intervallumra.
= Van olyan ¢ € (x1,x2), hogy f(x2) — f(x1) = f'(c)(x2 — x1).

xp —x1 >0és f'(c) >0 = f(x2) > f(x1), azaz f monoton ndvekvé
[a, b]-n.
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Bizonyitas (folytatas)
A masik iranyhoz tegyiik fel, hogy f monoton ndvekvé [a, b]-n, és legyen
c € (a,b).

F(c) = lim ") =9)
X—C X —C
Mivel f monoton névekvé [a, b]-n, ezért az % hanyados minden

x € [a, b] esetén nemnegativ = a hatarérték sem lehet negativ —
f' > 0.
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Tétel
Legyen f egy valds fiiggvény, mely folytonos [a, b]-n és diffhaté (a, b)-n.
e Ha ' > 0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton ndvekvé [a, b]-n.

e Ha f’ < 0 az (a, b)-n, akkor f szigortan monoton csokkend [a, b]-n.

Bizonyitas

Legyen a < x1 < xo < b. Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértéktételt az
[x1, x2] intervallumra.

= van olyan ¢ € (x1,x2), hogy f(x2) — f(x1) = f'(c)(x2 — x1)

—
ha f’ > 0, akkor f(x2) > f(x1), azaz f szigorGan monoton ndvekvé

ha f' < 0, akkor f(x2) < f(x1), azaz f szigorGan monoton csokkend

Megjegyzés

Az illitas megforditasa nem igaz, példaul az f(x) = x3 fiiggvény szigortan
monoton novekvd, de 0-ban a derivaltja 0, azaz f’ > 0 nem teljesiil minden

pontban.
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Kovetkezmény
Tegyiik fel, hogy f folytonos az (a, b)-n és diffhaté az (a,c) és (c, b)
intervallumokon, és ¢ az f kritikus pontja.
e Ha " az (a, ¢)-n pozitiv, a (c, b)-n negativ, akkor f-nek c-ben lokalis
maximuma van.
e Ha f’ az (a, ¢)-n negativ, a (c, b)-n pozitiv, akkor f-nek c-ben lokalis
minimuma van.
e Ha f’ azonos elgjeli (pozitiv vagy negativ) az (a, c) és (c, b)
intervallumokon, akkor nincs lokalis szélséértéke c-ben.

Bizonyitas

Ha f’ az (a, ¢)-n pozitiv, akkor minden x € (a, ¢) elemre f(x) < f(c).
Hasonléképp, ha ' a (c, b)-n negativ, akkor minden x € (c, b) elemre
f(x) < f(c). Tehat ¢ maximumhely.

A masik két allitas hasonléan bizonyithaté.
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Példa
2
Hatarozzuk meg az f(x) = x7* + 3 fliggvény lokalis széls6értékhelyeit!

2 2
f'(x) = §x_1/3 + 3" © nincs értelmezve az x = 0 helyen.
f'(x) =0, ha x=—1.

A kritikus pontok x = —1, x = 0.

x (—o0,-1) -1 (-1,0) 0 (0,00)
' + 0 — nincs ért. +
f Va lok.max (1/3) N lok.min (0) N
y
X
4 -3 2 1 1
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Konvexitas

Konvexitas

Definicié

Az | itervallumon értelmezett f fliggvény konvex (konkav), ha a fiiggvény
grafikonjanak barmely két pontjat dsszekots har, a grafikon folott (alatt)
halad (beleértve, hogy a két grafikon egybeesik).

y

konyex

kav
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Tétel

Ha az / itervallumon értelmezett f fliggvény diffhaté, és f monoton
novekvé (csokkend) I-n, akkor f konvex (konkav) az /-n.

Tétel

Ha az / itervallumon értelmezett f fliggvény kétszer diffhaté, és f” > 0
(f" < 0) az I-n, akkor f konvex (konkav) az /-n.

Példa

f(x) =3 +sinx
f"(x) = —sinx

_M ;s(x) = COS X
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Konvexitas

Definicié

Az f fiiggvénynek a ¢ pontban inflexiés pontja van, ha f-nek létezik a
derivaltja (véges vagy végtelen) a ¢ pontban, és van olyan § > 0, hogy a
(c — 0, ¢) intervallumon f konvex, és a (c, c + d) intervallumon f konkav,

vagy forditva. .

0. ¥y WL

ld_sccys s C i " — 5 Cc+6
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Konvexitas

Tétel

Ha f kétszer diffhaté (a, b)-n, és ¢ € (a, b)-ben f-nek inflexiés pontja van,
akkor f”(c) = 0.

Azaz az "(c) = 0 sziikséges, (de nem elégséges) feltétele annak, hogy egy
kétszer diffhaté fiiggvénynek inflexiés pontja legyen c-ben.

Tétel

Ha f kétszer diffhaté az (a, b)-n, és valamely § > 0-ra f” >0 a (c —d,¢)-n
és f” < 0a (c,c+ 0d)-n, vagy forditva, akkor ott inflexiés pontja van.

v

Tétel

Ha f diffhat6 (a, b)-n, és valamely c € (a, b)-re f’ az (a, ¢)-n szigorGan
monoton ndvekvs, (¢, b)-n szigortan monoton csokkend (vagy forditva),
akkor f-nek c-ben inflexiés pontja van.
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Konvexitas

Példa

(Ahol a masodik derivalt 0, nem biztos, hogy inflexiés pont van.)
Hatarozzuk meg az f(x) = x* — x fiiggvény konvex és konkav tartomanyait
és inflexiés pontjait!

f'(x) = 4x3 -1
f(x) = 12x°
Bar f”(0) = 0, itt nincs inflexiés pontja f-nek, mert f” elStte és utana is

pozitiv, azaz az f el6tte és utana is konvex (igy az egész szamegyenesen
konvex).
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Konvexitas

Példa

(Inflexiés pont lehet ott, ahol f” nincs értelmezve.)

Hatarozzuk meg az f(x) = x"/* fiiggvény konvex és konkav tartomanyait és
inflexiés pontjait!

f'(x) = %x_2/3
f"(x) = —gx_%

Bar f” nincs értelmezve a 0-ban, itt mégis inflexiés pontja f-nek, mert "
el6tte pozitiv, utana negativ, azaz az f el6tte konvex, utana konkav.

/

_
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Konvexitas

Tétel (Masodik derivalt és a lokalis szélsGérték)

Legyen f” folytonos egy, a ¢ pontot tartalmazé, nyilt intervallumon.
e f'(c) =0, f"(c) >0 = f-nek c-ben lokalis minimuma van.
e f'(c)=0, f’(c) <0 = f-nek c-ben lokalis maximuma van.

e f'(c) =0, f"’(c) =0, akkor tovabbi vizsgalat sziikséges.

Bizonyitas

Ha ”(c) > 0, akkor " folytonossaga miatt ¢ egy kdrnyezetében

f"(x) > 0, igy f’ szigorGan monoton ndvekvé. Ugyanakkor f'(c) = 0, igy
f'(x) eléjele x < c esetén negativ, x > c esetén pozitiv. = f-nek c-ben
lokalis minimuma van.

A masik eset hasonléan bizonyithaté

Kovetkezmény

Ha " folytonos a ¢ pontot tartalmazé nyilt intervallumon, f”(c) =0,
f"(c) # 0, akkor f-nek c-ben inflexiés pontja van.
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Konvexitas

Példa

Keressitk meg az f(x) = %x5 — x* + x3 + 3 fiiggvény lokalis
szélsértékhelyeit és inflexids pontjait!

f'(x) = x* — 4x3 + 3x%2 = krit. pontok: x12=0,x3=1,x=3
f(x) = 4x3 — 12x2 + 6x,

(1) = =2 lok.max., f”(3) = 18 lok. min., f”(0) =0 =

f"(x) = 12x? — 24x + 6, f"(0) # 0 miatt 0-ban inflexiés pont van.

. ok.max
inftl.pont \

\ ™
VI
\|/

Yok min.
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Teljes fuggvényvizsgalat

D(f), f szakadasi pontjai, szimmetriaja (paros/paratlan),
periodikussaga

', f" (esetleg ") meghatarozasa

kritikus pontok (f'-bél)

monotonitas, szélséértékhelyek

konvexitas, inflexiés pontok

aszimptotak (hatarértékek az ET szélein)

©0 0000

fliggvényértékek kiszamitasa (a fenti kiszamolt pontokban, x = 0-ban,
zérushelyek,. . .)

Q grafikon megrajzolasa
O értékkeészlet
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Fliggvényvizsgalat

Példa

Végezziink fiiggvényvizsgalatot az ¢/~ fiiggvényen!

o
2]

© 00

©

o

ET: R\ {0} (nem paros, nem paratlan, nem periodikus)

1 1 1
F(x) = —%;, F(x) = QX% + i—4
nincs kritikus pont
f’ < 0 mindeniitt, f mindeniitt szigortan monoton csdkkeng,
f"(x) = 0 az x = —1/2 helyen, " el6tte negativ (f konkav), utana
pozitiv (f konvex), tehat f-nek x = —1/2-ben inflexiés pontja van

lim e =0, lim e/* = 0o, => x = 0 fiiggdleges aszimptota
x—0~ x—0*t

Iirg e* =1 = y = 1 vizszintes aszimptota
X—>00

f(—Y2) = e 2~ 0.135, f(1) =
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Fliggvényvizsgalat

Példa
Q Grafikon:
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Fliggvényvizsgalat

Osszefoglalas

(szigori) monotonitas és a derivalt kapcsolata

a derivalt eljelvaltasa és a szélsGérték kapcsolata

f konvexitasa és f’ szigori monotonitasanak kapcsolata
f konvexitasa és f” el6jele kozti kapcsolat

inflexiés pont lézetése és f” nulla volta kdzti kapcsolat

masodik derivalt és a lokalis széls6érték kapcsolata

teljes fiiggvényvizsgalat
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