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[SIT-COWAS ROl Lokalis szélsSértékek

Lokalis szélssértékek

Definicié

Az f fuggvénynek a D(f) valamely ¢ belsé pontjaban lokalis maximuma

(lokalis minimuma) van,ha van olyan c-t tartalmazé nyilt | C D(f)
intervallum, melynek minden x elemére

fix) <fle)  (f(x) = f(c))

~_
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[SIT-CACOWAS ARl Lokalis szélsGérték és derivalt

Tétel

Ha f-nek c-ben lokalis széls6értéke van, és f diffhaté c-ben = f'(c) = 0.

Bizonyitas
Tegyiik fel, hogy f-nek lokalis maximuma van c-ben. Ekkor

f'(c) = lim ) = fle) <0

x—c+ X —C ’

Fle)— tim (= o

X—C— X—cC

= f'(c) csak 0 lehet. Minimumhelyre a bizonyitas ugyanigy miikodik.

Definicié

A c € D(f) pont az f fliggvény kritikus pontja ha f' nem létezik c-ben
vagy ha létezik és f'(c) = 0.

v
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[SIT-COWAS RGOl Abszolat szélséértékek

Abszolut szélséértékek

Definici6
Az f fuggvénynek a ¢ € | C D(f) pontban abszolit (globalis) maximuma
(abszolat minimuma) van az /I intervallumra nézve, ha minden x € | esetén

f(x) <f(c)  (f(x) = f(c))

@ A Weierstrass-tétel értelmében, ha f folytonos az [a, b] (korlatos és
zart) intervallumon, akkor van minimuma és maximuma.

o Kovetkezésképpen a folytonos f-nek abszolut szélséértéke a kritikus
pontokban vagy az intervallum a, b végpontjaiban lehet, és ezek kozil
a legnagyobb fv.-értékiiben van a maximuma, a legkisebb fv.értékiiben
a minimuma.
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ISP OVAT BNl Abszolut szélsSértékek

y

lok.
absz.max.

lok.max. lok.min.

lok.min. .
absz.min. lok.min.

lok.min.

ekritikus pont: f nem differencialhaté
e kritikus pont: f derivaltja 0
eintervallum végpontja

e abszolut (globalis) szélséérték
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[SIT-COWAS RGOl Abszolat szélséértékek
Példa

2 .
Hatarozzuk meg az f(x) = x7* + 3 fliggvény abszolut széls6értékhelyeit a
[—2, 1] intervallumon!

2 2
f'(x) = gxfl/"‘ + 3= nincs értelmezve az x = 0 helyen
f'(x)=0= x=-1

A kritikus pontok x = —1, x = 0, a végpontok x = —2, x = 1:

y
x |oo—2 |-1] 0 | 1 |
CIR AR R
~ 0.254
MIN | MAX ; ; | X
-2 -1 1
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RelE el
Kozépértéktételek

Tétel (Rolle-tétel)

Ha f folytonos [a, b]-n, diffhaté (a, b)-n és f(a) = f(b), akkor van olyan
€ (a, b), hogy f'(c) = 0.

Bizonyitas
f folytonos [a, b]-n, ezért van abszolit maximuma és minimuma.
Mivel f diffhaté (a, b)-n, ezért ezeket értékként

@ vagy a végpontokban

@ vagy olyan c belsé pontban veszi fel, ahol f'(¢) = 0.

Ha f a minimum és a maximum legalabb egyikét (a, b)-ben veszi fel, akkor
ott f'(c) =0.

Ha a maximumot és a minimumot is a végpontokban veszi fel, akkor

f(a) = f(b) miatt a fiiggvény konstans, igy mindeniitt 0 a derivalt.

v
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[T IRV Rolle-féle kézépértéktétel

y
f(a) = f(bj /.

¢ b

Példa

lgazoljuk, hogy az f(x) = x> + 4x3 4 3x + 1 fiiggvénynek pontosan 1 valés
gyoke van!

f'(x) =5x*+12x> +3>0Vx €R

f minden val6s helyen differencialhaté (és igy folytonos is). = Ha volna
f-nek két zérushelye, akkor a Rolle-tétel értelmében kéztiik valahol 0 lenne
a derivalt. = Legfeljebb egy zérushelye lehet.

Ugyanakkor f folytonos és f(—1) = —7, f(1) = 9, tehat a Bolzano-tétel
szerint a (—1,1) intervallumon f-nek van zérushelye.

v
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[T EAREDVIN  Lagrange-féle kdzépértéktétel

Tétel (Lagrange-tétel)
Ha f folytonos [a, b]-n és diffhat6 (a, b)-n, akkor van olyan ¢ € (a, b),
amelyre '(c) = %.

a

Bizonyitas

Legyen g az (a,f(a)) és (b, f(b)) pontokra fektetett szelSegyenes:

g0 = () + (1= )

Alkalmazzuk a h(x) = f(x) — g(x) flggvényre a Rolle-tételt:
e h(a) = h(b) =0,

o h(x)= (f(X) — f(a) — M(x - a)> = f/(x) — f(b) — f(a)

b—a b—a

— 3¢ € (a,b), ahol H(c) =0 = H(c) = F/(c) - LI 0

v
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[T EAREDVIN  Lagrange-féle kdzépértéktétel

-

__r_ g
X
a c b
2015.10.26. és 2015.10.28. 11 /
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[T EAREDVIN  Lagrange-féle kdzépértéktétel

Kovetkezmény

Ha minden x € (a, b) pontban f/(x) = 0, akkor f konstans az (a, b)
intervallumon (valamely C szamra f(x) = C).

Bizonyitas

Kontrapoziciéval bizonyitunk: ha f nem konstans, akkor nem lehet a
derivaltja mindeniitt 0.

Ha f nem konstans, van olyan p, g € (a, b), hogy f(p) # f(q).

Ezekre alkalmazva a Lagrange-tételt, kapunk egy olyan c € (p, q) értéket,

hogy
f(p) — f(q)
pP—q

f'(c) = #0,

tehat ezen a ¢ € (p, q) C (a, b) helyen f’(c) # 0.

2015.10.26. és 2015.10.28.
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[T EAREDVIN  Lagrange-féle kdzépértéktétel

Kovetkezmény
Ha £(x) = £/(x) a

z (a, b) intervallumon, akkor van olyan C szam, hogy az
(a, b) intervallumon f(x) =

g(x) + C, azaz f — g konstans.

Bizonyitas

A h(x) = f(x) — g(x) fiiggvény derivaltja h'(x) = f'(x) — g'(x) = 0, igy
h(x) = C, azaz f(x) = g(x) + C.

Példa

Melyik az a fliggvény, amelyiknek cos x a derivaltja?

Minden sin x + C alaka fiiggvény, ahol C tetszéleges konstans.

2015.10.26. és 2015.10.28. 13 /
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Kozépértéktételek Cauchy-féle kdzépértéktétel

Tétel (Cauchy-féle kdzépértéktétel)

Ha f és g folytonosak [a, b]-n, diffhatéak (a, b)-n és g’-nek nincs
f'(c) _ f(b) —£(a)

g(c)  &(b)—g(a) |

zérushelye (a, b)-n, akkor van olyan ¢ € (a, b), hogy

Bizonyitas
g(a) # g(b), mert egyébként a Rolle-tétel szerint létezne olyan ¢ € (a, b),
hogy g’(c) = 0, de ezt a feltételek kdzt kizartuk.

N O RO P
h(x) = f(x) — f(a) 7g(b)_g(a)(g( ) —&(a))
h folytonos és diffhats, h(a) = h(b) = 0, H'(x) = f'(x) — mg,(x)

Alkalmazzuk a h fiiggvényre a Rolle-tételt —>
f'(c) _ f(b) —f(a)
3 c e (a,b), ahol H(c) =0 = = .
(2.0). ahol /(c) £(c)  &(b)&(2)

2015.10.26. és 2015.10.28.
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L 'Hospital- vagy |'Hépital-szabaly

Ha az f és g fiiggvény hatarértékét ismerjijk c-ben, abbél még nem mindig

tudjuk meghatarozni pl. az f + g, fg, &,... fiiggvények hatarértékét c-ben.

00
Hatarozatlan alakok: —, —, 000, 0o — oo, 1%, 0°, oc?.

Tétel (I'Hospital-szabaly)
Legyen f és g két olyan valds fliggvény, melyek
o diffhatéak egy I nyilt intervallumon (kivéve esetleg egy a pontot)

g (x)#0, haa#xel
o lim f(x) = lim g(x) = 0 vagy lim f(x) és lim g(x) mindegyike +00
X—a X—a X—a X—a

!
. . X —
o és létezik az L = lim / ) hatarérték.
x—a g (x)

Ekkor lim @ = L.
X—va g(x)

v
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L'Hospital-szabaly

Megjegyzés

Az el6z6 tételben a és L lehet +00 is, s6t a tétel féloldali hatarértékekre is
igaz.

Bizonyitas (I'Hospital-szabaly)
Az x — at, f(a) = g(a) = 0 esetet igazoljuk.
Alkalmazzuk a Cauchy-féle kdzépértéktételt az [a, x] intervallumra: |étezik
olyan ¢, € (a, x), hogy
f'lex)
g'(a)  &(x)—&(a)
f'lex) _ f(x)

Mivel f(a) = g(a) =0, ezért = —.

g/(cx) B g(X)
Ha x — at, akkor ¢, — aT is fonnall, ezért
f(x) ! f'llex) . f(x)

lim ) _ _ _
Xl>na1+ g(X) C><I—>3+ g/(cx) Xl[ng g,(X)

2015.10.26. és 2015.10.28.
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L'Hospital-szabaly

Példa

’ 2—x+3UH i XL
XL}moo e2x o ergo 2e2x x%oo 4e2X )
Példa
| / 1
lim xInx = Ilim X LH lim i =0
x—0t x—0t /X x—0t —]./X2
Példa
. X 1 o o xlnx—=x4+1pH Inx+1-—-1
lim | ————) = lim —————— = |lim ————
x—»1\x—1 Inx x=1 (x —1)Inx x=1 Inx + *=
xInx UH .. Inx+1 |nx+1 1
= lim ————— =" lim ———— AL
x=1xlnx+x—1 xﬁllnx—}—l—l—l x%l |nx+2 2
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L'Hospital-szabaly

Példa
lim (14 %)% = lim (e"(H9)% = lim ex M50 — fimeo (1)
0I x—0
1 'H 1
A kitevében: lim u lim =1
x—0 X x—=01+ x

Tehat: lim (1 + x)% —el=e
x—0
_ K\~
Altalanosan:  lim <1 + ) =¥ (k € R)
X—>00 X
0

k=0esetén Im1*=1=¢e",
x—0

X k X
k\™ k\* k\ %
lim (1—1—) = lim (1—1—) = lim (1—1—) — ek
X—00 X X—00 X k_,0 %

egyébként
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Wettl Ferenc eléadasa alapjan A derivalt alkalmazasai I.



peviE e uzepte e
Fliggvények nagysagrendje

Definicié
Ha f és g olyan fiiggvények, melyekre |i_)m f(x) = |i_>m g(x) = oo, akkor
f.'
f kisebb nagysagrendd mint g (f < g), ha lim & =0.
x—00 g(x)

Példa
log. fiiggvény < hatvany (polinom), ugyanis, ha k > 0, akkor

. InxpH o 1/x o1

lim — =" lim / = lim =x7k=0

X—>00 Xk X—>00 kxk_l X—00

Példa

hatvany (polinom) < exp. fliggvény, ugyanis ha n > 0 egész, akkor
X" pvn o onxX" Yy o on(n—1)x""2 iy H . n
lim — = lim = lm ———— = .. = lim — =0

x—00 eX x—oo0  eX X—00 eX x—o00 eX

2015.10.26. és 2015.10.28.
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[ CENERS 2RVl Fiiggvények nagysagrendje

Amire figyelni kell a ['Hospital-szabaly alkalmazasanal

© Csak hatarozatlan alakokra hasznalhato (g g)!

00
Példa
. sinx . . (sinx)’ . CcosX
lim =0, mikdzben lim ~— = |im =1
x—0 14 x x—=0 (14+x)  x=0 1
i . f(x) o
© Fontos, hogy létezzen a lim ——= hatarérték!
X—a g (X)
Példa
. x+sin(x . 14+ cosx )
lim 7() =1, mikdzben a lim ———— hatarérték nem létezik.
X—00 X X—00
2015.10.26. és 2015.10.28. 20 /
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Fiigavények nagysagrendje
Taylor-polinom
Definicié

Legyen f egy valés fliggvény, mely n-szer differencialhaté a ¢ pontban.
Ekkor a

" E(K) (e
Tt en(x) = Z o )(x — o)k =

k!
k=0
1" (n)
=f(c)+ f(c)(x —c) + f2(!c)(x —c)+-+ f n!(c) (x—¢)"

polinomot az f fiiggvény c koriili n-edrendi Taylor-polinomjanak nevezziik.

v

Példa
sin0 =0
f(x) = sinx .
(2_0 sinf0=cos0 =1 T (x) = x 1X3
I §in"0=—sin0=0  s"x03X) =X TG
o sin0 = —cos0 = —1
2015.10.26. és 2015.10.28 21 /
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L'Hospital-szabaly Filiggvények nagysagrendje

Tétel

Ha f egy valés fliggvény, amely n-szer differencialhaté a ¢ pontban, és
T(x) := T cn(x) az f fiiggvény c koriili n-edfoka Taylor-polinomja, akkor
TH)(c) = FK)(c) minden 0 < k < n-re.

Bizonyitas

A T(x) k-szoros derivalasanal a k-nal kisebb foki tagok elttinnek (minden
derivalassal eggyel csokken a polinom foka), a k-nal nagyobb foku tagok
k-adik derivaltja pedig (x — c) tobbszorose, tehat a c-beli helyettesitési
értékiik 0. Igy

(k)
T09(¢) = (f(kli!(c) (x— C)k>

f(k)(c)
k!

X=C

k(k—1)--1-(x — ¢)%xee = FR(c).

2015.10.26. és 2015.10.28.
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[ CENERS 2RVl Fiiggvények nagysagrendje

|
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[ CENERS 2RVl Fiiggvények nagysagrendje

Tétel (Taylor-tétel)

Ha f egy valés fliggvény, mely n-szer differencialhaté a ¢ pontban, akkor
letezik egy olyan h,(x) valés fliggvény, hogy

f(x) = Tren(x)+ hno(x)(x — )" és Jinc hn(x) = 0.

A fenti formulaban a h,(x)(x — ¢)" tagot az n-edrend(i Taylor-polinom
Peano-féle maradéktagjanak nevezziik.

Bizonyitas
Legyen T(x) := T¢cn. Azt kell megmutatnunk, hogy

fim hn(x) = lim ()= T0) _

X—C X—C (X — C)”

0
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L'Hospital-szabaly Filiggvények nagysagrendje

Bizonyitas (folytatas)
F)=T(x) v ()= T'(x) v L'H

x—c (x — c)” x—c n(x — c)"_l

(n—1) _ T1(n-1)
lim f (- T (X) ahol azért alkalmazhattuk minden |épésben a
x—c nl(x —¢)

I'Hospital-szabalyt, mert £(¥) differencialhatésaga miatt £(K) folytonos is
c-ben, és F(K)(c) = T()(c) minden k < n— 1-re, tehat mindegyik limesz
9 alaki

o alakad.

. 1 .
Az utolsé limesz (az — szorz6 nélkdl):
n!

F(=D(x) — (F=(c) + F((c)(x — ¢))

lim =

X—C (n-1) f(nil)X —C

jim 7N = ) ) = £ () — £ () = 0.
X—C X —=C

2015.10.26. és 2015.10.28.
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L'Hospital-szabaly Filiggvények nagysagrendje

Osszefoglalas

Lokalis és abszolut szélssértékek

Lokalis szélssérték és a derivalt kapcsolata

Rolle-,Lagrange- és Cauchy-féle kozépértéktétel és kovetkezményeik
L'Hospital-szabaly

Fliggvények nagysagrendje

Taylor-polinom és Taylor-tétel
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