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Fiuggvények tulajdonsagai

e f periodikus p periédussal, ha f(x) = f(x + p) minden x értékre
o Paritas
o f paros fiiggvény, ha f(—x) = f(x) minden x értékre - grafikonja
tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre
o f paratlan fiiggvény, ha f(—x) = —f(x) minden x értékre - grafikonja
koézéppontosan szimmetrikus az origéra
@ Monotonitas
o f monoton ndvé, ha x < y esetén f(x) < f(y)
o f szigorGan monoton ndvs, ha x < y esetén f(x) < f(y)
o f monoton csokkend, ha x < y esetén f(x) > f(y)
o f szigorGan monoton csokkend, ha x < y esetén f(x) > f(y)
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LU E TR GT-C NVl A sin és cos fiiggvények

A szinusz és a koszinusz fliggvény

COS X

Y

N

/

sin x

pd

e ET=R, EK=[-1,1] mindkét fiiggvény esetében (x-et mindig

radianban mérjiik)

@ Periodikussag: sin x = sin(x + 27), cos x = cos(x + 2m)

o Paritas:
e sinx paratlan: sin(—x) = —sinx
@ COs X paros: cos(—x) = — cosx
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LU E TR GT-C NVl A sin és cos fiiggvények

Allitas

A sin x és cos x fliggvény minden ¢ € R pontban folytonos.

Bizonyitas

lim sinx = lim sin(c + h) = lim sin ccos h + cos csin h =
X—c h—0 h—0
(sinc)-14(cosc)-0=sinc

lim cosx = lim cos(c + h) = lim cosccosh —sincsinh =
X—C h—0 h—0

(cosc)-1—(sinc)-0=cosc
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aksioleslUeviEis:
A tg és ctg fliggvények

tgx = sin x

/ X Cos X

|
| I

o ET=R\{(2k +1)% | k € Z}, EK=R
@ Periodikussag: tgx = tg(x + m)
o Paritas: paratlan: tg(—x) = —tgx
@ Szig. mon. ndveked$ a (km — 5, km + %) intervallumon (k € Z)
o Aszimptotdk: x = (2k + 1)5-ben, k € Z
lim tgx = o0 és lim tgx = —o0
x—(2k+1)3 x—(2k+1)Z*
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AU E TR GT-CNW Ul A tg és ctg fliggvények

\ \ \
\ \ \
\ \ \ cos x

Cth = sinx
X

o ET=R\{k7 | k € Z}, EK=R
@ Periodikussag: ctgx = ctg(x + )
e Paritas: paratlan: ctg(—x) = —ctgx
e Szig. mon. csokkend a (km, (k + 1)) intervallumon (k € Z)
@ Aszimptotak: x = km-ben, k € Z
X_I:kmﬁi tgx = —o0 és X_I!g:r+tgx =00
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Polinomok

Definicié

A P(x) valés fuggvényt polinomnak nevezziik, ha alkalmas ao, ..., a, valds

szamokkal P(x) = apx" + a,_1x"" ' + ... + ag alakba irhaté. Az a;
értékeket a polinom egyiitthatéinak nevezziik. Ha a, # 0, akkor azt
mondjuk, hogy a P(x) polinom foka n, vagyis deg P = n.

e Volt: ha P egy polinom, akkor minden ¢ € R-ben folytonos

o Hatarértékek +oo-ben
Tegyiik fel, hogy a P(x) polinom n foka legalabb 1. Ekkor

11 1
lim P(x) = IiT a,,x”(l-|-a” 17+...+@7)

x—+o0 x—+o00 an X ap xM

x—+o0

vagyis a végtelenekben vett hatarérték csak a legnagyobb kitevéjii

tagtol fligg.
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Polinomok maradékos osztasa

Allitas
Minden f(x) és g(x) # 0 polinomokhoz léteznek egyértelmti h(x) és m(x)
polinomok, hogy

f(x) = h(x)g(x) + m(x) és degm < degg vagy m = 0.

h(x)-et az f polinom g-vel vett maradékos osztasa soran kapott
hanyadosnak hivjuk,mig m(x) az osztasi maradék.

Kiszamitasa: f(x) = a,x" +--- + ag, g(x) = bex* +--- + by
Ekkor h(x) elsé tagja Z—:x”_k lesz,és f-et helyettesitjiik az

() = () = px" g (x)

polinommal. Ezt az eljarast addig folytatjuk, mig az osztandé polinom foka
kisebb nem lesz mint az oszté polinom foka.
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Példa
f(x)=x34+x>—-3x+1, g(x)=x>+3 J
(3 + x2 — 3x + 1) : (x> + 3) = x + 1
- (3 + 3x)
x> — 6x + 1
- ¢ + 3)
- 6x - 2
Tehat:

X34 x?=3x+1=(x+1)(x*+3) + (—6x — 2)
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Polinomok gycktényezéi

Tétel

Ha f(x) egy polinom és c gyoke f(x)-nek (azaz f(c) = 0), akkor létezik
egy h(x) polinom, hogy f(x) = (x — c)h(x).

Bizonyitas

Maradékos osztas = léteznek h(x), m(x) polinomok, hogy
f(x) = h(x)(x — ¢) + m(x),

ahol deg m(x) < deg(x — ¢) =1 vagy m = 0. Ekkor viszont m(x) csak egy
m konstans lehet. Behelyettesitve c-t:

vagyis valéban f(x) = (x — ¢)h(x).
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Horner-médszer

f(x) = apx™ + - -+ + a1x + ap maradékos osztasa (x — c¢)-vel

A maradék éppen m = f(c).
ap ‘ ao

‘ an ‘ an—1 :
{ I+ I+ I+
c|bp_1=apn| —-c bps=ap_1+c-a, — ¢ bp=a1+c-x| =-c f(c)=ap+c- by

Ekkor f(x) = (x — ¢)(bp—1x""1 + -+ 4 bix + bg) + f(c), hiszen

beszorozva, és dsszehasonlitva x' egyiitthatéjat a két oldalon
ai=bj_1—c-bj = bi_1=a;+c-b,
valamint x? egyiitthatéjat

ag=—c-bp+f(c) = f(c)=ap+c-by.
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Példa
f(x)=x3—-3x>+4ésc=2. J

f(2) = 0 = kiemelhet§ beléle (x — 2)
Horner-mdédszerrel:

Ennek megfelel6en:

x3—3x% +4=(x-2)(x*—x—2).
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Racionalis gyokteszt

Allitas

Legyen f(x) = anx" + a,_1x"1 + ... a1x + ap egy egész egyiitthatos
polinom (vagyis a; € Z minden i-re), és tegyiik fel, hogy a g € Q tovabb
mar nem egyszer(sithetd racionalis szam gydke f-nek. Ekkor p osztéja
ap-nak és g osztéja a,-nek.

Bizonyitas

(p,q) =1 (relativ primek, nincs kdzds osztéjuk)

n n—1
O:f(B):anp—n+an,1%+-'-+alg+ao /-q"
q q q q

0=anp" +an-1p""'q+-+ +a1pg" " + a0q"
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Bizonyitas (folytatas)
0=anp" +an-1p"'q+ -+ a1pg" " + aoq"

pl0ésp|anp”+an—1p" tq+ - +aipg" ! = p|agq”
q|0ésqlan1p" g+ - +aipq" ! + a0q" = q | anp”
Mivel (p, q) = 1, ezért sziikségképpen p | ag és q | ap.

Példa

Van-e racionalis gydke az f(x) = x3 — 3x2 + 4 polinomnak?

Ha g gyok ((p,q) = 1), akkor p| 4 ésq|1

p = =£1,+2, 44 és g = %1, vagyis a lehetséges racionalis gyokok
+1,4+2 +4. Ezeket kiprobalva azt kapjuk, hogy 2 és —1 a racionalis
gyokok.
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Racionalis tortfliggvények

Definicié
f(x)-et racionalis tortfliggvénynek nevezziik, ha alkalmas p(x) és g(x)

polinomokkal f(x) = %.

@ Mindenhol folytonos, ahol értelmezve van (ahol a nevezé nem 0).

e Ha deg p > degq, akkor léteznek h(x) és m(x) polinomok, hogy

p(x) = h(x)q(x) + m(x) és deg m < deggq.
Ekkor:

p(x) m(x)
f(x) = —% = h(x) + ,
)= 4060 =" a0
ahol a masodik tag mar egy olyan racionalis tortfliggvény, ahol a
szamlal6 foka kisebb mint a nevezé foka.
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Az exponencialis fliggvény
Allitas

Ha a > 0 val6s szam, akkor egyértelmiien létezik egy mindenhol folytonos
valés f fliggvény, hogy minden racionalis r pontra f(r) = a".

Definicié
A fenti allitas altal garantalt f fliggvényt a alap exponencialis fliggvénynek
nevezziik, és f(x) = a*-szel jeldljiik.

Bizonyitas (Csak egyértelmiiség, a létezést késébb bizonyitjuk.)

Tegyiik fel, hogy a feltételeket 2 folytonos fliggvény is teljesiti, legyenek
ezek f; és f». Ekkor a g = f; — £, fliggvényre igaz, hogy folytonos és minden
racionalis r helyen g(r) = 0. A folytonossag miatt minden ¢ értékre létezik
a )!i_)mcg(x) hatarérték, és g(c)-vel egyenls. De barmely (¢ — §, ¢ + 6)
intervallumban van racionalis szam, és ott a fliggvény értéke 0, igy a
hatarérték csak 0 lehet.Vagyis g(c) = 0 minden c értékre, tehat fi = f.

5.10.07. és 20
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Az exponencialis fliggvény

y y y

a>1 a=1 O<axl1

@ Ha a > 1, akkor a* szig. mon. ndvekeds R-en;
—oo-ben 0-ba, co-ben oco-be tart.
@ Ha 0 < a < 1, akkor a* szig. mon. csékkend R-en;
—oo-ben oco-be, co-ben 0-ba tart.
@ a¥ > 0 minden a > 0 és x € R esetén
@ Hatvanyazonossagok:
0 X3 =Y
o () = av
o (ab)* = a*b*

. Elemi fiiggvények

2015.10.07. és 2015.10.12.

18
25 /



Az exponencialis fliggvény

Definicié

Kitiintetett szerepe van annak a hatvanyalapnak, amikor az a*

grafikonjanak az érintGje a 0-ban 45°-os szogben all. Ennek az a alapnak a

neve Euler-szam, és e-vel jeldljiik.

Az e értéke kozelitéleg 2,71828. ...

y

A1,5)"

AW

A
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OIS
Az sh és ch fliggvények

Definicié

Szinusz hiperbolikusz: shx = ==
Koszinusz hiperbolikusz: chx = €4~

2
@ Folytonosak az egész R-en.
o Paritas: -
o shx paratlan: sh(—x) = ¢ Xz_ex = —shx
o chx péros: ch(—x) = €5 =chx
. . eX _ e—X
@ I|lim shx= |lm — = —0o0,
X——00 X——00 2
eX —e™X .
lim shx= lim ———— =00 = EK=R
X—>00 X—00 2
X “x K_ _X 2
ochX:e*ze — (e2 622)+221,ch0:1,
: . e te™ -
||rl1 chx = ||r£ —y == EK=[1, c0)
X—>00 X—>00
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RISV INTERGT-C N\l Az sh és ch fiiggvények

SEE s XY= X - C\hX“»f X

Monotonitas:

@ sh x szig. mon. névé R-en

@ chx szig. mon. csdkkend (—o0, 0]-n és szig. mon. névé [0, co)-en

2015.10.07. és 2015.10.12.
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RISV INTERGT-C N\l Az sh és ch fiiggvények

Allitas (Hiperbolikus azonossagok)
Q ch®x—sh’x=1
Q ch2x = ch?x +sh?x
© sh2x =2shxchx

Bizonyitas (Csak (1)-et)

2 2 . X+6_X eX 76 —Xx o e2x+e—2x+2 62X+e_2X72 4
ch® x —sh®x = (£122)2 —( )2 = 7 - 7 _1_14
2015.10.07. és 2015.10.12. 22 /
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AIBE ST
A th és cth fliggvények

Definicio

Tangens hiperbolikusz: thx = (5:27); h
Cch X

Kotangens hiperbolikusz: cthx = &=

ET: D(thx) = R, D(cthx) = R\{0}
Mindkét fiiggvény folytonos az értelmezési tartomanya minden
pontjaban.

e Mindkét fiiggvény paratlan: th(—x) = —th x, cth(—x) = —cth x

@ I|lim thx=-1, Iim thx=1
X——00 X—00

o I|lim cthx=-1, lim cthx=—o00, lim cthx =00, lim cthx =1
X—r—00 x—0~ x—0t X—r00
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RIS INTERGT-C NVl A th és cth fiiggvények

NN

=
—

%3

(—
X

Monotonitas:
@ th x szig. mon. névé R-en
@ cthx szig. mon. névé (—oo,0)-n és (0, c0)-en
th x értékkészlete (—1,1), cth x értékkészlete (—oo, —1) U (1, 00).
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

e Elemi fiiggvények (sin x, cos x, tgx, ctgx, a*, e~, shx, chx, thx,
cth x) és tulajdonsagaik (ET, EK, folytonossag, paritas, monotonitas,
hatarértékek)

@ Polinomok

Polinomok maradékos osztasa

o Polinomok gyoktényez&i, Horner-médszer

o Racionalis gyokteszt

e Racionalis tortfiiggvények
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