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Pontbeli folytonossag

Definicié

Tegyiik fel, hogy a valés f fliggvény értelmezve van valamely nemiires /
nyilt intervallum minden pontjaban. Ekkor azt mondjuk, hogy f folytonos a
c € | pontban, ha a )l(gnc f(x) hatarérték létezik, és megegyezik az f(c)

helyettesitési értékkel.

Megjegyzés
A definicié formulaval:/ # 0 nyilt intervallum, ¢ € | C D(f)

f folytonos c-ben <—

Ve >030>0Vxe D(f) [|x—c| <8 =|f(x)— flc) < e].

Példa
Ha P(x) egy polinom és c € R tetszéleges, akkor P folytonos c-ben.
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Pontbeli folytonossag

Allitas

Ha f és g a ¢ pontban folytonos fiigvények, és k tetszéleges valés szam,
akkora k-f, f+g, f-g, é (feltéve, hogy g(c) # 0) fiiggvények is
folytonosak a ¢ pontban.

Allitas
Ha g folytonos a ¢ pontban, és f folytonos az g(c) pontban, akkor f o g
folytonos a ¢ pontban. (Jeldlés: (f o g)(x) := f(g(x)).)

Bizonyitas

Legyen € > 0 tetsz6leges.

f folyt. g(c)-ben =361 >0[lu—g(c)| <9 = |f(u)—F(g(c))| < €]
g folyt. c-ben = 30, >0 [|x — ¢| < 02 = |g(x) — g(c)| < 1]

Ekkor 2 megfelel§ d-érték e-hoz az f o g fliggvény esetében, ugyanis:

Ix —c| <02 = |g(x) —glc)| <o = [f(g(x)) —f(g(c)) <e
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Definicié
c az f szakadasi pontja/helye, ha f értelmezve van egy c-t tartalmazé nyilt

intervallum pontjain, legfeljebb a ¢ pontot kivéve, de f c-ben nem
folytonos.

Definicié
@ ¢ megsziintethetd szakadasi helye/pontja f-nek, ha az alabbiak koziil
valamelyik teljesiil

o lim f(x) létezik (és véges), de ¢ ¢ D(f) (c-t szokas hézagpontnak

X—C

hivni)

o lim f(x) létezik (és véges), c € D(f), de lim f(x) # f(c).
—cC X—c

@ c ugrashelye f-nek, ha lim f(x) és “m+ f(x) hatarértékek léteznek
X—C™ X—C
(és végesek), de kiilonbozsk.
@ A tdbbi szakadasi helyet lényeges szakadasi helynek nevezziik. Ezek
kozil

o c polusa f-nek, ha lim f =400 és lim f = +cc.
x—ct X—c~

v
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T IR WL EEET- 3 Szakadasi helyek

X2
2 _ ha 1
X — Xil X = x—1 x #
y y y
X X X
megsziintethetd megsziintethets folytonos
szakadas szakadas

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Folytonossag 2015.10.05. 6 /19



T IR WL EEET- 3 Szakadasi helyek

=

e x s 0 hax<0 = Ux hax#0 x»—){Sin(X) ha x # 0
: X X
1 hax>0 0 hax=0 0 ha x=0

y y

€ ~—
X gx \J{‘ X

= <

ugrashely poélus lenyeges

szakadas
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T IR WL EEET- 3 Szakadasi helyek

Példa
A Dirichlet-fliiggvénynek:

1 haxeQ,

F(x) =
) =10 kilnben

R minden pontja szakadasi pontja.

Példa
A Riemann-fiiggvény:
ha x € Q, x = £ egyszeriisitett alak, g > 0,

q
0 kiilonben

Q=

f(x) =

folytonos minden irracionalis pontban, és megsziintethet6 szakadasa van a
racionalis pontokban.
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Pontbeli folytonossag Folytonos kiterjesztés

Tegyiik fel, hogy az f fliggvénynek a ¢ helyen megsziintetheté szakadasa
van. Ekkor f folytonossa tehets a ¢ pontban a kdvetkezé fiiggvény

segitségével:
f(x) hax#c,
gl = {0 hex7e
L ha x =c

ahol L = limy_,¢ f(x). Amennyiben f a ¢ pontban nem volt értelmezve, az
igy definialt g fliggvényt szokas az f fiiggvény c-re val6 folytonos
kiterjesztésének nevezni.
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R IR ML CEEEV- S Folytonos kiterjesztés

Példa

sinx .. o y . .
A —— fliggvény folytonosan kiterjeszthet az egész szamegyenesre.
X

fx)=— &)=

X 1
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Féloldali folytonossag

Definicié
Tegyiik fel, hogy valamely ¢ < a értékre [c,a) C D(f). Ekkor azt mondjuk,
hogy f jobbrél folytonos a ¢ pontban, ha a |im+ f(x) hatarérték létezik, és

X—C

megegyezik az f(c) helyettesitési értékkel.

Megjegyzés
A definici6 formulaval: [c,a) C D(f) (¢ < a)

f jobbrél folytonos c-ben <=

Ve>030>0VxeD(f) [0<x—c<d=|f(x)—f(c)] <e].
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Féloldali folytonossag

Definicié
Tegyiik fel, hogy valamely a < c értékre (a, c] C D(f). Ekkor azt mondjuk,

hogy f balrél folytonos a ¢ pontban, ha a lim f(x) hatarérték létezik, és
X—C™

megegyezik az f(c) helyettesitési értékkel.

Megjegyzés
A definici6 formulaval: (a,c] C D(f) (a < ¢)

f balrél folytonos c-ben <—-

Ve>030>0Vxe D(f) [0<c—x<d=|f(x)—f(c) <e].
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Féloldali folytonossag

Példa
0 hax<O0
e Xt
1 hax>0
y
e
X
jobbrdl folytonos
Allitas
f pontosan akkor folytonos c-ben, ha jobbrél és balrél is folytonos c-ben.
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Intervallumon folytonos fiiggvények

Definicié
Az f valés fuggvény folytonos az | intervallumon, ha az intervallum minden
bels¢ pontjaban folytonos és

@ ha [ jobbrol zart, akkor abban a pontban balrél folytonos,

@ ha / balrél zart, akkor abban a pontban jobbrél folytonos.

Példa

0 hax<o
e: x> X
1 hax>0

folytonos [0, 1]-en és [—1,0)-n, de nem folytonos [—1, 0]-n

v
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Intervallumon folytonos fiiggvények

Tétel (Bolzano-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon és f(a) és f(b) ellentétes
elsjeltiek (f(a) - f(b) < 0), akkor f-nek van zérushelye az intervallum
belsejében, vagyis 3 ¢ € (a,b) : f(c) =0.

Bizonyitas
[a,b] =1 D h D kL D--- zart intervallumok:
y
f(x)
ﬂ) 2 / .
/ 7

In+1 az I,-nek az a fele, amelyiknek a két végpontjan f kiilénbdzé el6jeli
(ha f valamelyik osztépontban 0, akkor leallunk)

v
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Intervallumon folytonos fiiggvények

Bizonyitas (folytatas)
o Cantor-axiéma: Egymasba skatulyazott nem lires zart intervallumok
metszete nem lres R-ben.

Legyence J=lhnNnhnhn...

I, hossza %, ez akarmilyen kis £ > 0-nal kisebb, ha n elég nagy. —
J={c}.

f(c) =0, mert ha pl. f(c) = K > 0 lenne, akkor f folytonossaga miatt
valamely £ > O-ra Vx € (c —e,c +¢) N [a, b]-re f(x) > X > 0. De
valamelyik /, intervallum beleesik a c-nek ebbe a kdrnyezetébe, és annak a
végpontjain f pozitiv és negativ értéket is felvesz. ¢
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Intervallumon folytonos fiiggvények

Tétel (Bolzano-Darboux-tétel)

Ha f folytonos az [a, b] zart intervallumon, akkor minden f(a) és f(b) kozé
es6 d-hez létezik olyan ¢, hogy f(c) = d.

v

Bizonyitas

Alkalmazzuk a Bolzano-tételt a g(x) = f(x) — d fliggvényre.

y y
f(b) —d
: [l
a / : b f(a) >
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Intervallumon folytonos fiiggvények

Definicié (SzélsGértékek)
Legyen f egy valds fiiggvény és A C D(f).

@ f-nek az A-ra nézve minimuma van a ¢ € A pontban, ha minden
x € A esetén f(c) < f(x).

@ f-nek az A-ra nézve maximuma van a ¢ € A pontban, ha minden
x € A esetén f(c) > f(x).

Tétel (Weierstrass-tétel)

Ha f az [a, b] zart intervallumon folytonos fiiggvény, akkor felveszi
maximumat és minimumat, vagyis 3 ¢1, & € [a, b], hogy minden x € [a, b]
esetén f(c1) < f(x) < f(c).

Kovetkezmény

Intervallum képe folytonos fiiggvénynél intervallum, korlatos zart
intervallum képe pedig korlatos zart intervallum.

v
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

Pontbeli folytonossag
Szakadasi helyek, folytonos kiterjesztés

Egyoldali folytonossag

Intervallumon folytonos fiiggvények (Bolzano-tétel,
Bolzano-Darboux-tétel, szélsGértékek definiciéja, Weierstrass-tétel)
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