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A valés fiiggvény fogalma

Definici6 (Egyvaltozés valés fiiggvény)

f-et valds fliggvénynek nevezziik, amennyiben a val6s szamok egy
részhalmazahoz (értelmezési tartomany - D(f)) rendel valés szamokat oly
mdédon, hogy az értelmezési tartomany minden eleméhez pontosan egy

értéket rendel. Az értelmezési tartomany egy x értékéhez rendelt értéket
f(x) jeldli.

Definici6 (Valés fliggvény grafikonja)
{(x,y) e R? | x € D(f), y = f(x)}

R? egy részhalmaza akkor és csak akkor grafikonja egy fiiggvénynek, ha
minden fiiggsleges egyenes legfeljebb egy pontban metszi.
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A valés fiiggvény fogalma

Példa

{Cay) [ 2 +y? =1}
nem grafikonja fiiggvénynek
y

A= vx  f D(f) = {1} F(1) =2
fliggvény fliggvény

y y

o fiiggvény: f minden irracionalis x értékhez 1-et rendel hozza
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AN ETETC VRS PNl Hatarérték a végtelenben

Definicié (Fiiggvény hatarértéke a végtelenben)
1. Legyen f egy olyan fliggvény, amelyre [N, 00) C D(F) valamely alkalmas
N € R szamra. Ekkor az f fiiggvény hatarértéke a végtelenben L
(jelolés: lim f(x) = L), ha

X—00

Ve >03IMVx [x > M= |f(x)—L|<e].
2. Legyen f egy olyan fiiggvény, amelyre (—oo, N] C D(F) valamely

alkalmas N € R szamra. Ekkor az f fiiggvény hatarértéke a minusz
végtelenben L (jeldlés: lim f(x) = L), ha
X——00

Ve >03dmVx [x < m=|f(x)—L| <e].
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A hatarérték fogalma Hatarérték a végtelenben

Példa

. 1 s 1 y
lim 2+ el 2, adott £ > 0 értékhez M = 7 megfeleld

X—00

y

L+
-2 =2+ %
L—¢

X
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AN ETETC VRS PNl Hatarérték a végtelenben

Peélda

lim sin x nem létezik, hiszen minden M érték folott felveszi az 1 és a —1

X—>00
értékeket is, igy barmilyen L értéket is vennénk, mar pl. ¢ = 1-re sem lenne

megfelels M

f =sinx

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Hatarérték 2015.09.28. és 2015.09.30. 7/ 47



AN ETETC VRS PNl Hatarérték a végtelenben

Példa
sin x . 1 « 1
lim = 0, hisz adott € > 0-hoz M = z megfelels: ha x > = akkor
X—00 X

|15|nx|< n <E

y

N |
L+e f= 205
L= V\Z*}X
e M=
L—c¢ /f/
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A hatarérték fogalma Hatarérték véges pontban

Definicié (Fiiggvény hatarértéke véges pontban)

Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezve van valamely, a c-t tartalmazé
nyilt intervallum — esetleg ¢ kivételével — minden pontjaban. Azt mondjuk,
hogy f(x) tart L-hez, amint x tart c-hez (f hatarértéke a c helyen L),

szimbolikusan
lim f(x) =L,

X—C

ha barmely € > 0 szdamhoz van olyan 6 > 0 szdm, hogy minden x esetén,
ha 0 < |x — ¢| < 4, akkor |f(x) — L| < . Formulaval:

Ve>030>0Vx [0< |x—c|<d=|f(x)—L|<e].

Intuitivan: az f(x) fuiggvényértékek tetszélegesen kozel keriilhetnek az L
szamhoz, amennyiben az x értékek eleggé megkozelitik c-t.
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AN ETETCT RS Pl Hatarérték véges pontban

Példa (Az identikus és az abszolut érték fiiggvény hatarértéke)

e Ha f az identikus leképezés, azaz minden x-re f(x) = x, akkor
tetszéleges ¢ esetén

lim f(x) = lim x = c.
X—C X—C

Adott £ > 0-hoz 0 = ¢ megfelels.

e Ha f az abszolut érték fliggvény, azaz minden x-re f(x) = |x|, akkor
tetszéleges ¢ esetén

A Pl = i el = el

Adott € > 0-hoz § = ¢ megfelelé.
Példaul

limx=3, lim_|x|=7.
x—3 x——=7

4
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AN ETETCT RS Pl Hatarérték véges pontban

Példa (A konstans fliggvény hatarértéke)

e Ha f konstans fiiggvény, azaz minden x-re f(x) = k valamely k
szamra, akkor tetszéleges ¢ esetén

lim f(x) = lim k = k.

X—C X—C

Adott € > 0-hoz § = 1 megfelels (vagy barmilyen pozitiv §).

Példaul
lim _(4) = lim(4) = 4.

x——7 x—2

2015.09.28. és 2015.09.30.
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AN ETETCT RS Pl Hatarérték véges pontban

Példa

Vessiik 6ssze az alabbi harom fiiggvény viselkedését az x = 1 pont
kornyezetében.

x2 -1
2 hax+#1
= XL gy=0 -1 X7
x—1 1 hax=1 h(x) = x+1
y y y
X X X

Az ¢ = 1-ben vett hataréték mindharom fiiggvény esetében 1.

2015.09.28. és 2015.09.30.
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AN ETETCT RS Pl Hatarérték véges pontban

Példa (Amikor nem létezik hatarérték)
Hogyan viselkednek az alabbi fiiggvények, amikor x — 07 J

0 hax<O 1/x hax#0 sin(}) hax>0
e(x) = g(x) =4 PO g - o)
1 hax>0 0 hax=0 0 hax <0

y

Y y
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AN ETETC RS PNl Végtelen hatarértékek

Definicié (Végtelen hatarértékek véges helyen)

1. Az f hatarértéke a ¢ helyen végtelen (o), szimbolikusan

Jim 00 =

ha
VB 3§ >0Vx [0< |[x—c| <d= f(x)> B].

2. Az f hatarértéke a ¢ helyen minusz végtelen (—o0), szimbolikusan

A T = oo,

ha
VB30 >0Vx [0< |x—c| <= f(x)< B]

2015.09.28. és 2015.09.30.
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Példa (A definici6 alkalmazasa)

1
Igazoljuk, hogy lim — = cc.
x—0 X

Megoldas
Megmutatjuk, hogy

1
V836>0Vx[0<|x—c\<6:>;>8]

B > 0 esetén Xiz > B pontosan akkor, ha x? < %, azaz ha |x| < %.
Legyen § < 1/v/B, akkor minden x-re

1 1

B < 0-ra pedig mindenképpen teljesiil az > > B egyenl6tlenség, tehat

1
lim — = 0.
x—0 X
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AN ETETC RS PNl Végtelen hatarértékek

y

. 2
/ \
60 #0 ‘5 £ X
2015.09.28. és 2015.09.30. 16 /
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AN ETETC RS PNl Végtelen hatarértékek

Definicié (Végtelen hatarértékek a végtelenben)

1. Az f fliggvény hatarértéke a végtelenben végtelen (o0), szimbolikusan

Jim 1) ==

ha
VB IM Vx [x > M = f(x) > B].

2. Az f fiiggvény hatarértéke a végtelenben minusz végtelen (—o0),
szimbolikusan

X||_>moo f(x) = —o0,
ha
VB IM Vx [x > M = f(x) < B].
Megjegyzés

A —oo-beli hatarértékeket hasonléan definialjuk.

4
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A hatarértékek kiszamitasa

Tétel (Hatarértékek és algebrai miiveletek)

Legyenek L, M, k valés szamok, és v € RU {do00}. Tegyiik fel, hogy

lim f(x) =Lés lim g(x) =M.

X— X—Q
Ekkor léteznek az alabbi hatarértékek és fennallnak a kovetkezsk:
lim(f+g)=L+tM,
X—Q
(f-g)=L-M,

(1) Osszeg, kiilonbség:
(2) Szorzat: Xllna
(3) Konstanssal valé szorzas: lim (k- f)=k- L,

X—o

foL
(4) Hanyados: lim — = o (amennyiben M # 0),

X—rQ g

(5) Hatvanyozas: Ii_r}n f"=1L", n € Z, feltéve, hogy L" értelmezve van
X o

(miikddik racionalis a kitevére is, ha L? értelmezve van).

2015.09.28. és 2015.09.30
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A hatarértékek kiszamitasa

Bizonyitas (csak (1)-et o = ¢ € R-re)
Legyen adva az £ > 0 szam. Meg kell adnunk egy pozitiv 5-t, amelyre
teljesiil, hogy minden x esetén

O0<|x—c|<d=|f(x)+g(x)—(L+ M) <e.
A tagokat atrendezve és a haromszog-egyenlétlenséget felhasznalva:

[F(x) +8(x) = (L+ M) = |(f(x) = L) + (g(x) = M)| <
<IF() = LI+ lg(x) = M|

2015.09.28. és 2015.09.30. 1‘.‘%/
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A hatarértékek kiszamitasa

Bizonyitas (folytatas)

A megadott e-hoz létezik olyan ¢; > 0 és d, > 0, hogy minden x-re
0<|x—c|<d=|f(x)—Ll<¢e/2,
0<|x—c|<d=|gx)— M| <e/2.

Ha § = min{d1,d,}, akkor 0 < |x — ¢| < § esetén |f(x) — L| < /2, és
lg(x) — M| < e/2. Tehat

F(x) +8(x) = (L+ M) < S +5 =¢,

ami azt bizonyitja, hogy valéban: |i_n>1 (f(x)+g(x))=L+ M.
X—C

2015.09.28. és 2015.09.30. ig/
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A hatarértékek kiszamitasa

A tételben L és M lehet o0 is, de ilyenkor nem mindig tudjuk csupan a
két fliggvény limeszéb&l meghatarozni az dsszeg, szorzat, stb. limeszét:

+ | —oo| b |40

—00 || —o0 | —0o0 | ? Bl —oo|b<0| 0" | 0 | 0F |[h>0]+00]
a —© |a+b|+x %H 0 ‘ % ‘foo‘nincs‘+oo‘ % ‘ 0 ‘
+00 7 +00 | +0o

—00 | b<0[0|b>0] 400 |

—0 ||+ | 40 | ?7| —o0 | —00

a<0| +oo| ab |0| ab | -0 0F: pozitivan tart 0-hoz
0 ? 0 0 0 ? 0~: negativan tart 0-hoz

a>0| —oco| ab |0]| ab |+

400 || —o0 | —o0 | ?| 400 | +0

2015.09.28. és 2015.09.30. i:;/
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A hatarértékek kiszamitasa

Az “eldonthetetlen” oo —

0
00, 0- o0, o

meg agy atalakitani, hogy az 0j kifejezés limesze mar eldonthetd legyen.

Példa

lim x
X—00

2

lim x> = x+2=lim x*(1-1+ 3)=00-(1-0+40) =00-1=o00.

X—00 X—00

—X+2=0c0—00+2=00—00=7, de

> limeszeknél a fiiggvényt prébaljuk

Példa

x2—x+2 oo

lim —
x—oo  2x2 43 0

i x2 —x+2 _
x|—>moo 2x2 +3 o x|—>nclo

=7, de
X2(2+ X%) X—>00

1 2
l-3t+e 1
2+ 3 2

Wettl Ferenc eléadasa alapjan
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A hatarértékek kiszamitasa

Definicié

A P(x) fuggvényt polinomnak nevezziik, ha alkalmas ap, ..., a, valds
szamokkal P(x) = a,x™ + a,_1x" "1 4+ ... + ag alakba irhaté. Az a;
értékeket a polinom egyiitthatéinak nevezziik. Ha a, # 0, akkor azt
mondjuk, hogy a P(x) polinom foka n.

Tétel (Polinomok hatarértéke)
Ha P(x) = anx" + an_1x" "1 + ... + ag, akkor

lim P = P(c) = anc" + an_1c" 4+ a.

X—C

Kovetkezmény
Ha P(x) és Q(x) polinomfiiggvények és Q(c) # 0, akkor
PG P()
x=>e Q(x)  Q(c)’
2015.09.28. és 2015.09.30. 23 /
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A hatarértékek kiszamitasa [EAWEGILIEIN

Tétel (Rendérelv (Szendvicstétel))
Ha a ¢ pontot tartalmazé nyilt intervallum (esetleg ¢ kivételével) minden x
elemére teljesiil, hogy g(x) < f(x) < h(x), és

limg = Ilim h=1L,

X—C X—C

akkor fennall lim f = L is.
X—C

Tétel

Ha a ¢ pontot tartalmazé nyilt intervallum (esetleg c kivételével) minden x

elemére f(x) < g(x), és léteznek a lim f és lim g hatarértékek, akkor
X—C X—C

lim f < lim g.

X—C X—C

A fenti két tétel +oo-beli limeszekre és végtelen hatarértékre is teljesiil.

2015.09.28. és 2015.09.30. i‘;/

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Hatarérték



A hatarértékek kiszamitasa [EAWEGILIEIN

Példa (A rendérelv alkalmazasa)

Mennyi a kdvetkezd hatarértéek?

. 1
lim x?sin =
x—0 X

Megoldas

—x2 < x2sin % < x2

lim —x? = lim x> =0, igy
x—0 x—0

lim x’sin= =0

x—0 X

Wettl Ferenc eléadasa alapjan Hatarérték
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A hatarértékek kiszamitasa [EAWEGILIEIN

Példa (A rendérelv tovabbi alkalmazasai)

1 —cosyp

Radianban irva:

[sin@| <[]

0<1-—cosy < |y

2015.09.28. és 2015.09.30.
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A hatarértékek kiszamitasa [EAWEGILIEIN

—lp| <sinp < |, és lim (—|¢]) (l¢l) =0, ezért
©—0

= lim

©—0
lim sinp = 0.
p—0

y

—Ix|

2015.09.28. és 2015.09.30.
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0<1l—cosyp<|p| ig

lim (1 — =0, li =1
4,9“—110( cosp) =0, azaz Jim, cosp =

y

2015.09.28. és 2015.09.30.
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Jobb és bal oldali hatarértékek

Definicié (Jobb és bal oldali hatarérték)

Az f fuggvény jobb oldali hatarértéke a ¢ helyen az L szam (jeldlése:
lim f(x)= lim f(x)=1L), ha
x—c+0

x—ct

Ve>030>0Vx [c<x<c+d=|f(x)-L|l<e]

Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke a ¢ helyen az L szam (jelSlése:
lim f(x) = ||m 0f( x)=1), ha

X—C™

Ve>030 >0Vx [c—d<x<c=|f(x)—L| <€

2015.09.28. és 2015.09.30. ig/
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Jobb és bal oldali hatarértékek

y
f(x)

L+e =

~

2015.09.28. és 2015.09.30. i(%/
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Jobb és bal oldali hatarértékek

y
f(x)

L+e =

~

X

2015.09.28. és 2015.09.30. i%/
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_—
sin(2) hax>0
f(x):{ (1)

0 hax <0

lim f(x)=0  lim f(x) = NEM LETEZIK

2015.09.28. és 2015.09.30. i%/
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Jobb és bal oldali hatarértékek

Tétel (Jobb és bal oldali hatarérték és hatarérték kapcsolata)

f-nek pontosan akkor létezik a ¢ helyen hatarértéke, ha ugyanitt létezik
mind a jobb, mind a bal oldali hatarértéke és ezek egyenl&ek:

lim f(x)=L< lim f(x)=L é lim f(x)=L

X—C x—ct X—c™

2015.09.28. és 2015.09.30. Z"}g/
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Tétel (A sin(p)/p fliggvény hatarértéke)
Ha a ¢ szdget radianban adjuk meg, akkor

. sin
lim L.
=0 @

1.

2015.09.28. és 2015.09.30. i‘;/
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Nevezetes hatarértékek

0 Q A(L,0)

OAP A teriilete < OAP korcikk teriilete < OAT A teriilete.

2015.09.28. és 2015.09.30.
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Nevezetes hatarértékek

Bizonyitas
Belatjuk: a jobb és a bal oldali hatarérték 1 ~» kétoldali hatarérték is 1.
1. A jobb oldali hatarérték 1 (0 < ¢ < 7/2):

OAP A\ terillete < OAP korcikk tertilete < OAT A teriilete.

A teriiletek:
1 } 1 1.
Toapr = 5 alap - magassag = 5 1-sinp = 5 sing
1 1
ToAP kércikk = 3 - vhossz - sugar = 5 rPp= 5 (1?9 = %
1 1 1
ToaTn = 5 alap - magassag = 5 l-tgp = Etgcp
Az egyenl6tlenségbe helyettesitve:
L sinp < L < L t
> ¥ 2%0 > g¥

2015.09.28. és 2015.09.30.
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Nevezetes hatarértékek

% sin p-val osztva (sin ¢ > 0):

1<

singp  cosy

A reciprokokat véve:
sin g - cos ¢

1>
%) 1

a reddrelv alapjan

. sin
lim L.
=0t @

1

2. sinp és  paratlan figgvények — (sin¢)/@ paros —

. sin . sin
lim L. lim L.

L
=0t @ =0~ ¥

igy lim Me g

=0 @

Wettl Ferenc el6adasa alapjan Hatarérték
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Nevezetes hatarértékek

" T~ sin x

2015.09.28. és 2015.09.30. ig/
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Definicié (Fiiggdleges aszimptota)

Az x = a egyenletli egyenes az y = f(x) fiiggvény grafikonjanak fiiggéleges
aszimptotaja, ha az alabbiak koéziil legalabb egy teljesiil:

lim f(x) =o00; lim f(x)=—o0; lim f(x)=o00; lim f(x)=—o0
x—at x—at X—a~ X—a~
2015.09.28. és 2015.09.30. 39 /
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. = CSC X
Sin X
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Definicié (Vizszintes aszimptota)

Az y = b egyenletii egyenest az y = f(x) figgvény grafikonja vizszintes
aszimptotajanak nevezziik, ha

lim f(x) = b vagy ﬂry f(x) = b.

X—00

y

\

X | =

2015.09.28. és 2015.09.30.
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Definicié (Ferde aszimptota (tartalmazza a vizszintest is))

Az y = ax + b egyenletii egyenest az y = f(x) fliggvény grafikonja ferde

aszimptotajanak nevezziik, ha

lim (f(x) —(ax+ b)) =0 vagy lim (f(x)— (ax+ b)) =0.

X—00 X——00

Megjegyzés
Az 3 és b meghatarozhat6 az
f
a= lim &, ésa b= lim (f(x)— ax)
x—00 X X—00
hatarértékek segitségével, ugyanis f(x) — (ax + b) — 0 miatt

f(x) b f(x)
T—a—;—>0, aZaZT—>a.

2015.09.28. és 2015.09.30.
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Példa
2
f(x) =323
. ) . . 1 1
a= lim —= = lim = lim T ==
x—00 X x—00 X + x—>ool-|-; 14+0
2
. . X . —X
b_xll—sgo(f(x)_ax)_xll—?go <X+1 _X) _X|I—>ngoX+1 -
y
y=x-1
AN X
2015.09.28. és 2015.09.30.
Hatarérték
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

Hatarértékek definiciéi példakkal

Fiiggvények &sszegének, szorzatanak, hanyadosanak, skalarszorosanak,
hatvanyanak hatarértéke

Rendérelv
sin x

hatarértéke

X
Aszimptotak

2015.09.28. és 2015.09.30. f‘;/

Wettl Ferenc el6adasa alapjan Hatarérték
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