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Primitiv fliggvény
Definicié

F(x) az f(x) primitiv figgvénye a H C R halmazon, ha F'(x) = f(x)
minden x € H esetén.

Megjegyzés
Ha F(x) primitiv fliggvény, akkor F(x) + c is az tetszéleges ¢ € R esetén.

v

Korabban mar bizonyitottuk:

Allitas

Ha F és G is primitiv fiiggvénye f-nek egy nyilt / intervallumon, akkor
letezik ¢ € R, hogy G(x) = F(x)+ ¢ minden x € [ esetén.

Példa
f(x) = cos x-nek F(x) = sinx primitiv fliggvénye a teljes R-en

v
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Hatéarozatlan integral

Definicié
Az f fliggvény hatarozatlan integralja f primitiv fliggvényeinek Osszessége.

/f(x) dx = F(x) + C,

ahol F az f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye, és C € R tetszleges.

Megjegyzés
Itt feltessziik, hogy F'(x) = f(x) egy intervallumon, és hogy ott vessziik a
tobbi primitiv fiiggvényt is.
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Hatéarozatlan integral

Példa

Ha nem egy intervallumon vennénk a primitiv fliggvényeket:

1\’ 1 1 .
<x> = Vx € R\{0} = (—00,0) U (0,00) = —;—nek primitiv

fliggvénye az —:
X

y y

ﬁ; X de akkor ez is: ‘L X

Viszont e két fiiggvény kiilonbsége nem konstans R\{0}-on.
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Hatéarozatlan integral

Peélda
Ha x > 0, akkor

1 1
(Inx) == = /dx:lnx+Ca(0,oo)—en
X

X

Ha x < 0, akkor

(n(—x) = L (-1 =% — /)1( dx = In(—x) + C a (—o0,0)-n

—X X

Osszefoglalva azt is szoktuk irni, hogy

1
/dx:|n|x|+C,
X

de egyszerre csak az x > 0 vagy az x < 0 esetre alkalmazuk.
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Alapintegralok

Alapintegralok

f(x) ff(x) dx
x? ﬁllx‘”l—l—C aeR, a# -1
1
- In|x|+ C x < 0vagy x >0
sinx | —cosx+ C
COS X sinx + C
: tgx+ C xe<f+k z+(k+1)) kel
cosizx & 2 ™y m)
— —ctgx+ C x € (km,(k+1)7), k€ Z
sin® x
ex e+ C
sh x chx+ C
ch x shx+ C
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Alapintegralok (folytatas)

f(x) [ f(x) dx
1
thx+ C
ch12x
2 —cthx+ C x < 0vagy x>0
S 1X tgx + C
arctg x
14+ x2
1
e arthx + C x e (-1,1)
T2 arcthx + C x € (—o0,—1)U(1,00)
— X
——— | arcsinx + C x e (—1,1)
V1 — x2
| hx -+ C
——— | arshx
Vx2 41
1
— archx + C x € (1,00)
X p—
] Hatérozatlan integral 2015.11.04. 8 /21



Integralasi szabalyok

Az integralas altalanos szabalyai

Allitas

° /f(x)+g(x) dx:/f(x) dx—l—/g(x) dx
° /c-f(x) dx:c-/f(x) dx

o [f(g dx = F(g(x)) + C, ahol F az f egy primitiv fliggvénye
Jf( (x) F(g gy ggvénye

Bizonyitas
Az Gsszegre és skalarszorosra vontakozoé derivalasi szabalybdl, illetve a
lancszabalybdl kdvetkezik.

Példa
3/2

/2\/>><—|—idx:/2xl/2—|—3x_2dx—2 +3—+Cfix x—§—|—C
x2 3/2 3 X
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Integralasi szabalyok

A forditott lancszabaly néhany specialis esete

Allitas

/f(ax—l—b) dx = %F(ax—l—b)—i— C, ha F'(x) = f(x)

Bizonyitas

A lancszabaly megforditasa f(x), g(x) — ax + b szereposztassal.

Példa
/e2x+3 dx = %e2x+3 + C
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Integralasi szabalyok

Allitas

f/(X) =1In X
/f(x) dx = In[£(x)| + C

Bizonyitas

1
A lancszabaly megforditasa f(x) — —, g(x) — f(x) szereposztassal.
x

Példa

1 1 2 1 1
/” d :/ 4 dx = = In(x*+ 1) + arctgx + C

2+1 2 X2+1  x+1 2
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Integralasi szabalyok

Allitas
fa+1(X)

C
a+1 +

/ F(x)F(x) dx =

Bizonyitas

A lancszabaly megforditasa f(x) — x?, g(x) — f(x) szereposztassal.

Példa
sin x o 3 _ (cosx)~? 1
/cos3x dx = /(cosx) (—sinx) dx = — +C= e +C

] Hatérozatlan integral 2015.11.04. 12 / 21



/sin”xcosmx dx alaka integralok (n, m € N)

Példa
/sin3x dx = /(1 — cos® x)sinx dx = /sinx + cos? x(—sinx) dx =

—cosx+§cos3x—|— C

cos2x = cos? x —sin?x = 2cos?x — 1 =1 — 2sin? x-bél:

Allitas (Linearizalé formulak)

5 14 cos2x . 2 1 —cos2x
COs“X = ———— sin“xX= ———
2 2 )
Példa
cos® x dx = 1(1+cos 2x) dx = E(x+1 sin2x)+C = 1x+E sin2x+C
)2 272 20 4
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Integralasi szabalyok

Altalanosan

Ha n paratlan = n =2k + 1:

sinZ*1 x cos™ x = sin x(sin® x)X cos™ x =

sin x(1 — cos? x)* cos™ x = p(cos x) sin x,
ahol p egy megfelels polinom. Ha P a p egy primitiv fliggvénye, akkor

/sin”xcosmx dx = —/p(cosx)(—sin x) dx = —P(cosx) + C

Ha m paratlan, akkor hasonléan lehet eljarni.

) . 5 l4cos2x , 4 1 — cos2x
Ha m és n is paros, akkor a cos"x = —— és sin“x = ———

2
linearizal6 formulakat lehet alkalmazni. Ezeket behelyettesitve kisebb
hatvanyokat tartalmazé kifejezést kapunk.
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Helyettesitéses integralas

Helyettesitéses integral

Az /f(g(x))g’(x) dx = F(g(x)) + C szabaly felirhaté

/f x)dx:)/f

alakban is, mert [ f(u)du = F(u)+ C. Formalisan a

g(x)=u, g'(x)dx=du

helyettesitést hajtjuk végre.

Akkor érdemes alkalmazni, ha f primitiv fiiggvényének kiszamitasa nem
megy egy lépésben.
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Helyettesitéses integralas

Példa

e3x (ex)3 (ex)2 N R
/2+e2X dx _/2+(6X)2 dx _/2+(ex)2e dx "=

u? / 2 / 1
du= [1-—"—du=[1-—— _du=
/2+u2 24 u? 1+ (J5u)?

arctg%

« X
772 + C"= & — \@arctge— +C

V2

X—y
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A szorzatszabaly megforditasa - parcidlis integralas
Allitas

/f’(x)g(x) dx = f(x)g(x) — / f(x)g’'(x) dx, vagy masképpen
/f(x)g(x) dx = F(x)g(x) — / F(x)g’'(x) dx, ahol F'(x) = f(x).

Szorzat integralja helyett egy masik szorzat integraljat kell kiszamitani.
Bizonyitas

A szorzatra vonatkozé derivalasi szabaly:

(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

Ebbsl: / F(x)g(x) dx+ / F(x)g(x) dx = F(x)g(x) + C

— /f’ ) dx = f(x)g(x) — /f(x)g'(x) dx

v
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Akkor célszerii hasznalni az f(x)g(x) szorzat integralasara, ha
e g’'(x) lényegesen egyszeriibb mint g(x)
@ F(x) nem sokkal bonyolultabb f(x)-nél

Fiiggvénytipusok derivalt primitiv fliggvény
kicsit kicsit
x" egyszeriibb bonyolultabb
(féleg ha n=1)
kicsit kicsit
1
— bonyolultabb egyszeriibb
X
(kivéeve n = 1)
eX
sin x, cos x ugyanolyan ugyanolyan
shx, chx
In x
arc fliggvények egyszeriibb bonyolultabb

area fliggvények
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Parcialis integralas

Példa

° /xezx dx:xe;X—/l ;ezx dx :%xe2x—4eZX+C

O/X3Inxdx:x_22|nx /—21x2 )1<d =—5s5Inx+
/;x_3dx:—212|nx+; X__22—|—C——2)1(2|nx—4}(2+C

° /arctgx dx :/1.arctgx dx :xarctgx/xld:x2 dx

2 1
xarctgx—/2 : ﬁx)@ dx = xarctg x — 5|n(1+x2)+ C

@ Hasonléan szamitjuk ki a tobbi arc, area és az In fv. integraljat.
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Parcialis integralas

Példa

Néha tébbszéri alkalmazas sziikséges:

° /(x2 — x)cosx dx = (x? — x)sinx — /(2x— 1)sinx dx =
(x* — x)sinx — (2x — 1)(—cos x) + /2(—cosx) dx =
(x? — x)sinx + (2x — 1) cos x — 2sinx + C

° /exsinx dx = € sinx — /excosx dx =
e*sin x — €* cos x + / e*(—sin x) dx
/exsinx dx=1 = | =e*sinx — eXcosx — /

e*sin x — e* cos x

I = C
5 +
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

Primitiv fiiggvény és hatarozatlan integral fogalma
Alapintegralok és integralasi szabalyok
A lancszabaly megforditasanak specialis formai

Helyettesitéses integralas

Parcialis integralas
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