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Hatéarozott integral és integralhatésag

A hatérozott integral fogalma

Példa

Fliggvénygorbe alatti teriilet kiszamitasa: f > 0 az [a, b] intervallum fol6tt.
Ha f(x) = c konstans: = T = (b — a)c (téglalap teriilete). Ha f nem
konstans: kozelités téglalapokkal.

y y

a b a b

A téglalapok magassaga egy-egy részintervallumbeli fliggvényérték.

v
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Hatéarozott integral és integralhatésag

Példa

Fliggvényértékek atlaga: (f > 0-ra) annak a téglalapnak a magassaga,
amelynek alapja az [a, b] intervallum, és teriilete az f fliggvény alatti
teriilet.

Ha f % 0: az x tengely alatti részek teriiletét negativan vessziik.

Pl. asinx fv. atlaga [—m,7]-n 0.

y
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Hatéarozott integral és integralhatésag

Példa

Egyenes Gtvonalon F eré altal mozgatott tomegponton az F erd altal
végzett munka: W = F - As, ha F allandé.

Ha az erg valtozé:

S1 S2

] Hatérozott integral 2015.11.09. és 2015.11.11. 5/ 25



Hatéarozott integral és integralhatésag

Legyen f(x) az [a, b]-n korlatos, legfeljebb véges sok helyen nem
értelmezett fliggvény.

Definicié

Haa=xp <x1 <- < xp_1<x,=b, akkor P = {xg, x1,...,x,}-t az
[a, b] intervallum egy felosztasanak nevezziik.

A P felosztas finomsaga:

P|| = — x_1).
1Pl lrgkagn(Xk Xk—1)

c={c,...,cn} egy P-hez tartozé reprezentansrendszer, ha

Ck € [Xk,]_,Xk], k=1,2,...,n.

A P felosztashoz és c reprezentansrendszerhez tartozé integralkdzelits
Osszeg:

I,D’c = Z f(Ck)(Xk - Xk,]_) = Z f(Ck)AXk

k=1
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Hatéarozott integral és integralhatésag

Definicié

Legyen f az [a, b] intervallumon korlatos, legfeljebb véges sok pontban nem
értelmezett fliggvény.

f integralhaté [a, b]-n, ha van olyan / € R, amelyre minden £ > 0-hoz van
olyan § > 0, hogy minden §-nal finomabb P felosztasra és annak
tetszéleges c reprezentansrendszeréhez tartozé Ip ¢ integralkdzelitS Gsszegre

|IP,c_ I| <e.

Ez az | érték az f fliggvény [a, b] intervallumon vett integralja, és jele:
fab f(x) dx. Formulaval:

b
/f(x)dx:l s ¥e>035>0vPc ([P < 5= [lpe—1| <)

v
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Hatéarozott integral és integralhatésag

Példa
Az f(x) = c konstans fliggvény minden [a, b] intervallumon integralhato, és

b . ~ ’ . "
[, ¢ dx = c(b — a), ugyanis tetsz6leges felosztasra és c reprezentans
rendszerre az mtegralkozellto Osszeg

chk(xk—xkl —CZXk—Xk]_ —C( —xo):c(b—a).

Példa

A Dirichlet-fv. (racionalisakon 1, mashol 0) nem integralhaté a [0, 1]
intervallumon, ugyanis barmely P felosztas minden részintervallumaban
felvesz 0 és 1 értéket is, tehat a felosztashoz tartozik

n

ZO-(xk—xk_l)zo, és Zl~(xk—xk_1):xn—x0:1—021

kozelits Ssszeg is. Igy nincs olyan |, amihez az elég finom felosztasok
integralkdzelits osszegei mind kdzelebb esnének ¢ = %—nél.

v
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Hatéarozott integral és integralhatésag

Tétel

Ha az f fiiggvény korlatos, és legfeljebb véges sok pont kivételével
folytonos az [a, b] intervallumon, akkor f integralhaté az [a, b]-n

Peélda

Szamitsuk ki az e* fﬂggvény integrélkézelité Osszegeit a [0, 1]
mtervallumon ha P = {0, 1 ,1} ésc= (0,1 ”;nl)I

v no ,-,7 sttt

n—1

1 (et/mr—1 1/n
_ k/”.,:, 1/nk:7‘ — . .
lpc = kz(:)e n n Z(e ) n el/n)—1 el/n—1 (e—1).

k=0
X L’H( ) 1

Vegyiik észre, hogy lim
x—0 eX — 1 x—0 eX

1
/ €* dx integral értéke csak e — 1 lehet.
0

lim — =1, igy a tétel szerint létezé
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Hatéarozott integral és integralhatésag

Tétel

Ha egy integralhat6 fiiggvényt véges sok helyen megvaltoztatunk, az
tovabbra is integralhaté marad, és az integralja nem valtozik.

y

Hatarozott integral

y

2015.11.09. és 2015.11.11.

10
25 /



Hatéarozott integral és integralhatésag

Bizonyitas

Elég az allitast arra az esetre belatni, amikor 1 pontban valtoztatunk.
Legyen f az eredeti fiiggvény, g az a fliggvény amit egy c-beli érték
megvaltoztatasaval kapunk, és | = fab f(x) dx.

f integralhat6 = f korlatos = g is korlatos —>

JK kdzés korlat: |f(x)| < K, |g(x)| < K az [a, b]-n.

Régzitsiink egy d-nal finomabb felosztast, és ahhoz egy reprezentans
rendszert, és legyen Iy, b az f, illetve g megfelel6 integral kdzelits dsszege.

Ekkor f(c), illetve g(c) legfeljebb két tagban szerepel, és
\g(c) — f(C)’ <2K — |/2 — /1| < 4K§.

Ha d-t Ggy valasztjuk, hogy |h — I| < § és 4K0 < 5 legyen, akkor

g g
|I2—I‘:’(l2—l]_)+(l1—/)‘§’/2—/1‘+’/1—l|<§+§:€.
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Miiveleti tulajdonsagok

Tétel

o /bkf(x) dx:k-/abf(x) dx

9/ x) £ g(x) dx—/abf(x) dxi/abg(x) dx

© Ha f integralhato [a, b]-n és [b, c]-n, akkor [a, c]-n is, és
b

/a ) f(x) dx = / f(x) dx+ /b ) f(x) dx (additivitas)

y y

T b X T X

C
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A hatarozott integral tulajdonsagai

Definicié
a

/ f(x) dx = 0 tetszbleges a-ra és a-ban értelmezett f-re.
a

a b
/ f(x) dx = —/ f(x) dx, ha a < b, és f integralhaté [a, b]-n
b a

Megjegyzés
Az el6bbi definiciékkal az integral additivitasa

/ab F(x) dx~|—/bc f(x) dx = / F(x) dx

az a, b, c szamok barmely sorrendJere, és egybeest értékekre is teljesiil, pl.

JPE(x) dx+ [2F(x) dx = [P F(x) dx— [P F(x) dx = 0= [? f(x) dx.
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A hatarozott integral tulajdonsagai

Integralegyenl6tlenségek

Tétel
@ Ha m < f(x) < M az [a, b]-n, akkor

m(b—a)g/bf(x) dx < M(b — a)

@ Ha f(x) < g(x) az [a, b]-n, akkor

/abf(x) dxg/abg(x) dx.

b
(s S/ |f(x)| dx.

b
/ f(x) dx
a
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A hatarozott integral tulajdonsagai

Bizonyitas

@ Tfh. f(x) < g(x) az [a, b]-n. Ha nem igaz az allitas, vagyis

b b
/1:/ F(x) dx>/ g(x) dx = b,

akkor e = (h — h)/2-re valasszunk kdzos 6-t 1-hez és h-hoz.

Ha vesziink egy 6-nal finomabb P felosztast, és Ip ((f), illetve Ip ¢(g)
a két fliiggvény kozds reprezentans rendszeréhez tartozé
integralkozelits dsszege, akkor

Ipe(f)>h —c=h+e>Ipc(g),
holott f < g = Ipc(f) < Ipc(f). £
Q Alkalmazzuk a 2. allitast az m, f(x) és M fiiggvényekre.
@ Alkalmazzuk a 2. allitast a —|f(x)| < f(x) < |f(x)| fliggvényekre.
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A hatarozott integral tulajdonsagai

Példa
Bizonyitsuk be, hogy

1
/ V1+cosx dx <
0

N W

cosx <1 == +/I+cosx <2< % igy az 1. egyenlétlenség szerint

1
3 3
/ V14 cosx dx < 5(1—0):5.
0
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Integral-kdzépértéktétel

Integral-kozépértéktétel

Tétel
Ha f folytonos [a, b]-n = Jc € [a, b]:

b
bia/a f(x) dx = f(c),

azaz f atlaga eléall fliggvényértékkent.

y

a c b

. 17 /
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Integral-kdzépértéktétel

Bizonyitas

f folytonos = a Weierstrass-tétel szerint felveszi minimumat (m) és
maximumat (M) az [a, b]-n.

Az 1. integralegyenl&tlenség miatt:

m(b—a)g/bf(x) dx < M(b— a)

1

m <
~— b—-a

b
/ f(x) dx < M.
a
m és M is fliggvényértékek [a, b]-n = a Bolzano—Darboux-tétel szerint f

1 b
/ f(x) dx értéket is.

kozottiik minden értéket folvesz, igy az 5
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Newton—Leibniz-tétel

Valtozo hatari integral

Tétel

Legyen f folytonos az [a, b] intervallumon, és definialjuk az /(x)
integralfiggvényt [a, b]-n:

1(x) :/ f(t) dt.
I(x) értelmezve van, folytonos [a, b]-n, differencialhaté (a, b)-n és

I'(x) = f(x) Vx € (a,b).

2015.11.09. és 2015.11.11. 19 /
Hatéarozott integral 25



Newton—Leibniz-tétel

Bizonyitas
f folytonos [a, b]-n => [ f(x) dx értelmezve van Vx € [a, b]-re.
Diffhatésag: tetszéleges c¢,c + h € (a, b)-re

—I(c HhE(x) dx— [€F(x) dx cth
leth) —I(c) _ J; " f0)dx— ], f(x)d :1/+f(x)dxzf(m

h h h

valamely ¢ és ¢ + h kdzotti x, szamra az integral-kozépértéktétel miatt.
lim x, = ¢ = az f folytonossaga miatt lim f(x,) = f(c). Igy
h—0 h—0

I'(c) = lim 1/C+h F(x) dx = £(c).

Mivel I diffhaté (a, b)-n, ott folytonos is.
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Newton—Leibniz-tétel

Bizonyitas (folytatas)
A végpontokban is teljesiil az egyoldali folytonossag:
Legyen h> 0, a+ h < b.

I(a+h)—l(a):/aa+hf(x) dx—/aaf(x) dx:/aa+hf(x) dx

A Weierstrass-tétel miatt 3 m = minf és M = maxf az [a, b]-n, és az 1.
integralegyenlétlenségbél

a+h
mhg/ f(x) dx < Mh

A rendérelv miatt ebbdl ’I7im0 I(a+ h) — I(a) = 0 kdvetkezik.
—
A b-beli bal oldali folytonossag hasonléan bizonyithaté.
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Newton—Leibniz-tétel

Newton—Leibniz-tétel

Tétel
Ha f és F folytonosak [a, b]-n, és F'(x) = f(x) minden x € (a, b)-re, akkor

b
/a F(x) dx = F(b) — F(a).

Bizonyitas

Az el6z6 tétel szerint az I(x) integralfv. kielégiti a tétel feltételeit, és arra
a

/ F(x dx_/ £(x) dx—/ F(x) dx = I(b) — 1(a) is teljesiil.

Mindkét figgvény primitiv fiiggvénye f-nek (a, b)-n, ezért 3¢ € R:

I(x) — F(x) = c az (a, b) intervallumon, és a folytonossag miatt az [a, b]-n
b

is. rgy/ f(x) dx = I(b) — I(a) = (F(b) +c) — (F(a)+c) = F(b) — F(a).
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Newton—Leibniz-tétel

Jelolés

F(b) ~ F(a) = [F(x)]

b

a

Példa

/\/1+cosde—/ 1/2coszdx—/ \@cosfdx—

[\6<2sm 5)]0 = 2\[25|n§ ~ 1,356

Hasonlitsuk 6ssze a korabbi becsléssell

Példa

3 o 2 o 3 o
/ x=2 dx:/—x 2dx—i—/x 2dx:

0 X+1 0 X+1 2 X+1

2 3 3 3 | 2 | 3
A 1—1 dx + 5 l—m dx = [3In(x+1)—x]+ [x=3In(x+1)], =

3In3—-24+3-3In4—-2+4+3In3=6In3-3In4-1
_ Hatéarozott integral

y
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Helyettesitéses integralas hatarozott integralra

Helyettesitéses integralas hatarozott integralra

b b
Az [ Fe())e'(x) dx = [F(e()] | = F(e(b) - F(g(a)) integrak

kiszé?‘nithatjuk helyettesitéssel:
b
/ flg(x))g'(x) dx = f(u) du.
a

Példa
x—i—f 42 xyx+x 1

V2 ST,  VEXE2 2x

Ezt az u=/x, du = 2{ dx helyettesitéssel atirva:

2 3 2 2
8
/ 2u tu du:/ 2u° —2u+ 4 — du =
1 U+2 1 U+2

2 217
[§u3—u2+4u—8|n(u+2)}1:?—8In§
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

Kozelitd dsszegek, a hatarozott integral definicidja, integralhatésag
Miiveleti tulajdonsagok
Integralegyenl&tlenségek
Integral-kozépértéktétel

Valtozé hatara integral, a Newton—Leibniz-tétel

Helyettesitéses integralas hatarozott integralra
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