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Improprius integralok
Eddig hatarozott integralasnal megkdveteltiink két dolgot:
@ az integralasi tartomany egy véges intervallum legyen,

@ az integralandé fiiggvény legyen korlatos az integralasi tartomanyon.

A fliggvény alatti teriilet ettél eltérs esetekben is lehet jol definialt:

y y

X X
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Improprius integralok

Sé6t, végtelen kiterjedésii tartomany teriilete is lehet véges.

I R

N
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NI AIERTVEEIEI VSl Integralas végtelen intervallumon

Integralas végtelen intervallumon

Definicié

Ha f(x) folytonos az [a, 00) (ill. (—o0, a]) intervallumon, akkor

7f(x)dx_b|i_>n;o/bf(x)dx ill. /bf(x)dx_a_lirfoo/bf(x)dx

Ha f(x) folytonos R-en, és c tetszéleges valds szam, akkor

[e.e] (o o

/ f(x)dx = / f(x) dx + / f(x) dx.

—00 —00 c

Ha barmelyik esetben a hatarérték léetezik és véges, azt mondjuk, hogy az
improprius integral konvergens, és a hatarérték az integral értéke.

v
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NI AIERTVEEIEI VSl Integralas végtelen intervallumon
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NI AIERTVEEIEI VSl Integralas végtelen intervallumon

Példa

b
| 1 In x)21° In b)?
/"de— lim /Inx-dx: jim [Ty (0B
b—o0 X b—o00 2 1 2
1

b—o0

vagyls ez az improprius integral nem konvergens.
%) b

In x : 5 - . .
—dx = lim [ Inx-x""dx = parciélisan integralva:
X

b—o0
1
b
) x~11° 1 x7t
= lim Inx - —| — c——dx p =
b—o0 -1 1 x -1
1
b
. Inb 9 , nb [x11°
lim { ——+ [ x “dxp = lim { — + | — =
b—o0 b b—o0 b -1 1
1
) Inb 1
lim ——— — — 4+ 1 =1, vagyis ez az integral konvergens.
b—o0 b b
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NI AIERTVEEIEI VSl Integralas végtelen intervallumon

[1
Az /—dx integral
XP
1

Ha p = 1, akkor:

r1 /1

/fdx: lim /fdx: lim [Inx]? = lim Inb= oo, vagyis ekkor az
X b—o0 X b—o0 b—o0

1 1

integral nem konvergens.

Ha p # 1, akkor:
b

71
—dx = lim /x_pdx: lim

xP b— o0 b—o0

x—p+L )P pir 1
= lim — .
—-p+1]; boecl—-—p 1-p

1

Ha p < 1, akkor a fenti hatarérték oo, igy az integral nem konvergens.

Ha p > 1, akkor a fenti hatarérék S igy az integral konvergens, és

értéke a hatarérték, vagyis
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Fiiggdleges aszimptotaji fiiggvény integralasa
Fligg6leges aszimptotaju fliggvény integralasa
Definicié

Ha f(x) folytonos az [a, b) (ill. (a, b]) intervallumon, de x — b~ (ill.
x — at) esetén nem korlatos, akkor

b c b b

/f(x)dx:cirp/f(x)dx ill /f(x)dx: lim /f(x)dx

c—at
a a a c

Ha f(x) folytonos [a,s) U (s, b]-n, de x — s esetén nem korlatos, akkor

b s b

/f(x)dx:/f(x)dx+/f(x)dx.

a a S

Ha barmelyik esetben a hatarérték létezik és véges, azt mondjuk, hogy az

improprius integral konvergens, és a hatarérték az integral értéke.
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NI IERTVEIEI VIl Fliggdleges aszimptotaja fiiggvény integralasa
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Improprius integralok Fiiggdleges aszimptotaji fiiggvény integralasa

1
1 : )
z | — dx integral
xP
0

Ha p = 1, akkor:
1

c—0*

1
/ dx = lim /fdx: lim [Inx]} = lim —Inc=oo, vagyis ekkor az
c—0* c—0*

|ntegra| nem konvergens
Ha p # 1, akkor:

1
—p+1 71 1 1-p
/—dx— lim /X*de: lim X = Iimifci.
c—0t c—0t | —p+1 =0t 1l—p (1 — )

Ha p > 1, akkor a fenti hatarérték oo, igy az |ntegra| nem konvergens.

Ha p < 1, akkor a fenti hatarérék 15 igy az integral konvergens, és

értéke a hataréerték, vagyis 1
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[INTICT ARV IEI VIl Fiiggdleges aszimptotaja fiiggvény integralasa

%2/3

X X
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(TR Sl Osszehasonlité konvergencia kritériumok

Osszehasonlité konvergencia kritériumok
Allitas

Legyenek f és g az [a, o0) intervallumon folytonos fliggvények, melyekre
minden x > a esetén 0 < f(x) < g(x) teljesil. Ekkor:

[e.o]

Q ha /g(x) dx konvergens, akkor / f(x) dx is konvergens (majorans
a a
kritérium);

o)

Q ha /f(x) dx nem konvergens, akkor /g(x) dx sem konvergens

a a
(minorans kritérium).

Megjegyzés

Az allitas a tobbi tipusi improprius integral esetén is igaz.

2015.11.25. és 2015.11.30.
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(TR Sl Osszehasonlité konvergencia kritériumok

Példa

[e.e]
- TN )
Konvergens-e az /e X dx integral?
1

Megoldas

os) b

o ) 2 . 2 : : .
A definicié szerint /e dx = lim /e X" dx, viszont a jobb oldali
b—o0
1

1
hatarértéken beliil szereplé hatarozott integralt nem tudjuk kdzvetleniil

. . : 2 “x
kiszamolni. Ugyanakkor mivel x > 1-re 0 < e < e™*, és
0o b
_ . _ . _x1b o1 _ 1
/e *dx = lim /e *dx = lim [—e X]1:I|mf—eb:f,
b—oo b—oo b—oo € €
1 1

a majorans kritérium miatt az eredeti integral is kovergens.

y
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(TR Sl Osszehasonlité konvergencia kritériumok

Allitas (Altalanos majorans kritérium)

Legyenek f és g az [a, 00) intervallumon folytonos fiiggvények, melyekre
o

minden x > a esetén |f(x)| < g(x) teljestil. Ekkor ha /g(x) dx

a
o0

konvergens, akkor /f(x) dx is konvergens.

a
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(TR Sl Osszehasonlité konvergencia kritériumok

Példa

) b
/ sin x dx divergens, bar az integralfiggvény /(b) = / sin x dx
0 0
™

korlatos: /(b) értéke 0 és / sin x dx = 2 kozott valtozik, de mindkettst

felveszi akarmilyen nagy b-re is.

y

| N x
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(TR Sl Osszehasonlité konvergencia kritériumok
Példa

sin x 1

> sin x 1
/ dx konvergens, mert |——| < —, és / —5 dx konvergens.
1 1 X

X2 x2 | = x2'
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(TR Sl Osszehasonlité konvergencia kritériumok

Példa

. ) * sin x
Bizonyitsuk be, hogy az —— konvergens.
0 X\/;(

Megoldas

A fv. a 0-nal nem korlatos, ezért két improprius integral dsszegére bontjuk:

/1 smx smx
X\f 1 X\f

< x732 ¢ /Oo ~3/2 dx konvergens, i /oo sin x
X , és X x konvergens, i
X\/;( - 1 & 8y 1 X\/;(

[0, 1]-en x~3/2 integralja nem konvergens, ezért nem érdemes azzal
sin x sin x 1

xv/x| T X
sin x )
tovabba/ —— dx konvergens, tehat/ —— dx is konvergens.

0 XVvX

sin x

majoralni. Viszont tudjuk: <1, ezért

X

< —— a (0, 1]-en,

v
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A hatarozott integral alkalmazasai Teriiletszamitas

Terlletszamitas

Legyen f(x) az [a, b] intervallumon integralhaté fiiggvény.
Az x tengely és f(x) grafikonjanak [a, b] intervallumhoz tartozé része altal
b

kozrezart terijlet/ |f(x)|dx.

a

y
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A hatarozott integral alkalmazasai Teriiletszamitas

Példa

Szamitsuk ki az f(x) = x> — 6x2 4 8x fiiggvény grafikonja és az x-tengely
altal kozbezart teriiletet az [1,4] intervallumon!

Az f(x) folytonos fv. csak ott valthat eljelet, ahol 0:

f(x) = x> — 6x% 4 8x = x(x* — 6x + 8) = x(x — 2)(x — 4)
= f zérushelyei 0,2,4. Igy a teriilet T = f14 |f(x)|dx =
Y |f1 dX"Hfz dX’
/ :‘fx —6x2 +8xdx‘+‘fx3—6x2+8xdx‘:
X

1 = { 2X+4X]‘_

[——2X —|—4X}
=[4-2+0—4/=2
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A hatarozott integral alkalmazasai Teriiletszamitas

Legyenek f(x) és g(x) az [a, b] intervallumon integralhaté fiiggvények. Cél:
f(x) és g(x) grafikonja altal kdzbezart teriilet meghatarozasa az [a, b]
intervallumon.
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A hatarozott integral alkalmazasai Teriiletszamitas

Vegyiik észre, hogy ez a teriilet nem mas, mint a h(x) = f(x) — g(x)
fliggvény grafikonja és az x-tengely altal kdzbezart teriilet az [a, b]
intervallumon.

Példa

Szamitsuk ki az f(x) = x? és a g(x) = /x fiiggvény altal kozbezart
korlatos sikrész teriiletét!

A két grafikon x = 0-ban és x = 1-ben metszi egymast, igy a széban forgd
teriilet nem mas, mint a h(x) = x> — \/x fiiggvény és az x-tengely altal
kdzbezart teriilet a [0, 1] intervallumon. Mivel ezen az intervallumon nincs
tobb metszéspont (vagyis h(x)-nek nincs gyoke), ez a teriilet:

v
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AN ETETE P20 NICUE IR DEIMEYEEETI  Fiiggvény grafikonjanak ivhossza

Flggvény grafikonjanak ivhossza

Allitas
Legyen f olyan valés fliggvény, mely differencialhaté az [a, b] intervallum

minden pontjaban, és a derivaltja folytonos [a, b]-n. Ekkor f grafikonjanak
ivhossza az [a, b] intervallumon

b

5:/ 1+ (f/(x))? dx.

a

Bizonyitas (vazlat)

Vegyiik az [a, b] intervallumegy P:xg=a<x31 <---<xp,=>b

felosztasat. Minden [x;_1, x;] intervallumon (i=1,...,n) a grafikon
ivhosszat kozelitsiik a két végpontot 6sszekdts szakasz hosszaval.
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AN ETETE P20 NICUE IR DEIMEYEEETI  Fiiggvény grafikonjanak ivhossza

Bizonyitas (vazlat - folytatas)
y

A teljes ivhossz kozelitése igy:

= v/~ %2 (F0) — FGw 1)) =

(xi — Xil)\/l + (W)z

Lagrange-féle kdzépértéktétel: J¢; € (xi—1, x:)
di = (xi —xi-1)\/1+ (f/(ci))?

Z d,' = Z(X,' — X,',l) 1 + (f/(C,'))z,
i=1

i=1

ami épp a széban forgé integral integralkozelitd dsszege.

.. crius integrsl és a hatdrazott integr
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2 L5 e G
Forgastest térfogata

Allitas
Legyen f az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvény. Ekkor az f fliggvény

grafikonja [a, b]-hez tartozé darabjanak az x-tengely koriili megforgatasaval
kapott test térfogata

b
V= /7rf2(x)dx.
a

Bizonyitas (vazlat)

Vegyiik az [a, b] intervallumegy P:xg=a<x31 <---<xp,=>b
felosztasat és egy ehhez tartozé6 C = {cy, ..., c,} reprezentans rendszert.
Minden [xj_1, x;] intervallumon (i=1,...,n) a forgastest megfelels
szeletének térfogatat kozelitsitk annak a hengernek a térfogataval, melynek
magassaga x; — xj_1 és alapkorének sugara f(c;).

v
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AN ETETE P2 ANICEIE IEDEIMEYEEETI  Forgastest térfogata és felszine

Bizonyitas (vazlat - folytatas)

T

Vi = 7f2(c) - (xi — xi-1)

Xi—1 Ci Xi

A teljes térfogat kozelitése igy:

zn: V, = zn:wfz(c,-) (X — Xi—1),
i=1 i=1

ami épp a széban forgé integral integralkozelitd dsszege.
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AN ETETE P2 ANICEIE IEDEIMEYEEETI  Forgastest térfogata és felszine

Forgastest felszine

Bizonyitas nelkiil:

Allitas

Legyen f olyan valés fiiggvény, mely differencialhaté az [a, b] intervallum
minden pontjaban, és a derivaltja folytonos [a, b]-n. Ekkor az f fiiggvény
grafikonja [a, b]-hez tartozé darabjanak az x-tengely koriili megforgatasaval
kapott test palastjanak a felszine

b
F:/27rf(x) 1+ (F'(x))?dx.
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AN ETETE P2 ANICEIE IEDEIMEYEEETI  Forgastest térfogata és felszine

Példa

Szamitsuk ki az f(x) = ch x fiiggvény grafikonjanak ivhosszat a [0, 1]
intervallumon, és ugyanezen intervallumhoz tartozé darabjanak
megforgatasaval kapott forgastest terfogatat és felszinét!

S= /\/1+(f’(x dx—/de*/chxdx—[shx]o—shl

1
1 h2 h2 h2
V= 7rf2(x)dx: ﬂ'(ChX) dx = wydxz Pl Rl IS
2 2 4 |, 24
a 0 0
b 1
F= /27rf(x) 14 (f/(x))*dx = /27rchxy/ 14 (shx)?dx =
0
. h2
= [2n(chx)?dx =7+ Pl
0 2 J
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