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Racionalis tortfiiggvények integralasa

Racionalis tortfliggvények integralasa

@ Polinom + valédi tortfiiggvény alakra hozas.
@ A nevezé felbontasa elsé és masodfoki tényezék szorzatara.
o Parcialis tortekre bontas.

@ A parcialis tortek integralasa.
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Racionalis tdrtfiiggvények integralasa Polinom + valédi tortfiiggvény

1. Polinom + valédi tortfiiggvény

Definicié
f(x)
g(x)

Ha f(x) és g(x) két valés polinom és deg f < deg g, akkor

tortfliiggvénynek nevezziik.

-et valdédi

Ha deg f > deg g, akkor f-et eloszthatjuk maradékosan g-vel:

f(x) = g(x)h(x) + m(x), ahol degm < degg,

- () ()
f(x m(x
) " g

ahol m((;()) mar valédi tortfiiggvény (vagy 0).

] Integralasi technikak 2015.11.18. és 2015.11.23.

4/25



Racionalis tdrtfiiggvények integralasa Polinom + valédi tortfiiggvény

Példa
X -2 alodi X2+l nem valédi
valédi, —_— valédi.
x*+2x2+1 x2+x+1
(x* —2x +1) : (X®+x+1) = x2—x
-3 X2 —2x +1
— (=3 —x* —x)
-x  +1
lgy
xt—2x+1 ) N —x+1
I TS 2y T
x2+x+1 x2+x+1
polinom valédi tortfv.
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Racionalis tdrtfiiggvények integralasa Nevezd faktorizalasa

2. Nevezs faktorizalasa

Tétel

Minden legalabb elséfokt valés polinom felbonthaté elsé és masodfoka
valés polinomok szorzatara.

Bizonyitas
Legyen f(x) = cpx" + ...+ cix+ co (¢i € R Vi) valés polinom. Az algebra
alaptétele szerint f-nek van gyoke C-ben:

Ja € C, hogy f(a) =0.

Ekkor x — a kiemelhet8: f(x) = (x — a)g(x).
Ha a € R, g(x) is val6s polinom, és tovabb faktorizalhatjuk.

] Integralasi technikak 2015.11.18. és 2015.11.23. 6/ 25



Racionalis tdrtfiiggvények integralasa Nevezd faktorizalasa

Bizonyitas (folytatas)

Ha o = a + bi nem valés, akkor

O=fla)=cpa"+ ...+ cia+ ¢

= f(@) = cd"+...+ad+o=cGa"+.. faa+co =f(a) =0=

tehat @ is gyoke f-nek.
Dea# a= g(@)=0= f(x) =(x —a)(x —a@)h(x).

Viszont (x — a)(x — @) = (x — a — bi)(x — a + b;) = x> — 2ax + a*> + b?

valds egyiitthatés, igy h(x) is valds. Ekkor egy masodfoka (valés gydk

nélkili) valés polinomot emeltiink ki, és h(x)-et tovabb faktorizalhatjuk.

0,
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Racionalis tdrtfiiggvények integralasa Parcialis tdrtekre bontas

3. Parcialis tortekre bontas

A 2. lépésben a nevezét faktorizalhatjuk agy, hogy minden tényezd
féegyiitthatéja 1 legyen, és az azonosakat dsszevonjuk egy hatvanyba.

f(x) f(x)
g(x)  (x—c)m-(x—c)m(x2+ a1x + by)™ - -+ (x2 + asx + bs)™s

alakd valodi tortfliiggvényt elemi tortfiiggvények Osszegére bontjuk:
A

—— alakatakra, ahol Ac R, 1< k <nj, és

(X — C,')k
Bx+ C

(X2 + ajx + b,')k

alakoakra, ahol B,C e R, 1< k < m;.

Tétel
llyen felbontas létezik, és egyértelmii. J
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Racionalis tdrtfiiggvények integralasa Parcialis tdrtekre bontas

A felbontas meghatarozasa:

@ A szébajové elemi tortfiiggvényeket a szamlaldban ismeretlen
egylitthatokkal kézés nevezére hozzuk,

@ a szamlalét x hatvanyai szerint rendezziik,

o f(x)-szel Gsszehasonlitva az ismeretlen egyiitthatokra kapott linearis
egyenletrendszert megoldjuk.
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Racionalis tdrtfiiggvények integralasa Parcialis tdrtekre bontas

Példa
BEox+1  Ax+B C+D
(x2+1)2 — X241 (x2+1)2
(Ax+B)(x* +1)+ Cx+ D _
x2 4 1)2 -
A+ Bx* + (A+ CO)x + (B + D)
(x2 +1)2
A= 0
Aj- _ _i’ = A=0,B=3,C=-1,D=-2
B+D = 1
Tehat
3X2—X—|—1_ 3 —x—2

P12 241 Rl
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Racionalis tortfiiggvények integralasa

Példa
f(x)

x3+1

Parcialis tdrtekre bontas

x3+1

g(x) X r23 ol

x2

(x2 +2x +2)

Ez a fv. valédi tortfv., mert a szamlalé foka (3) kisebb a nevezéénél (4),
és a nevez6 nem bonthaté tovabb, mert a masodfoka tényezének nincs

valés gyoke.
x3+1 A

x2(x? +2x +2) X

B x+D

x2+x2+2x+2

Ax(x? 4+ 2x +2) + B(x®> 4+ 2x + 2) + (Cx + D)x?

x2(x2 +2x+2)

(A+ C)x®*+ (2A+ B+ D)x*> + (2A+2B)x + 2B

A+C =
2A+B+D
2A+2B

2B =
]

Il
— oo

x2(x? +2x +2)

A=-1B=1

25

f(x) 1 1

c=3 D=1

27 2

3x+1

g(X) 2X 2X2 2(X2 2_(&)_12{(11%]%2 2015.11.23.
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Racionalis tortfiiggvények integralasa

Elemi tortfliggvények integralja

4. Elemi tortfiiggvények integralja

1 —n+1
o/ 1 x = —n+1(X c) +C, han#l
(x —¢) In|x — ¢| + C, ha n—1
o/ Ax + B /Ax+B
_ TP k= | 22X P
(x® +ax+b)" (g(x))"
Ax + B felbonthaté A; - g'(x) + By alakra:
A A A A
AX+B:§(2X+3)—j+B = A= 7, 312—73—1—8
Arg’ B A g’ B
[ n a0, (8
(g(x)) (g(x))
Az elsé tagra:

@Gy

1
g, [t e
| o ! ‘{ o

han#1
Arlng(x)| + C,
]
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Racionalis tortfiiggvények integralasa Elemi tortfliggvények integralja

A masodik tagra: teljes négyzetté valé kiegészitéssel

1
(x2 + ax + b)"

B
=2 alakra hozhats:
(2 +1)n
2
2 1 x+ 2
P tax+b=(x+2)2+b- " = 2 +1
2 4 p_2 22
4 b—
a 2
P 32:<b—a>31
b2 4
)
Megjegyzés

Minthogy x2 + ax + b-nek nincs valés gyoke, a diszkriminansa, a2 — 4b
negativ, és igy \/E = %\/4b — a2 értelmezve van.
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Racionalis tortfiiggvények integralasa Elemi tortfliggvények integralja

1
/(u2+1>nd“:?

n=1-rearctgu+ C

n = 2-re:

/(u2+1 d“_/U(H_l)gd”:

1 u?
du du— | —5—5d
/u2+1 (u2—|—1)2 /u2+1 /(uQ—i—l)2 !

A masodik tagot parcialisan integraljuk:

/ u? q /1 2u q 1 1 +/1 1 q
——wadu= | US55 du = —-U—5—— — - ———dau
(v +1)2 27 (v?+1)2 2 u?+1 2 u?2+1
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. Integralssi techniksk

Racionalis tortfiiggvények integralasa Elemi tortfliggvények integralja

Osszesitve:
1 1 1 1 1 1
= _du= | ——du—- | —u—— ST du) =
/w%&ﬁ” /M+1” (2%M4+/2ULH O

1 1 1 1 1
- +-/ d 4 + —arctgu+ C

22+1 2 ) 1 T2 21 2
1 . ) .
Ha n > 2, akkor az | ———— du integralt ugyanezzel a médszerrel
(U2 + 1)n
1
vissza lehet vezetni az W integraljara.
u
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Racionalis tortfiiggvények integralasa Elemi tortfliggvények integralja

Példa

3x3 — 2x2
/dexz?

x3 —3x—2

© Nem valédi tortfliggvény, tehat sziikség van a maradékos osztasra.

(3x3 —2x2  +x ) (x*-3x-2) = 3
- (3x3 —-9x —6 )
—2x* +10x +6
33— 2x2+5x . —2x>+10x+6
x3—-3x—-2 x3 —3x -2

@ x3 — 3x — 2 felbontasahoz a lehetséges racionalis gyokdk: s, ahol p
osztéja 2-nek, g osztéja 1-nek = g =+1,4+2. A —1 gydk, és
Horner-médszerrel val6 kiemeléssel:

x3—3x—2=(x+1)(x>—x—2) = (x+1)*(x - 2).

v
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Racionalis tortfiiggvények integralasa Elemi tortfliggvények integralja

© Parcialis tortekre bontas:
—2x2+10x+6 A B C

(x+1)2(x—2) x+1+(x+1)2+x—2
AX? —x —2)+ B(x — 2) + C(x® + 2x + 1)
(x+1)2(x-2)
(A+ O)x*>+ (—A+B+2C)x+ (—2A—-2B + ()
(x+1)2%(x—-2)

A+C = =2
—-A+B+2C = 10 = A=-4B=2 C=2
—2A-2B+C = 6
2
—2); +1OX+6:_ 4 n 2 n 2 .
x3—3x—-2 x+1 (x+1)2 x-2
. ol a e 4 2 2
Q Az integral kiszamitasa: /3 1 + 117 + o— dx =

2
3x—4|n|x+1|—m+2|n]x—2]+C.
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Racionalis tortfiiggvények integralasa Elemi tortfliggvények integralja

Még egy triikk a parcialis tortekre bontasnal:

Ha a nevez6 csupa kiilonbdzé gydktényezs szorzata:

f f A A
(x) = (x) , akkor az Aoy " felbontasban
glx) (x—a) - (x—c) X —c X—cr
f
az A; egylitthatét megkaphatjuk agy, hogy az Exi tortben eltordljiik az
g(x
(x — ¢j) tényez6t, és behelyettesitiink ¢;-t.
Példa
2x — 1 A . B hol
= , aho
(x—1)(x—2) x—-1 x-2
2x — 1 1 2x —1 3
A = = — = —1 é B e = — = 3.
Xx—2 lx=1 -1 sB= L 1le177
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Forditott helyettesités

Tétel

Legyen g invertalhaté, differencialhaté fv., amelynek értékkészlete
tartalmazza az / intervallumot, és jeldlje g1 a g inverzét. Ekkor az /
intervallumon érvényes [ f(x)dx integralra

[ 760ax = [ rle)g @

és a,b e l-re

2015.11.18. és 2015.11.23. 19 /
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Bizonyitas
A g invertalhatésaga miatt x = g(g~1(x)) az I-n, és az
f(x) = f(g(g~1(x))) fiiggvény integraljara elvégezhetjiik a g71(x) = u,

——————dx = du helyettesitést:
g'(g71(x))

[ feaax= [ flele o) ax =

gy &= [ e W) du

Megjegyzés

Egy helyettesités és forditott helyettesités kombinalasaval az

/ F(h(x))H (x) dx = / F(g(u))g'(u) du

atalakitast is alkalmazhatjuk.
] Integralasi technikak
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G
Specialis helyettesitések. R(eX)

Jeldljon R(f1, ..., f,) olyan fiiggvényt, amit az fi, ..., f, fliggvényekbdl a
négy alapmiivelet segitségével alkottunk (azaz az fi,.. ., f, racionalis
kifejezése).

Az R(e*) fuggvény integraljat eX = u, azaz x = In u helyettesitéssel

1
racionalis fliggvény integraljava alakithatjuk: / )dx = /R(u) du
u
Példa
/ ! d / ! dx. Az e* helyettesitéssel
———dx= [ ———dx. e = u helyettesitésse
314shx ) 342ex—2ex e S T HNEYEEE

_ S B P
") 3row—2ut W T )22y 2" T 2(u—%)(u+2)_

A B : -1
/ 1+du:/ 51+ > du=
u—s u+2 u—5 u+2

| L 1I|+2|+C L X_%+C
—Inju—=|—=In|u =—In :
5 2| 5 5 |ex42
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R
R(Y/%)

Az /x = u, azaz x = u", és dx = nu""t du helyettesités:

/R(\”/)?) dx:/R(u)nu"—ldu,

(ahol paros n esetén x > 0) racionalis tortfiiggvényt ad.

Peélda
Xv/X
— V" dx a ¥x = u, azaz x = u* és dx = 4u3 du helyettesitéssel:
/ T x> Y
4

2 8
. 4
/u2 4 -4u3du:/ 4 du.
us —u u—1
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Speciélis helyettesitések R(cos x, sin x)

R(cos x, sin x)

cos x és sin x is raciondlis kifejezése tg 5-nek:

cos? +tga i
1-—1t
cos(2a) = cos” a —sin® o = (1 — tg” a) cos” a = ﬁ
2t
sin(2a) = 2sinacosa = 2tgavcos?® o = e
1+tg2a

P X 2
lgy a tg 5 = U azazx = 2arctgu és dx = il du helyettesitéssel

_ 1—uv?® 2u 2
/R(cosx,5|nx)dx:/R<1+u2>1+u2) 1+ 2 du
Példa

1 1 2 1
: dx_/ o du—/udu_ln\u\—i—C—In

sin x 2u 1+ 2

tg%‘—i—C
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Rx, Var + b +.0)
R(x,Vax? + bx + ¢)

A v/ ax? + bx + c fiiggvényt — ha van olyan intervallum, ahol értelmezve
van — teljes négyzetté valé kiegészitéssel A-+/u2 +1, A-+/u?2 — 1 vagy
A-+V/1 — u? alakra hozhatjuk, ahol u linearis fiiggvénye x-nek. Igy elegends
az

R(u,vVu*+1), R(u,vVu>-1), illetveaz R(u,\/1— u?)
alakd integralokkal foglalkozni. Ezeket az

u = sh t helyettesitéssel /R(u, ViZ+1)du = / R(sht,cht)chtdt,
u = ch t helyettesitéssel /R(u7 Vuz—1)du = / R(ch t,sht)shtdt,

illetve az
u = sint helyettesitéssel / R(u,v/1—u?)du = /R(sin t,cos t)cos tdt

alakra hozhatjuk.
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SRESEIS IR E  R(x, \/ax2 + bx + ¢)

Megjegyzés

™

Az elébbi helyettesitéseknél val6jaban az sh t, ch t‘[o o) és sin t|[_E -
’ 272

invertalhaté fiiggvényeket hasznaljuk.

Példa
/\/1+x2dx:/\/1+sh2uchudu:/ch2udu:

1+ch2u) 1 1 11 B
/2dU—2U+4Sh(2U)+C—2U+2ShUChU+C—

1 1
Earshx+§X\/1+x2+C
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