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Definici6
Az f valés fuggvény invertalhatd, ha injektiv, azaz x,y € D(f), x # y
esetén f(x) # f(y).

o f grafikonjat tekintve ez azt jelenti, hogy a grafikon minden vizszintes
egyenest legfeljebb 1 pontban metsz.

Definicié
Invertalhaté f fliggvény esetén g az f inverze, ha g értelmezési tartomanya
(D(g)) megegyezik f értékkészletével (R(f)), és f(x) = y esetén g(y) = x.
g ]
X o le y
f

o A grafikonok szempontjabél ez azt jelenti, hogy f és g grafikonja
egymas tiikorképe az y = x egyenesre nézve.
@ g pontosan akkor inverze f-nek, ha f inverze g-nek.
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Az inverz fliggvény fogalma

Tétel

Ha f és g valés fliggvények, akkor g pontosan akkor inverze f-nek, ha
Vx € D(f) g(f(x)) = x és Vy € D(g) f(g(y)) =y

Példa

f(x) = x3 inverze g(x) = ¥/x, hisz x € R esetén (¥/x)% = x és v/x3 = x.
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Az inverz fliggvény fogalma

Példa
f(x) = x-nek nem inverze g(x) = v/x, mert bar x € D(g) = [0, 00)
esetén (1/x)? = x, de ha x € R akkor V/x2 = |x|, és x < 0-ra ez nem

egyezik meg x-szel.
f(x) = x? igazabdl nem is invertalhaté, hiszen nem injektiv (x? = (—x)?).

Mi ilyenkor a teend6? = Szoritsuk meg a fliggvényt egy olyan halmazra,
ahol invertalhato! |
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Az inverz fliggvény fogalma

Definicié
Legyen f egy valds fiiggvény. H C D(f) esetén f megszoritasa H-ra (jel.:
f |n) az a h fiiggvény, amelyre D(h) = H és Vx € H h(x) = f(x).

Példa

f(x) = x? |j0,00) invertalhato, és inverze g(x) = v/x.
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Szig. monoton fliggvények inverze
Allitas

Ha az f valés fiiggvény szigoriian monoton ndvé vagy szigorian monoton
csokkend, akkor invertalhato.

Megjegyzés

Az allitas megforditasa nem igaz, pl. f(x) = % invertalhats, és inverze

onmaga, de mégsem szogorilan monoton az értelmezési tartomanyan.

v
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Szig. monoton fiiggvények inverze

Tétel

Ha az f valés fiiggvény folytonos és invertalhat6 az I intervallumon, akkor
f szigoriian monoton ndvé vagy szigorilan monoton csokkend.

Bizonyitas (vazlat)

Ha a,b €l és a < ¢ < b, akkor f(a) < f(c) < f(b) vagy
f(a) > f(c) > f(b), ellenkezs esetben a Bolzano-Darboux-tétel miatt f
nem lehetne invertalhato.

X

a c b

v
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Szig. monoton fiiggvények inverze

Bizonyitas (folytatas)

Ha a,be | ésa< c<d< b, akkor f(a) < f(b) esetén f(c) < f(d) (és
f(a) > f(b) esetén f(c) > f(d)), ellenkezs esetben az el6z6 pontot
alkalmazva a-ra és d-re ellentmondasra jutnank, hisz pl. az els6 esetben
f(a),f(d) < f(c) lenne.

Ez viszont azt jelenti, hogy minden /-beli zart intervallumon a
végpontoknak megfelelGen a fliggvény vagy szigortan monoton névé, vagy
szigorilan monoton csokkend, és igy a teljes I intervallumon is szigortian
monoton.

Kovetkezmény

Ha egy folytonos filiggvényt szeretnénk invertalni, akkor olyan maximalis
intervallumra kell megszoritani, ahol szigortan monoton.
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Az inverz fiiggvény tulajdonsagai

Az inverz fliggvény tulajdonsagai

Tétel

Legyen f egy invertalhaté valds fiiggvény, melynek inverze g. Ekkor:
Q@ D(g) = R(f), D(f) = R(g)

@ Ha f szigorian monoton nové (csokkend), akkor g is sszigortian

monoton nové (csokkend).

© Ha f folytonos, akkor g is folytonos.

Bizonyitas
1. Volt korabban.
2.
X1 < X2 — f(Xl) < f(Xg)
gn) < gbr) = n < y
] Inverz fiiggvények 2015.10.14. 10 / 26



Az inverz fiiggvény tulajdonsagai

Bizonyitas (folytatas)

3. f invertalhaté és folytonos = szigorian monoton. Legyen pl. szig.
monoton novd és vegyiink egy tetszéleges € > 0-t.

Xo—€ Xo xo+e

Ve>0 30>0 (f(xo) =8, f(x0)+0) C (Flxo —€), Fxo +£))




Hatvanyfiiggvények inverzei - gyokfiiggvények

f(x) = x", n pozitiv paratlan egész = invertalhaté és inverze g(x) = v/x

D(f) = R(g) =R D(g) = R(f) =R



Elemi fiiggvények inverzei

f(x) = x", n pozitiv paros egész = f |[o o) invertdlhaté és inverze

g(x) = Vx

D(f
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Elemi fiiggvények inverzei

Trigonometrikus fliggvények inverzei - arkusz fliggvények

f(x) =sinx = f |[_z ) invertalhatd és inverze g(x) = arcsin x

2
y y
" sinx " | arcsinx
X X
m™ T
D(fli-3.51) =R(g) =[-5,5] Dlg)=R(fl-5,7)=[-11]



Elemi fiiggvények inverzei

f(x) = cosx == f |jg ] invertalhaté és inverze g(x) = arccos x

y y
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D(f lo,n) = R(g) = [0,7] D(g) = R(f |pox) = [-1,1]
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Elemi fiiggvények inverzei

f(x)=tgx = f ’[—% x] invertalhaté és inverze g(x) = arctg x

y
1 I’ /‘i L
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] ’ th’ ,/ N . tEX .
A : NE
71'
D(f (5.5 = Rg) = [~ 3. 5] D)= R(F |5.5) =R

I. t i I ¢ e
Im arctgx = —— Im arctgx = —
X——00 & 2’ X—00 g 2
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Elemi fiiggvények inverzei

f(x) = ctgx = f [[p ] invertalhat6 és inverze g(x) = arcctg x
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D(f lo,-1) = R(g) =[0,7] D(g)= R(f |jo,n) =R

lim arctgx =, lim arctgx =0
X—>—00 X—>00



Elemi fiiggvények inverzei

Hiperbolikus fliggvények inverzei - area fliggvények

f(x) = shx = f invertalhaté és inverze g(x) = arsh x

y y
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D(f) = R(g) =R D(g) = R(f) =R
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Elemi fiiggvények inverzei

f(x) = chx = f |jg,«) invertalhat és inverze g(x) = arch x

y y
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D(g) = R(f lo,0c)) = [1,00)
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Elemi fiiggvények inverzei

f(x) = thx = f invertalhat6 és inverze g(x) = arth x

y y

7 arthx/ .-

th x

D(f) = R(g) =R D(g) = R(f) = (-1,1)



Elemi fiiggvények inverzei

f(x) = cthx = f |g\f0y invertilhaté és inverze g(x) = arcth x

y y
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D(f) = R(g) = R\{0} D(g) = R(f) = R\[-1,1]



Elemi fiiggvények inverzei

Exponencialis fliggvények inverzei - logaritmusfiiggvények

f(x) = a*, 1 < a= f invertalhaté és inverze g(x) = log, x
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D(f) = R(g) =R D(g) = R(f) = (0,0)
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Elemi fiiggvények inverzei

f(x)=a% 0<a< 1= f invertalhat6 és inverze g(x) = log, x

\ . .
’ ’
, ,
’ ’
X , s
ax \ .
, , |
,
. - log, x
7 /
v \\ v
/ X / X
, ,
, ,
~
, ,
, ,
’ ’
, ,
, ,

D(f) = R(g) =R D(g) = R(f) = (0,00)



A logaritmusfiiggvények tulajdonsagai

Specialis eset a természetes alapt logaritmus:

log, x = Inx

Megjegyzés

X = exlna

Ezt az azonossagot j6l lehet hasznalni f(x)&) alaka fiiggvenyek
hatarértékének meghatarozasakor:

lim £(x)80) = lim 8()Inf() = e)![pcg(x) In f(x)

)
X—C X—C

mivel az e~ fiiggvény folytonos.




Elemi fiiggvények inverzei

Allitas (A logaritmusfiiggvények azonossagai)
Legyen 1 #a>0, be R és x,y > 0. Ekkor:

Q log,xy =log,x + log, y
@ log, x> = blog, x

In x
Tna

Q log,x =

Bizonyitas
o alogax+|ogay — alogaxalogay = xy

[2) gblog,x — ( Iogax)b — xb

Inx Inx I

e alna :elnalna = enX:X
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Osszefoglalas

Osszefoglalas

e Az inverz fliggvény fogalma
@ Szig. monoton fiiggvények inverze
e Elemi fiiggvények inverzei (gyok, arkusz és area fiiggvények)

o A logaritmusfiiggvény és tulajdonsagai
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